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1 Uvod

Dirichleov princip ili Princip golubinjaka (engl. Pigeonhole principle) vrlo
je koristan kombinatorni princip kojeg je prvi jasno formulirao njemacki
matematicar G. Lejeune-Dirichlet. Ovaj je princip olaksao dokaze mnogih
matematickih tvrdnji upravo zbog svoje jednostavne primjene. Potreba za
koristenje Dirichleovog principa najceSée se pronalazi u slucajevima kada
treba pokazati postojanje nekih elemenata s odredenim svojstvima, kao npr.
da medu 13 ljudi sigurno postoje najmanje dvije osobe koje su rodene u is-
tom mjesecu.

Kod uporabe Dirichleovog principa potrebno je odrediti Sto su predmeti, a
sto kutije. Pri tome je bitno da predmeta uvijek mora biti vise nego kutija.
Nadalje, potrebno je odrediti svojstvo po kojem predmete svrstavamo u ku-
tije, te naposlijetku primjeniti Diricleov princip.

Dirichlet je veliki utjecaj, osim u kombinatorici, imao i u teoriji brojeva
te se smatra jednim od zacetnika te grane matematike. Osim Dirichleovog
principa, njegovi najbitniji doprinosi u svijetu matematike su i Dirichleova
funkcija, Dirichleova zadaca, Dirichleovi redovi, te jos mnogi drugi.

U ovom ¢e se radu iskazati i dokazati tri Dirichletova principa, prikazati
njihova primjena u teoriji brojeva i geometriji, te matematickoj analizi i
stvarnom zivotu.



2 Forme Dirichleovog principa

U ovom poglavlju iskazat ¢emo i dokazati forme Dirichleovog principa.

Teorem 1 (Slaba forma Dirichleovog principa). Neka je n € N. Ako n+1
predmeta bilo kako rasporedimo u n kutija, onda bar jedna kutija sadrzi barem
2 predmeta.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da svaka kutija sadrzi
najvise jedan predmet. Tada slijedi da je najveéi broj predmeta 1 + 1 +
1+ ---+1 = n, ¢cime dolazimo do kontradikcije s pretpostavkom da n + 1
predmet rasporedujemo u kutije. O

Napomena 1. Dirichleov princip govori o egzistenciji kutije s barem dva
predmeta, ali ne govori o nacinu kako pronaci tu kutiju.

Sada ¢emo navesti kratki primjer u kojem se koristi slaba forma
Dirichleovog principa.

Primjer 1. Medu 13 ljudi uvijek postoji dvoje rodenih u istom mjesecu.

Rjesenje: Kako bi pokazali ovu tvrdnju, primijenit ¢emo prethodni teorem.
Potrebno je odrediti sto su predmeti, a sto kutije. Predmeti ¢e biti
"objekti” koje imaju odredeno svojstvo. U ovom slucaju to ¢e biti ljudi koje
"rasporedujemo” u kutije s obzirom na mjesec u kojem su rodeni. Kako
kutija, tj. mjeseci u godini ima 12, a ljudi 13, prema Dirichleovom principu
slijedi da postoji barem jedan mjesec u kojem je rodeno barem dvoje ljudi.

Teorem 2 (Jaka forma Dirichleovog principa). Neka su m,n € N, m > n.
Ako je m predmeta razmgjesteno u n kutija, onda bar jedna kutija sadrzi barem

| 2=L]+1 predme.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da svaka kutija sadrzi
najvise [mT_IJ predmet. Tada je najveéi broj predmeta n - [mT_IJ <n- mT_l =
m — 1, $to je u kontradikciji s pretpostavkom da m predmeta rasporedujemo

u n kutija. ]

Napomena 2. Slaba forma Dirichleovog principa je specijalan slucaj jake
forme kada je m = n + 1 tj. kada je broj predmeta za jedan vecéi od broja
kutija.

!Oznaka |z| predstavlja najveéi cijeli broj koji nije veéi od x, tj. |z| = maz{m €
Zlm < z}



Teorem 3 (Opcéa forma forma Dirichleovog principa). Neka je n € N i
1,72, ..., n € N. Ako jery +ry+--- 4+ 1, —n+ 1 predmeta razmjesteno u
n kutija K1, Ko, ..., K,, onda bar jedna kutija K; sadrzi barem r; predmeta,
ty. ilv Ky sadrzi barem ry predmeta ili Ko sadrzi barem ro, ..., ili K, sadrZi
barem r, predmeta.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da svaka kutija K; sadrzi
najvise r; — 1 predmet. Tada je ukupan broj predmeta manji ili jednak
(ri—=1)+(re—=1)4--+(r,—1) =r;+ra+---+r, —n, sto je u kontradikciji
s pretpostavkom da rasporedujemo 7y + ry + --- 4+ 1, —n + 1 predmeta u
kutije. ]



3 Primjena u teoriji Brojeva

Primjer 2. Zadano je 100 realnih brojeva ¢ija suma je jednaka nuli. Pro-
matrajuci sume od po dva razlicita elementa, vrijedi da je barem 99 takvih
suma nenegativno.

Dokaz. 1 Oznacimo s a; < as < --- < ajgo zadane realne brojeve ¢ija je
suma jednaka 0. Razlikujemo dva slucaja.

i) Pretpostavimo prvo da vrijedi aso + age > 0. Tada je 0 < azo + agy <
as1 + agg < aso + agg < -+ < ajgo + agg, Sto daje 51 nenegativnu sumu. S
druge strane, za i takav da je 50 < ¢ < 100 vrijedi 0 < a; + agg < a; + a0,
¢ime je odredeno jos 49 nenegativnih suma asg + a100,a51 + @100,- - - ;098 + G100-
Na navedeni nacin odredeno je 100 nenegativnih suma, ¢ime je tvrdnja do-
kazana.

ii) Pretpostavimo sada da vrijedi asy 4+ age < 0. Tada je:

a1+a2+-~+a49—|—a51—|—~~—|—a98—|—a100>O. (1)

Tvrdimo da su sve sume a; + ajgp nenegativne za i € {1,...,99}. Da bi
dokazali navedenu tvrdnju, dovoljno je pokazati da je a; + a1g9 > 0. Kako je
0 > aso + agg > Qg9 + Agg > Gug + ag7 > - -+ > as + asy, izraz na lijevoj strani
nejednakosti (1) se moze zapisati kao suma od a; + aygo i 48 negativnih
brojeva. Zbog toga je a; + aigo > 0, iz ¢ega direktno slijedi dokaz. O

Dokaz. 2 Promatrajmo kruzni turnilﬂ od 2n timova u kojem ¢e se svaka runda
sastojati od n utakmica. Kako svaki tim igra sa svim ostalim protivnicma na
turniru, ukupno ¢ée se odigrati 2n — 1 rundi. U promatranom slucaju, zadano
je 100 timova koji ¢e odigrati 99 rundi, pri ¢emu ¢e u svakoj rundi biti
odigrano 50 utakmica. Zamijenimo timove brojevima a; < as < -+ < ajqp.
Nadalje, zamijenimo 50 utakmica u jednoj rundi s 50 sumi a;+a;. Kako svaki
tim igra u svakoj rundi, suma promatranih 100 brojeva u svakoj rundi je 0.
Nadalje, vrijedi da u svakoj rundi mora postojati barem jedna nenegativna
suma, jer bi u suprotnome suma svih elemenata bila negativna. Time je
dokazano da postoji barem 99 nenegativnih suma. O

2Kruzni turnir je natjecanje u kojem svaki od timova igra to¢no jednom sa svakim
preostalim protivnikom na natjecanju.



Primjer 3. Postoji element medu prvih 2020 elemenata niza 7,77,777,7777,
... kojgi je djeljiv s 2020.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da ne postoji element
niza koji je djeljiv s 2020. Promotrimo prvih 2020 elemenata danog niza i
podijelimo ih s 2020. Prema pretpostavci slijedi da niti jedan element nije
djeljiv s 2020, pa ¢e mogudi ostatci biti iz skupa {1,2,3,...,2019}. Kako je
ukupni broj ostataka 2020 (jedan za svaki element), a moguéih vrijednosti
ima 2019, prema Dirichleovom principu slijedi da postoje barem dva elementa
koji imaju jednak ostatak pri dijeljenju s 2020. Oznacimo ta dva elementa
s a; i aj, 1,7 € N, te bez smanjenja opcenitosti mozemo pretpostaviti da
je i < j. Kako a; i a; imaju jednak ostatak pri dijeljenju s 2020, postoje
ki,kj S NO ir S 2019 takvi da Vrijedi a; = 2020]€Z +7ri a; = 2020/{?] +r.
Tada je a; — a; = 2020(k; — k;), iz Cega slijedi da je njihova razlika dijeljiva s
2020. Ovdje dokaz nije gotov jer razlika a; — a, ne mora nuzno biti element
niza. Uo¢imo da vrijedi

T7777777777777777777777 j znamenki
- 7777777777777 i znamenki

77777777770000000000000 j-i znamenki jednakih 7
i znamenki jednakih O

Slika 1: Razlika brojeva a; i a;

sto znaci da a; —a; sadrzi j —¢ znamenaka jednakih 7 te 2 znamenaka jednakih
0. Sada je a; — a; = a;—;10, te kako 10" nije dijeljivo s 2020, slijedi da 2020
mora dijeliti a;_;, ¢cime je tvrdnja dokazana. ]

Generalizacija prethodne tvrdnje dana je u sljede¢em teoremu, kojeg
navodimo bez dokaza (dokaz analogan).

Teorem 4. Postoji element medu prvih n,n € N, elemenata niza @, aa, aaa,
aaaa, ... (a € {1,...,9}) koji je djeljiv s n.

Teorem 5. Neka je n € N. Tada medu n + 2 pozitivna cijela broja uvijek
postoje dva cija je suma ili razlika djeljiva s 2n.

Dokaz. Promotrimo ostatke pri dijeljenju svakog danog cijelog broja s 2n te
njima suprotne ostatke (razlika broja 2n i promatranog ostatka). Uoc¢imo da
ako cijeli broj nije kongruentan s 0 ili n pri djeljenju s 2n, onda su njegov
ostatak i njemu suprotni ostatak dva razlic¢ita cijela broja. Razlikujemo dva



moguca slucaja.

(i) Ako su barem dva od zadanih cijelih brojeva dijeljivi s 2n, ili ako barem
dva od zadanih cijelih brojeva imaju ostatak n pri djeljenju s 2n, onda su
razlika i suma ta dva broja djeljiva s 2n, i tvrdnja je dokazana.

(ii) Ako postoji najvise jedan cijeli broj koji je djeljiv s 2n, i ako postoji
najvise jedan koji ima ostatak n pri djeljenju s 2n, onda postoji najmanje n
cijelih brojeva koji nemaju navedeno svojstvo. Uzimaju¢i u obzir ostatke i
njima suprotne ostatke, ukupno je odredeno 2n brojeva. Oni su razli¢iti od
0 i n, zbog cega slijedi da je ostalo 2n — 2 moguc¢nosti. Prema Dirichelovom
principu zaklju¢ujemo da tada moraju postojati (barem) dva jednaka broja
medu njima, ¢ime je dokazana tvrdnja. O

Primjer 4. Skup M sadrzi devet pozitivnih cijelih brojeva, od kojih niti jedan
nema prostog djelitelja veceg od 6. Tada M sadrzi dva elementa ¢iji je produkt
potpun kvadrat nekog cijelog broja.

Dokaz. Svaki element skupa M se moze zapisati u obliku 2'375%, gdje su
i,j,k € Ny. Nadalje, elemente skupa M (predmeti) mozemo razvrstati u 8
klasa (kutija) ovisno o parnosti njihovih eksponenata i, j, k. Po Dirichelo-
vom principu, postoje barem dva elementa iz M koji ¢e biti u istoj klasi.
Oznacimo: x = 203715k | y = 2123025k2 4, 45 5, 4y, k1, ke € Ny. Slijedi da
je xy = 2iiti2gntizgkitke - Kako su iy i 49, j1 1 jo, te ki i ko iste parnosti,
slijedi da je njihov zbroj paran broj. Iz toga slijedi da je umnozak ry potpun
kvadrat broja 2?3°5¢, pri ¢emu je a = iy + i9,b = ji + jo, ¢ = k1 + ko ]

Primjer 5. Neka je M skup koji se sastoji od 2003 prirodnih brojeva, od
kojih niti jedan mema prostog djelitelja veceq od 24. Tada skup M sadrzi /
elementa c¢iji je produkt jednak cetvrtoj potenciji nekog cijelog broja.

Dokaz. Elementi skupa M mogu imati 9 razlic¢itih prostih djelitelja 2,3,5,7,11,
13,17,19,23. Klasificirajmo elemente skupa M po parnosti eksponenata nji-
hovih 9 pozitivnih prostih djelitelja. Ovakva klasifikacija daje 2° = 512 klasa.
Prema Dirichletovom principu sigurno postoje dva elementa u jednoj takvoj
klasi. Promatrane elemente uklonimo iz skupa M, a njihov produkt dodamo
u novi skup M’. Uoc¢imo da ¢e svi elementi skupa M’ prema nacinu kako
je definiran skup M’, biti kvadrati. Ponavljamo postupak dok ne ostanu ni-
koja dva elementa skupa M u istoj klasi. U konacnici, u skupu M ¢ée ostati
najvise 511 elemenata, Sto znaci da smo "izbacili” najmanje 1492 elementa
skupa M. Nadalje, M’ ¢e imati najmanje 746 elementa, koji su svi kvadrati
cijelih brojeva.

Sada klasificirajmo elemente skupa M’ prema ostacima prilikom dijeljenja
eksponenata prostih brojeva manjih od 24, s 4. Kako su elementi skupa M’



sve potpuni kvadrati brojeva, svi ti eksponenti su parni brojevi, sto znaci
da su njihovi ostatci pri dijeljenju s 4 ili 0 ili 2. Sjetimo se, ovakva klasi-
fikacija stvara samo 512 klasa. Vrijedi: postoje dva elementa skupa M’ u
istoj klasi, koje ¢emo oznaciti s u i v. Tada je umnozak uv cetvrta potencija
nekog cijelog broja, te kako su w i v produkti dva elementa skupa M, slijedi
tvrdnja. ]

Napomena 3. U prijasnjem primjeru nije se mogla koristiti metoda 1z pri-
myjera 4. Naime, kada bi takvu metodu koristili, naisli bt na problem. FEle-
menti skupa M mogu imati 9 razlicitih prostih djelitelja 2,3,5,7,11,13,17,19,23.
Kada bi elemente skupa M razvrstali s obzirom na ostatke prilikom dijeljenja
eksponenata prostih brojeva mangih od 24, dobili bi podjelu na 4° > 2003
klasa. Prema tome, ne bismo mogli zakljuciti o egzistenciji klase koja sadrzi
dva elementa skupa M, a pogotovo za 4.

Da bi produkt cetiri cijela broja bio jednak cetvrtoj potenciji nekog broja, nije
nuzno da eksponenti u rastavu na proste faktore promatranih brojeva imaju
jednak ostatak pri dijeljenju s 4. Na primjer, 1,1,2,8 nemaju to svojstvo, ali
je njihov produkt éetvrta potencija broja 2: 2* = 16.



4 Primjena u geometriji

Primjer 6. Deset tocaka je dano u kvadratu stranice duljine 1 c¢cm. Tada
vrijeds:

(i) Postoje dvije tocke koje su medusobno udaljene za manje od 0.48 cm.
(ii) Postoje tri tocke koje se mogu obuhvatiti kruznicom radijusa duljine 0.5
cm.

Dokaz. Dokazimo prvo (i). Podijelimo jedini¢ni kvadrat na 9 sukladnih kva-
drata stranice duljine % cm kao Sto je prikazano na slici.

Slika 2: Podjela jedini¢nog kvadrata na 9 dijelova

Kako je 10 tocaka rasporedeno u 9 manjih kvadrata, po Dirichleovom
principu slijedi da ¢e postojati barem jedan manji kvadrat koji sadrzi barem
dvije tocke. Najvec¢a moguca udaljenost medu tim tockama unutar spome-
nutog kvadrata jednaka je duljini dijagonale tog kvadrata. Iz ¢Cinjenice da
je stranica duljine % cm, te koriste¢i Pitagorin poucak, slijedi da je najveca
udaljenost tih tocaka \/?5 cm ~ 0.47 cm < 0.48 cm. Dakle, vrijedi (i).
Pokazimo sada (ii). Podijelimo jedini¢ni kvadrat dijagonalama na 4 sukladna
jednakokracna trokuta kao sto je prikazano na slici.

Slika 3: Podjela jedini¢nog kvadrata na 4 djela



Prema Dirichleovom principu slijedi da barem jedan od cetiri dobivena
trokuta sadrzi barem 3 tocke. Nadalje, kako bismo pokazali da se te tri tocke
mogu obuhvatiti kruznicom radijusa duljine 0.5 cm, potrebno je dokazati da
se trokut moze upisati u takvu kruznicu, tj. da je duljina radijusa opisane
kruznice tog trokuta manja ili jednaka 0.5 cm. Duljinu radijusa opisane
kruznice dobivamo iz formule:

R=%Z (2)

gdje je R duljina radijusa kruznice, a, b, ¢ duljine stranice trokuta i P povrsina
trokuta. Kako je abc = % cmi P = }l cm?, uvrstavanjem u izraz (2) slijedi

= % cm, ¢ime je tvrdnja dokazana. O

Primjer 7. Obojimo sve tocke s cjelobrojnim koordinatama u koordinatnom
sustavu jednom od 6 boja. Tada postoji pravokutnik ciji su vrhovi obojani
1stom bojom.

Dokaz. Kako postoji samo konacan broj moguénosti za obojati svaku tocku,
onda postoji i konacan broj F moguc¢nosti za obojati cjelobrojne tocke kva-
drata dimenzije 7 x 7. F' + 1 kvadrata dimenzija 7 X 7 poslozimo tako da
imaju zajednicku stranicu i budu ”jedan iznad drugoga”. Prema Dirichle-
ovom principu, dva od tih kvadrata moraju biti jednako obojani. To znaci da
ako prvi kvadrat ima dvije tocke T'(x1,y) 1 To(z2,y) (1, 22,y € Z) koje su
obojane istom bojom, onda ¢e drugi kvadrat sadrzavati tocke T3(xq1,y + n)
i Ty(z2,y + n) (n € Z) obojane tom istom bojom. Tocke Ty, T, T3 i T}
odreduju pravokutnik ¢iji su vrhovi obojani istom bojom. Dirichleov princip
osigurava egzistenciju tocaka T} i T, ¢ime je tvrdnja dokazana. ]

Primjer 8. Sve dijagonale baze deveterostrane piramide, kao i svi pobocni
bridovi piramide, obojani su u dvije boje: crnu i plavu (stranice baze nisu obo-
jane spomenutim bojama). Tada postoji trokut odreden promatranim duZinama
cije su stranice obojane istom bojom.

Dokaz. Izracunajmo prvo broj obojanih duzina. Kako u piramidi postoji 9
pobocnih bridova, a baza sadrzi 9(92_ 3 = 27 dijagonala, slijedi da je ukupno
27+ 9 = 36 obojanih duzina. Nadalje, prema Dirichleovom principu (duzine
su predmeti, a boje kutije) zaklju¢ujemo da je najmanje L&;lj +1 =18
duzina obojano istom bojom. Kako je 9 pobo¢nih bridova obojano u 2 boje,
prema Dirichleovom principu slijedi da je najmanje 5 od njih obojano istom
bojom. Bez smanjenja opéenitosti mozemo pretpostaviti da su ti pobocni
bridovi obojani plavom bojom i oznac¢imo ih s SA;, SAy, SA3, SA, i SAs,
pri cemu je S vrh piramide, a Ay, As, A3, A4 i A5 vrhovi baze koje su krajnje
tocke poboc¢nih bridova obojanih u plavu boju.




Slika 4: Tocke A17 AQ, Ag, A4 i A5

Uoc¢imo da je barem jedna duzina odredena s tih pet tocaka dijagonala
baze. Neka je to A A,. Tada su Ay A, 1 Ay A, takoder dijagonale baze. Time
je odreden trokut A; A A4. Razlikujemo 2 slucaja:

(i) Sve stranice trokuta A; As A4 su obojane crnom bojom. Time je dokazano
da postoji trokut ¢ije su sve stranice obojane istom bojom (crnom).

(ii) Pretpostavimo da postoji stranica trokuta, npr. A;A4, koja je obojana
plavom bojom. Tada su duzine SA;, SA; i A1 As obojane plavom bojom, te
Cine trazeni trokut. ]

Primjer 9. Sto tocaka je dano u kocki stranice duljine 1 ¢cm. Tada postoje

- . .- v s L 1
4 tocke kojge cine tetraedar ¢iji je volumen najvise o5

Dokaz. Podjelimo kocku na 33 prizmi ravninama koje su paralelne bazi i
¢ija je medusobna udaljenost 31—3 Prema Dirichleovom principu slijedi da
mora postojati barem jedna prizma koja sadrzi 4 tocke. Volumen tetraedra
razapetog s te 4 tocke je najvise % prizme, ¢ime je tvrdnja dokazana. ]

Primjer 10. Neka je dan konveksmﬂ mnogokut s parnim brojem stranica.
Tada postojyi dijagonala mnogokuta koja nije paralelna niti jednoj njegovoj
stranics.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, tj. pretpostavimo da postoji konveksni
mnogokut s parnim brojem stranica takav da je svaka dijagonala paralelna

3mnogokut je konveksan ako je mjera svakog njegovog unutarnjeg kuta manja od 180°

10



nekoj od stranica. Oznacimo s 2k, za k > 1, k € N broj stranica mnogokuta.
Tada je broj njegovih dijagonala jednak w = 2k* — 3k = 2k(k —2) + k.
Vrijedi:

L(Zk(kf;ZHcfl)J +1= L(ku);f(kfl)J +1=(k—2)+ L(k;kl” +1=k—-1,

pri ¢emu je koriteno svojstvo |x+n] = |z] 4+ n,n € N. Dakle, prema Diric-
hleovom principu postoji najmanje k — 1 dijagonala dy,ds, ..., dr_1 koje su
paralelne istoj stranici a. Tako dobivamo k& medusobno paralelnih duzina
a,dy,ds,...,dp_q1 Cije krajnje tocke su razli¢iti parovi vrhovi mnogokuta.
Kako je samo jedna od tih duzina stranica mnogokuta, te kako je mno-
gokut konveksan, postojanje takvih duzina je nemoguce, ¢ime dolazimo do
kontradikcije. ]

11



5 Ostale primjene

5.1 Matematicka analiza

Teorem 6. Neka je o € R, = € R\ Q,S" = {z € C| |z]| = 1} jedinicna
kruznica u kompleksnoj ravnini, a f : S* — St rotacija u pozitivnom smjeru
za kut mjere o. Tada je skup P = {f"(2) | n € No}, gdje je z € St
gust na S'. Pritom je f°(z) = 2z, f1(2) = f(2), f2(2) = f(f(2)), f*(2) =
FUFf(2), .., 1 opéenito fPT(z) = f(f™(2)).

Prije samog dokaza navodimo definiciju gustog skupa.

Definicija 1. Skup P C S! je gust na S' ako u svakom otvorenom luku
duljine € > 0 postoji tocka iz P.

Opisno govoredi, teorem kaze da rotiramo li neku tocku u pozitivnom
smjeru za kutove mjera a, 2a, 3c, . . ., onda se ovako dobivene tocke nalaze
"gotovo svuda” na kruznici. Ocito da to nece biti tako ako je 5-€ Q. Npr.
ako je « =%, a z = 1, onda je skup P = {f"(2)|n € No} = {1,, -1, —i}.
Dokaz. Podijelimo kruznicu S* na n sukladnih lukova A1, Ao, ..., A, duljine
%“, kao Sto je prikazano na slici.

Ag

A5 AQ

Slika 5: Podjela kruznice S! na Sest sukladnih lukova

Promatrajmo skup tocaka {z, f(z),..., f"(2)}. Tu se zaista radi o n + 1
razlicitih tocaka, jer ako je npr. f*(z) = f4(2),0 < k < | < n, onda,
buduéi da je rotacija f ocito bijekcija, slijedi da je fI=%(z) = z. Svaku
tocku na S' moZemo napisati u obliku z = €% =cosp + isinp. Stoga je
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7 (2) = @ t=R2) pa postoji r € N takav da je ¢ + 2rm = o + (I — k)a,
te je 5-€ Q, Sto je suprotno pretpostavci. Dakle, tocke z, f(2),..., f"(2)
su sve razli¢ite, pa prema Dirichleovom principu postoje dvije od njih koje
pripadaju luku Aj. Neka su to f*(z), f?(2),7 > i. Nekajed =j —i € N.
Kut mjere da je udaljenost izmedu f%(z2), f7(z), pa je da <277r. U nizu tocaka
z, [U2), [*4(2), f3*(z), ..., svake dvije su jednako udaljene, i to za do <2
Neka je sada € > 0 i neka je n odabran tako da je 27’7 < e. Ako uzmemo
e-okolinu bilo koje tocke na S (tj. otvoreni luk sa sredistem u toj tocki
duljine ¢€), onda postoji tocka f*¢(z) koja je u toj okolini. To znaéi da je
skup P gust na S?. [

5.2 Primjena u svakodnevnom zZivotu

Primjer 11. Sahovski turnir ima n, n € N, n > 2, sudionika u kojem svaka
dva igraca medusobno igraju tocéno jednom. Tada u svakom trenutku postoje
dva igraca koja su odigrala isti broj partija.

Dokaz. Uocimo prvo da je u promatranom trenutku igra¢ mogao odigrati
0,1,2,...,n — 1 partija, $to je ukupno n moguénosti. Kako je na turniru
n sudionika, na prvi pogled bi se dalo zakljuciti kako se u ovom slucaju ne
moze primjeniti Dirichleov princip. Kada bi postojao igra¢, oznac¢imo ga s
A, koji je zavrsio svih n — 1 partija, onda ne bi postojao igra¢ koji je odigrao
0 partija, jer je svaki igrac odigrao s igracem A. Iz toga zakljucujemo da se
0 i n — 1 ne mogu istovremeno pojaviti u broju odigranih partija. Stoga je
broj moguénosti za broj odigranih partija u promatranom trenutku jednak
n — 1 (to su sljedeéi slucajevi: 0,1,...,n — 2 1ili 1,2,...,n — 1 odigranih
partija). Kako je n sudionika na turniru, po Dirichleovom principu slijedi
da u bilo kojem trenutku postoje 2 igraca koji imaju jednak broj odigranih
partija. O]

Primjer 12. Prosle sezone u koSarkaskoj prvoj ligi svaki je tim igrao u pro-
sjeku s 18 razlicitih protivnika. Tada postoji grupa od nekoliko timova takvih
da je svaki od tih timova igrao s najmange 10 drugih timova iz te grupe.

Dokaz. Promotrimo tim 7T koji je igrao s najvise 9 protivnika. Ako takav
tim ne postoji, onda je trazena grupa cijela kosarkaska prva liga. Kako pro-
matramo samo broj protivnika (a ne i broj utakmica), mozemo pretpostaviti
da su svaka dva tima igrala najvise jednom. Prosjecnih 18 utakmica znaci
da je m timova u ligi zajedno odigralo 9m utakmica (jer su za igru potrebna
2 tima). Izostavimo li T', ostaje m — 1 timova, koji su odigrali ukupno naj-
manje 9m — 9 utakmica. To znaci da su preostali timovi odigrali najmanje
18 utakmica u prosjeku protiv ostalih timova.
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Ponovimo postupak te pronademo tim iz preostale grupe koji je odigrao
najvise 9 utakmica i izostavimo ga. Kako je broj timova konacan, postupak
¢e se zaustaviti nakon konacno mnogo koraka. Jedini nacin kako se to moze
dogoditi je da postoji grupa u kojoj ne mozemo eliminirati niti jedan tim,
tj. da je svaki tim te grupe odigrao najmanje 10 utakmica protiv ostalih u
grupi. 0]

5.3 Dirichleov princip i teorija grafova

Primjer 13. Gospodin i gospoda Smith su pozvali 4 para w njihovu kucu.
Neki od gostiju su bili poznanici gospodina Smitha, a ostali gospode Smith.
Kada su gosti stigli, ljudi koji su se medusobno poznavali su se rukovali, dok
su se ostali samo pozdravili. Kada su svi sjeli za stol, gospodin Smith je
rekao: ”Kako interesantno. Ako izostavite mene, ne postoje dvije osobe koje
su se rukovale jednak broj puta.” Koliko se puta rukovavala gospoda Smith?

Dokaz. Naizgled ovo pitanje djeluje nerjesivo s obzirom na mali broj informa-
cija koje su dane, ali primjenom Dirichleovog principa te koristenjem grafova,
na ovo se pitanje moze odgovoriti. Kako je u kuéi 8 gostiju te gospoda Smith,
te kako se nikoje dvije osobe nisu rukovale jednak broj puta, moguéi broj ru-
kovanja je: 0,1,2,3,4,5,6,7,8. Oznac¢imo s Y; osobu koja se rukovala i puta.
Konstruirajmo graf na slijede¢i nacin:

Y, Y.
8. .7
Gosp. Smith
Y,
° .6
Y,
0
Y,
. o5
Y. Y
o 1 04
° Y2 ° Y3

Slika 6: Raspored osoba po broju rukovanja

Uoc¢imo da se osoba Yg nije rukovala samo s Yj, kao ni itko drugi. Iz toga
mozemo zakljuciti da su osobe Yy i Yy supruznici. Na grafu ¢emo to oznagciti
na sljedeci nacin.
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Slika 7: Y3 i Yy su supruznici

Pokusajmo sada nadi supruznika osobe Y7. Uoc¢imo da se osoba Y7 nije ru-
kovala s 2 osobe, od kojih je jedna Yy. Kako se osoba Y; rukovala s Yz i ni
s kim drugim, zakljucujemo da su Y7 i Y] supruznici. Ponavljajuci postupak
dolazimo do zakljucka da su Yy i Y5 te Y5 i Y3 parovi te dobijemo graf koji
prikazuje parove supruznika:

Slika 8: Gospoda Smith se rukovala 4 puta
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Jedino osoba Y} nije pridruzena svom supruzniku, iz ¢ega zakljucujemo da to
mora biti gospoda Smith, odnosno da se gospoda Smith rukovala 4 puta. [

Napomena 4. Prethodni primjer vrigedi © u slucaju kad je pozvano n,n € N
parova. U tom bi se slucaju gospoda Smith rukovala n puta. Dokaz takve
generalizirane tvrdnje je analogan dokazu iz prethodnog primgera.
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Popis slika

[l Razlika brojeva a;jiay . . ... ... ... ... ... 5
R Podjelal] . . . ... ... .. ... 8
[3 Podjela2l . . . . . . . .. 8
4 Tocke A17 AQ, A3 A4 1 A5| ..................... 10
5) Podjela kruznice S* na Sest sukladnih lukoval . . . . . . . . .. 12
(6 Raspored| . . . . . . . . ... 14
[7 Yg 1 Ygsusupruznicll . . ... ... 15
(8 Gospoda Smith se rukovala 4 putal. . . . . . ... ... 15
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