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Sazetak

Potreba za prosirenjem skupa realnih brojeva skupom kompleksnih brojeva proizlazi
ve¢ 1z same Cinjenice da nema svaka kvadratna jednadZba rjeSenje u skupu realnih brojeva.
Medutim, povijest kompleksnih brojeva ne vezemo za rjeSavanje kvadratnih jednadzbi te
nalazenje rjesenja svake kvadratne jednadzbe. U ovom ¢emo diplomskom radu vidjeti ukratko
povijest nastanka kompleksnih brojeva. Na skupu svih uredenih parova realnih brojeva
definiraju se operacije zbrajanja i mnozenja. Tako dobiveni skup nazivamo skup kompleksnih
brojeva koji zajedno s operacijama zbrajanja i mnozenja ima strukturu polja, §to ¢emo
dokazati u nastavku ovog diplomskog rada. Uz navedeno, vidjet ¢emo na koji nacin
pokazujemo da je skup realnih brojeva podskup skupa kompleksnih brojeva. Nakon toga,
prelazimo na kompleksne brojeve u nastavi matematike.

Primjena odluke o donos$enju kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne $kole i
gimnazije u Republici Hrvatskoj dovela je do promjene u redoslijedu 1 nacinu obrade
pojedinih sadrZaja, pa tako i sadrzaja koji se odnose na kompleksne brojeve. U ovom c¢e
diplomskom radu biti navedeni odgojno-obrazovni ishodi propisani Nacionalnim
kurikulumom za predmet Matematika, vezani za kompleksne brojeve, s naglaskom na
spomenute promjene. Bit ¢e istraZzen nacin uvodenja i obrade kompleksnih brojeva u dva
najcesce koristena udzbenika s popisa odobrenih udzbenika za 2022./2023. skolsku godinu, uz
komentar na analizirane udzbenike. Dodatno, bit ¢e usporedena ta dva udzbenika s
udzbenicima koji su bili aktualni prije uvodenja Nacionalnog kurikuluma za predmet
Matematika. U Nacionalnom kurikulumu za predmet Matematika, vezano za kompleksne
brojeve, spominje se i preporuka za ostvarivanje odgojno-obrazovnog ishoda, a ona je vezana
za kori$tenje programa dinami¢ne geometrije, tj. primjerenih dostupnih ra¢unalnih programa i
alata. U skladu s time, osmisljena je i u radu prikazana aktivnost u alatu GeoGebra kojom se
poti¢e ostvarivanje nekih odgojno-obrazovnih ishoda vezanih za kompleksne brojeve. Uz
navedeno, u radu ¢e se spomenuti i specificnosti nastave matematike u ovom podrucju —
formalizmi koji se javljaju, neki zadaci s natjecanja te sadrzaji uklju¢eni u maturu. Na kraju
rada prikazat ¢e se rezultati dviju anketa u kojima su nastavnici i ucenici srednjih Skola
odgovarali na pitanja o nastavi matematike iz podruc¢ja kompleksnih brojeva.
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1 Uvod

Svaka afina jednadzba ax + b = 0, gdje su a i b realni brojevi, ima rjeSenje u skupu
realnih brojeva. Medutim, to nije slucaj kod kvadratnih jednadzbi, odnosno jednadzbi oblika
ax? + bx + c = 0,gdje su a, b i c realni brojevi. Primjerice, kvadratna jednadzba 25x? +
7 = 0, ¢ija je diskriminatna negativna i iznosi D = —700, nema rjeSenja u skupu realnih
brojeva. Tako je, na primjer, problem rjesavanja kvadratnih jednadzbi koje nemaju rjeSenja u
skupu racionalnih brojeva, poput jednadzbe x? = 7, rijeSen uvodenjem skupa iracionalnih
brojeva. Zbog nemogucénosti rjeSavanja svake kvadratne jednadzbe, ukazuje se potreba za
prosirenjem skupa realnih brojeva R skupom kompleksnih brojeva C. Naime, svaka
algebarska jednadzba oblika®

Apx™ + ap_ x" 1+ -+ a;x +ay =0,
gdjesu a,, # 0,a,,_4, ... ,ay € C, ima bar jedno rjesenje u skupu kompleksnih brojeva.

U nastavku ovog uvodnog poglavlja vidjet ¢emo §to je prethodilo otkricu kompleksnih
brojeva te cemo uvesti skup kompleksnih brojeva.

1.1 Povijest nastanka kompleksnih brojeva

Vidjeli smo da nema svaka kvadratna jednadzba rjesenja u skupu realnih brojeva. lako je
mozda za pretpostaviti da ¢e se otkrice kompleksnih brojeva vezati za kvadratne jednadZbe 1
pronalazenje rjeSenja bilo kojih kvadratnih jednadzbi, to nije slu¢aj. Postavljaju nam se razna
pitanja: ,,Kada su kompleksni brojevi nastali?*“, ,, Tko ih je otkrio i sto je tome prethodilo? “,
,Je li za njihovo otkrice zasluzan pojedinac ili je to uspjeh skupine matematicara? . U
ovome potpoglavlju dat ¢emo kratke odgovore na postavljena pitanja.

Smatra se da prve tragove otkrica kompleksnih brojeva pronalazimo ve¢ u prvom
stoljeéu i vezemo ih za Herona Aleksandrijskog. On je dao formulu? za obujam krnje
kvadratne piramide te formulu® za duljinu njezine visine. Formula za duljinu visine krnje
kvadratne piramide bila je primjenjiva za neke duljine bridova donje i gornje baze te duljine
bocnog brida, a Heron Aleksandrijski pomocu nje ra¢una duljinu visine krnje kvadratne
piramide u slu¢aju kada su duljine bridova baza a; = 28 ia, = 4 te duljina bo¢nog brida

' Ovo je poznati: ,,Osnovni teorem algebre®.
? Formula za obujam krnje kvadratne piramide s bridovima baza duljine a, i a, te visinom duljine h je
V = éh(alz + alaz + azz).

* Formula za duljinu visine krnje piramide s bridovima baza duljine a; i a, te bo¢nim bridom duljine ¢ je



¢ = 15. Medutim, to je zahtijevalo izraCunavanje kvadratnog korijena od 81 — 144,a
negativni brojevi nisu jo$ bili otkriveni u helenistickom razdoblju. Stoga, Heron racuna
korijen iz 144 — 81, odnosno 63, ignoriraju¢i negativni predznak prvobitnog radikanda. On je
bio prvi matematiCar koji se suocio s potrebom odredivanja drugog korijena iz negativnog
broja. Medutim, trebalo je izuzetno dugo vremena nakon toga da se otkriju kompleksni
brojevi koji su nam danas poznati, a punom razvoju kompleksnih brojeva doprinijeli su mnogi
matematicari. Izdvojit ¢emo neke od njih.

Sve je krenulo s pokusajima rjeSavanja, odnosno nalazenja rjeSenja, normiranih kubnih

jednadzbi bez kvadratnog c¢lana, tzv. reduciranih kubnih jednadzbi. Drugim rije¢ima,

1

normirana kubna jednadzba oblika y® +ay? +by+c =0 se supstitucijom x =y ——

modificira u normirani oblik kubne jednadZzbe bez kvadratnog ¢lana. Time se dobivaju kubne
jednadzbe oblika

1) x3+px=q

2) x3=px+q

3) x3+q =px,
pri ¢emu sup i g pozitivni realni brojevi, s obzirom da u tome razdoblju negativni brojevi
nisu bili op¢eprihvaceni.

Rjesavanjem posebnih oblika kubnih jednadzbi bavili su se renesansni matematicari
16. stoljeca: Scipione del Ferro, Niccolo Fontana Tartaglia te Girolamo Cardano. Poznati su
njihovi ,,matematicki dvoboji“ koji su posljedica pokusaja otkrivanja metoda rjesavanja
posebnih oblika kubnih jednadzbi te nalazenja formula za rjeSenje istih. Odredenim
supstitucijama i metodama izvedena je formula za rjeSenja kubnih jednadzbi. U jednom svom
djelu naziva ,,Ars Magna*, Girolamo Cardano je dao rjeSenje jednadzbe x3 = 15x + 4. lako
je uvidio provjerom* da je jedno rjesenje x = 4, primijenio je formulu za rjesenje kubne
jednadzbe s ciljem nalazenja preostalih rjesenja. Na temelju te formule dobiveno je da je
jedno rjesenje x = v2 +vV—121 + v 2 — v—121. Primijetimo da u tom izrazu postoji
radikand koji je negativan broj, odnosno —121 te je dobiven izraz koji nije bio poznat u to
doba. Sam Cardano nije znao dokazati da je V2 +V=121+ V2 - V=121 = 4.

Spomenimo talijanskog matemati¢ara pod imenom Rafael Bombelli koji je zapoceo
proces uvodenja kompleksnih brojeva. Tridesetak godina nakon objavljivanja Cardanova

djela, Bombelli preuzima zadatak analizirati jedno dobiveno rjeSenje x = V2 + V=121 +
V2 — V=121 kubne jednadzbe x3 = 15x + 4 te pokazuje da je ono zaista jednako 4.
Bombelli stavlja da je V2++V=121=a+V=bte Y2 —vV—=121 = a — V—b. Sredivanjem,

dobiojedajea =21 b = 1. Uo¢imo da je zaista

2 4 VT2 4 22 —VTTET = (24 VD) + (2 - V1) = 4

*Vrijedi 43 = 15 - 4 4+ 4 odnosno 64 = 64, dakle x = 4 je jedno rjeSenje kubne jednadzbe x3 = 15x + 4.



rjeSenje kubne jednadzbe x3 = 15x + 4, §to je i sam Girolamo Cardano znao, ali nije znao
dokazati zasto vrijedi ta jednakost.

Bombelli je dao veliki znacaj onome $to su njegovi prethodnici smatrali ,,besmislenim“. Da
bi formalizirao svoje otkri¢e, Bombelli je uveo ra¢unske operacije s kompleksnim brojevima
te primjere koji ukljuuju zbrajanje 1 mnoZenje kompleksnih brojeva. Neka njegova pravila i
primjeri, s oznakama koje se danas koriste, su:

(=) (=) = =1, (F) - (+0) = =1, (+0) - (=) = +1,

8i + (=5i) = 3i,

(3/4+x/ﬂ>-<3 3+x/§> = |8+ 11v2L

Izdvojimo jo§ neke poznate matematicare koji su znacajni za povijest kompleksnih
brojeva. Francuski matemati¢ar René Descartes 1637. godine uveo je termin ,,imaginaran
broj“. Krajem 18. stolje¢a S$vicarski matematicar Leonhard Euler uvodi oznaku
vV—1=i.Eulera vezemo i za uvodenje eksponencijalnog oblika kompleksnog broja
z =re'? = r(cos ¢ + isin ), gdje je r udaljenost kompleksnog broja od ishodista, a kut ¢
argument kompleksnog broja.

Ne smijemo zaboraviti spomenuti poznatog francuskog matemati¢ara pod imenom
Abraham de Moivre, koji je zasluzan za formulu za potenciranje kompleksnih brojeva. Tom
formulom, koju danas nazivamo De Moivreova formula, potencija kompleksnog broja z
napisanog u trigonometrijskom obliku je z™ = r™(cos ng + i sinng).

S obzirom da jo$ nije bilo rije¢i o geometrijskoj interpretaciji kompleksnih brojeva,
spomenimo koje matemati¢are vezemo za navedeno. Otkri¢e geometrijske interpretacije
kompleksnih brojeva javlja se na prijelazu iz 18. u 19. stoljece te je izazvalo bolje prihvacanje
kompleksnih brojeva. Caspar Wessel prvi je opisao kompleksnu ravninu iako je to tada bilo
nezapazeno u $iroj javnosti. Dok jos$ javnosti nije bio poznat njegov opis kompleksne ravnine,
Carl Friedrich GauB® i Jean-Robert Argand su nezavisno jedan o drugome opisali kompleksnu
ravninu koju stoga i nazivamo ,,Gaussova ravnina“ ili ,,Argandova ravnina‘“.

Napomenimo da ima zaista jo§ dosta matematiCara koje vezemo za kompleksne
brojeva, a nismo ih spomenuli. Za kraj ovog potpoglavlja, istaknimo jo$ irskog matemati¢ara
Williama Rowana Hamiltona koji uvodi definiciju kompleksnih brojeva, o ¢emu ¢emo
detaljnije u sljedec¢em potpoglavlju Skup i polje kompleksnih brojeva.

> Carl Friedrich GauB je uveo termin , kompleksni*.



1.2 Skup i polje kompleksnih brojeva

Imaginarna jedinica se u nastavi matematike definira kao broj ¢iji je kvadrat —1.
Medutim, uo¢imo da vrijedi (—i)? = —1. MozZe se postaviti pitanje §to bi se dogodilo da smo
uzeli neki drugi broj j = —i za imaginarnu jedinicu. Takve je dileme rijesio 1833. godine irski
matemati¢ar Wiliam Rowan Hamilton definiravsi kompleksne brojeve aksiomatski kao skup
uredenih parova realnih brojeva. U toj se definiciji imaginarna jedinica pojavljuje samo kao
pomo¢ u lakSem zapisivanju broja i lakSem raCunanju s njima, ali ne i u definiciji
kompleksnog broja.

Na skupu svih uredenih parova realnih brojeva R X R definiramo operacije zbrajanja @ i
mnozenja O:

(a,b) ® (c,d)=(a+c,b+d), Vv (a,b),(c,d) € RXR,
(a,b) © (c,d) = (ac — bd,ad + bc), V (a,b),(c,d) € RxXR.

Skup R X R zajedno s definiranim operacija zbrajanja i mnozenja zovemo skup kompleksnih
brojeva i oznacavamo ga sa C, a njegove elemente nazivamo kompleksnim brojevima.

Poznato je da se realni brojevi prikazuju na brojevnom pravcu, medutim kod kompleksnih
brojeva to nije slucaj. Upravo zbog nacdina na koji smo definirali kompleksne brojeve te s
obzirom da se RXR moze identificirati s ravninom, kompleksne brojeve mozZemo
predstavljati to¢kama ravnine. Takvu ravninu zovemo kompleksna ili Gaussova ravnina.
Razlog zasto kompleksnu ravninu nazivamo i Gaussova ravnina je povijesni, a mogli smo to
vidjeti u prethodnom potpoglavlju Povijest nastanka kompleksnih brojeva.

Skup kompleksnih brojeva zajedno s definiranim operacijama zbrajanja i mnoZenja
zadovoljava sva potrebna svojstva kojima skup C ima strukturu polja. U nastavku ovog
potpoglavlja ¢emo to i dokazati.

Napomenimo da ¢emo u nastavku umjesto oznake & koristiti oznaku + i umjesto oznake ©
koristiti oznaku - .

Teorem 1. Skup kompleksnih brojeva C s obzirom na definirano zbrajanje i mnoZenje je
polje, odnosno

1) (C,+) je abelova grupa,
2) (€\{0}, -) je abelova grupa,
3) (a,b)-[(c,d)+ (e, )] =(ab)-(c,d) +(a,b)(ef) za(ab)(c,d)ilef)eC

(vrijedi distributivnost mnozenja prema zbrajanju u C).
Dokaz.

Pokazimo prvo da je (C, +) abelova grupa.



Za pocetak, svojstva asocijativnosti i komutativnosti zbrajanja u C slijede iz asocijativnosti i
komutativnosti zbrajanja u R i definicije zbrajanja u skupu kompleksnih brojeva.

Dakle, iz prethodno navedenog slijedi
(a,b) + (c,d) =(a+c,b+d),
a s obzirom da je zbrajanje u R komutativno imamo
(a+c,b+d)=(c+ad+b)=1_(d)+(ab),

odnosno dobivamo da je (a,b) + (c,d) = (c,d) + (a, b), za svaka dva kompleksna broja
(a,b) i (c,d). Dakle, zbrajanje u C je komutativno.

Da pokazemo da je zbrajanje u C asocijativho, uzmimo proizvoljna tri kompleksna broja:

(a,b),(c,d) i (e, f).
Tada imamo
(@b)+((cd)+(ef))=(ab)+(c+ed+[)=

=(a+(c+e)b+@+[))

te s obzirom da je zbrajanje u R asocijativno imamo

(a+(c+e)b+@+f)=(a+)+eb+d)+f)=

=(a+c,b+d)+(ef) =
= ((@b) + (c,d) + (e, /),

odnosno dobivamo (a,b) + ((c,d) + (e, f)) = ((a,b) + (c,d)) + (e, f). Dakle, zbrajanje u
C je asocijativno.

Postojanje neutrala za zbrajanje i aditivnog inverza slijedi iz aksioma za polje realnih brojeva
R. Preciznije, neutralni element za zbrajanje u C je (0,0), jer vrijedi (a,b) + (0,0) =
(a+0,b + 0), odnosno (a, b) + (0,0) = (a, b), za svaki kompleksni broj (a, b). Takoder, iz
svojstva komutativnosti zbrajanja u C slijedi da je (0,0)+ (a,b) = (a,b), za svaki
kompleksni broj (a, b). Dakle, neutralni element za zbrajanje u C je (0,0).

S obzirom da je (a,b)+(—a,—b)=(a—ab—->b)=(00)te(—a, —b)+ (ab)=
(—a+a,—b+b) =(0,0), za svaki kompleksni broj (a,b), zaklju¢ujemo da je (—a,—b)
aditivni inverz od (a, b).

Time smo pokazali da je (C, +) abelova grupa.

Nadalje, trebamo pokazati da je (C\{0}, -) abelova grupa. 1z asocijativnosti i komutativnosti
zbrajanja i mnoZenja u R te distributivnosti mnozenja prema zbrajanju u R slijedi da je
mnozenje u C komutativno i asocijativno.



Dakle, iz prethodno recenog slijedi
(a,b) - (c,d) = (ac — bd,ad + bd) = (ca — db,cb + da) = (c,d) - (a, b),

Sto vrijedi za svaka dva kompleksna broja (a, b) i (c,d). Time smo pokazali da je mnozenje u
C komutativno.

Pokazimo sada da je mnoZenje u C asocijativno.

Neka su (a, b), (c,d) i (e, f) proizvoljni kompleksni brojevi.

Imamo

(a,b) - ((c, d)- (e,f)) = (a,b) - (ce —df,cf +de) =
= (a(ce —df) — b(cf +de),a(cf + de) + b(ce — df)) =
= (ace — adf — bcf — bde,acf + ade + bce — bdf) =
= ((ac — bd)e — (ad + bc)f, (ad + bc)e + (ac — bd)f) =
= (ac — bd,ad + bc) - (e, f) =
=((@,b) (e, D))" (e. ),

¢ime je pokazano da je mnozenje u C asocijativno.

Nadalje, (1,0) je neutralni element za mnozenje u C jer za proizvoljni kompleksni broj (a, b)
vrijedi

(a,b)-(1,0)=(a-1—-b-0,a:0+b-1) =(a,b),

a kako smo pokazali da je mnoZenje u C komutativno slijedi da je (1,0) - (a,b) = (a, b).
Time zaklju¢ujemo da je (1,0) neutralni element za mnozenje u C.

Preostaje nam joS utvrditi koji je multiplikativni inverz u C.

Za svaki kompleksni broj (a,b) takav da je (a,b) # (0,0), odnosno a?+ b% =0,
definirajmo®

b*-—( a —-b )
(a,0)":= a?+b?2’a? + b2)

Tada imamo

—-b
a? +b2'a2+b2) B

a-a—b-(=b) a-(—b)+b-a
a?+b%2 ' a2+ b?

(a,b) - (a,b)* = (a,b) ( > = (1,0)

® Uocimo da je zbog uvieta (a, b) # (0,0), odnosno a? + b? # 0, izraz za (a, b)* dobro definiran.



te bismo analogno dobili da je (a,b)* - (a,b) = (1,0). Stoga je multiplikativni inverz od
kompleksnog broja (a, b) upravo (a, b)*. Dakle, (a,b)* = (a, b)™?.

Dakle, (C\{0}, -) je abelova grupa.
Takoder, imamo
(a,b) [(c,d) + (e, =(a,b) - (c+ed+[)=
= (a(c +e)—bd+f),ald+f)+b(c+ e)) =
= (ac + ae — bd — bf,ad + af + bc + be) =
= (ac — bd, ad + bc) + (ae — bf,af + be) =
= (a,b) - (c,d) + (a,b) - (e, f).
Odnosno, vrijedi distributivnost mnozenja prema zbrajanju u C.

Time smo pokazali da je skup kompleksnih brojeva C polje s obzirom na zbrajanje i mnoZenje
koje smo definirali.

1.3 Skup R kao podskup od C

Oznac¢imo s R’ skup svih kompleksnih brojeva oblika (x, 0), odnosno
R' ={(a,0):a € R} € C.

Uzmimo proizvoljna dva elementa iz R’, (a,0) i (c,0). Zbrojimo li ih ili pomnozimo, s
obzirom na definirane operacije zbrajanja i mnozenja U C, dobit ¢emo elemente skupa R’.
Drugim rije¢ima, kako je (a,0) + (¢,0) =(a+c¢,0)€R’ i (a,0) (c,0) = (ac,0) e R,
slijedi da je skup R’ zatvoren u odnosu na operacije zbrajanja i mnozenja U C. MozZe se
pokazati da je R’ polje obzirom na navedene operacije.

Definirajmo na R’ sljedeci uredaj
(a,0) < (c,0) ®ac<c,
tada je R’, s tim definiranim uredajem, potpuno uredeno polje.

Dakle, skup R’ je potpuno uredeno polje pa ga poistovjecujemo s R koji je takoder potpuno
uredeno polje. Identificiramo realan broj a s kompleksnim brojem (a, 0) i pisemo (a, 0) = a.
Tada je (0,0) =01 (1,0) = 1. Time se R ulaze u C, tj. postaje pravi podskup od C.



Objasnimo preciznije prethodno reéeno. Definirajmo funkciju f : R - R'sa f(a) = (a,0).
To preslikavanje je izomorfizam polja R i R'.

Dokazimo da je prethodno definirana funkcija f zaista izomorfizam polja R i R'. Provjerimo
prvo je li zadano preslikavanje homomorfizam polja, odnosno vrijedi li’

1. f(a+grb) = f(a)+r,f(b), Va,b €R
2. fla-gh)=f(@) g f(b), Ya,b € R.

Neka su a i b proizvoljni realni brojevi. Imamo
fla+b)=(a+b,0)=(a0)+(b,0) = f(a)+ f(b),
fa-b)=(a-b,0)=(a"b—-0,a-04+0-b) =(a,0)-(b,0)=f(a)-f(b),
Sto je trebalo pokazati.
Jos treba provjeriti da je zadano preslikavanje bijekcija.

Neka je f(a) = f(b). Tada je (a,0) = (b,0). Odnosno, iz jednakosti uredenih parova,
dobivamo da je a = b. Kako iz jednakosti slika, slijedi jednakost originala zaklju¢ujemo da je
funkcija f injekcija. S obzirom da je slika funkcije f jednaka kodomeni R’, funkcija f je
surjekcija. Zaklju¢ujemo da je funkcija f bijekcija. Time smo pokazali da je funkcija f zaista
izomorfizam polja.

Taj izomorfizam polja identificira skup realnih brojeva R s podskupom kompleksnih brojeva,
R’. Stoga, dobilismo R’ = R c C.

Kompleksan broj (0,1) zovemo imaginarna jedinica te ju ozna¢avamo slovom i.
Kao §to je bilo za ocekivati, imamo
i?=(0,1)-01)=0-0-1-1,0-1+1-0) =(-1,0) = —1.

Zakljuc¢no, prema definicijama operacija zbrajanja i mnozenja u C, za svaki kompleksan broj
(a, b) imamo

(a,b) =(a,0)+ (0,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1).

Dakle, iz svega prethodno navedenog imamo (a,b) = a + bi, §to je algebarski (standardni)
oblik kompleksnog broja. Broj a nazivamo realni dio, upravo zbog gornje identifikacije
a = (a,0) i izomorfnih polja R"i R, dok broj b nazivamo imaginarni dio kompleksnog broja.
Uobicajne oznake za kompleksne brojeve su z, w, z{, w; i dr.

Operacije zbrajanja i mnoZenja u C definirane na pocetku ovog poglavlja prelaze u

(a+b))+(c+di)=(a+c)+(b+d)i i

" Ovdje je kod binarnih operacija posebno naglaseno na kojim su skupovima definirane, iako u nastavku dokaza
¢e se pisati samo + i - pritom vodeci ra¢una kako je koja binarna operacija definirana.



(a+ bi) - (c +di) = (ac — bd) + (ad + bc)i.

Znamo da je na skupu realnih brojeva R zadan uredaj <. Na taj se nacin realni brojevi mogu
medusobno usporedivati. Uo¢imo da sada prvi put nailazimo na skup brojeva koji nema
uredaja — skup kompleksnih brojeva.

Navedeno moZemo i pokazati tako da prepostavimo suprotno, odnosno pretpostavimo da skup
kompleksnih brojeva ima uredaj. Tada za svaki kompleksni broj z mora vrijediti z < 0 ili
z = 0. Posebno, za i # 0, treba vrijeditii < 0ilii > 0.

Neka je i > 0. Pomnozimo li nejednakost i > 0sa i # 0, dobivamo i? >0, tj. —1 > 0.
Dakle, dosli smo do kontradikcije.

Neka je sada i < 0 te pomnozimo tu nejednakost sa i < 0. Tada imamo i? > 0, odnosno
—1 > 0, §to je opet kontradikcija.

Dakle, na skupu kompleksnih brojeva nema uredaja.

Iako ne mozemo odrediti koji je kompleksni broj ve¢i, a koji manji, mozemo provjeriti jesu li
dva kompleksna broja jednaka. Sjetimo se definicije kompleksnih brojeva kao uredenih
parova realnih brojeva. Na temelju definicije jednakosti uredenih parova utvrdujemo
jednakost kompleksnih brojeva. Dakle, dva ¢e kompleksna broja (a,b) i (c,d) biti jednaka
akojea=cib=d.

Drugim rije¢ima, dva ¢e kompleksna broja a + ib i ¢ + id biti jednaka ako i samo ako su im
jednaki realni 1 imaginarni djelovi. U isto se mozemo i dodatno uvjeriti.

Iz a+ib=c+id slijedi a—c=(d—b)i. Ukoliko bi bilo d # b, onda bi vrijedilo

. a—c v . ’ . . oqe v
i=-—€ R, §to je nemoguce. Time smo se dodatno uvjerili u prethodno receno vezano za

jednakost kompleksnih brojeva.

Sada moZemo prije¢i na kompleksne brojeve u nastavi matematike kao i nacine njihove
obrade u udzbenicima i dr.

2 Kompleksni brojevi u Nacionalnom kurikulumu

U ovom ¢emo poglavlju vidjeti koje su se promjene dogodile u sadrzajima koje ucenici
trebaju usvojiti, a da su vezane s kompleksnim brojevima.

U Nastavnom planu i programu za stjecanje Skolske spreme u programima jezi¢ne,
klasi¢ne i prirodoslovno-matematicke gimnazije koji se odnosi na predmet Matematika®,
objavljenom u Glasniku Ministarstva kulture i prosvjete 1994. godine, navode se tzv. zadaée u
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kojima se spominje da ucenici drugog razreda, vezano za kompleksne brojeve, trebaju znati
obrazloziti potrebu prosirivanja skupa realnih brojeva te savladati raCunske operacije s
kompleksnim brojevima, ukljucujuéi prikazivanje kompleksnih brojeva u ravnini. Preciznije,
u sklopu sadrzaja za drugi razred gimnazije, navodi se ,,Skup kompleksnih brojeva“ u okviru
kojeg se spominje: kvadratna jednadzba, formula za rjesavanje kvadratne jednadzbe, skup
kompleksnih brojeva, apsolutna vrijednost kompleksnog broja, dijeljenje kompleksnih
brojeva, prikazivanje kompleksnih brojeva u Gaussovoj ravnini. Za Cetvrti razred gimnazije,
u sklopu sadrzaja ,,Brojevi®, vezano za kompleksne brojeve, navodi se skup kompleksnih
brojeva, trigonometrijski zapis kompleksnoga broja, Moivreova formula. Zadaée koje se
spominju za Cetvrti razred gimnazije, a u kojima se spominju kompleksni brojevi, su da
ucenici Cetvrtog razreda trebaju svladati osnovna znanja o skupovima brojeva u strukturalnom
smislu, strogo razlikovati svojstva prirodnih, cijelih, racionalnih, realnih i kompleksnih
brojeva. Zakljucujemo da su se po tom Nastavnom planu i programu kompleksni brojevi prvi
put spominjali i uvodili u drugom razredu gimnazije, a sadrzaj se nadopunjavao u ¢etvrtom
razredu gimnazije.

Primjena Odluke o donoSenju kurikuluma za nastavni predmet Matematika za osnovne
Skole i1 gimnazije u Republici Hrvatskoj (u nastavku rada: Odluka) dovela je do promjene u
redoslijedu i nac¢inu obrade pojedinih matematickih sadrzaja, pa tako i sadrzaja koji se odnose
na kompleksne brojeve. S obzirom da se promjena vezana za kompleksne brojeve javlja u
drugom i ¢etvrtom razredu gimnazije, napomenimo 0d kada se Odluka primjenjuje za ucenike
spomenutih razreda. Za uc€enike drugih razreda gimnazije Odluka se primjenjuje od Skolske
godine 2020./2021., a za u¢enike Cetvrtih razreda gimnazije od Skolske godine 2021./2022.

Za pocetak promotrimo program gimnazije koji ima 105 sati predmeta Matematika u
drugom razredu. Glavna promjena koja se dogodila Odlukom jest da su kompleksni brojevi
izborni sadrzaj u drugom razredu gimnazije S tim programom. Izborni odgojno-obrazovni
ishodi, u nastavku samo ishodi, vezani za kompleksne brojeve u drugom razredu gimnazije
su: ,,Racuna i interpretira ra¢unske operacije s kompleksnim brojevima u Gaussovoj ravnini
(MAT SS A.2).“. Napomenimo da slovéana oznaka ,A“ oznatava domenu predmeta
Matematika: ,,Brojevi®, a brojka 2 oznacava u kojem se razredu ishod ostvaruje. Ocekuje se
da ucenik prikazuje kompleksni broj u algebarskom obliku i u Gaussovoj ravnini, zbraja,
oduzima, mnoZi 1 dijeli kompleksne brojeve, odreduje 1 prikazuje konjugirano kompleksni
broj i modul kompleksnoga broja te interpretira geometrijsko znaéenje zbroja, razlike ili
modula razlike dvaju kompleksnih brojeva. Ishodi vezani za kompleksne brojeve u Cetvrtom
razredu gimnazije (96 sati predmeta Matematika) su: ,,Racuna s kompleksnim brojevima
(MAT SS A.4.2).“ Ocekuje se da uc¢enik zapisuje kompleksni broj u algebarskome i
trigonometrijskome obliku, zbraja oduzima, mnozi i potencira kompleksne brojeve u
odgovarajuc¢em obliku, po potrebi koriste¢i se De Moivreovom formulom. Takoder, u okviru
prosirenog sadrzaja, oCekuje se da u€enik korjenuje kompleksne brojeve. Druga brojka, 2,
oznacava koji je to ishod po redu u navedenoj domeni. U istoj domeni, prvo se u Cetvrtom
razredu obraduju realni brojevi. Takoder, ishodi vezani za kompleksne brojeve u Cetvrtom
razredu gimnazije su: ,,Interpretira racunske operacije s kompleksnim brojevima u Gaussovoj
ravnini (MAT SS A.4.3.i MAT SS C.4.1.).“. Oc&ekuje se da uéenik prikazuje kompleksni broj
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u Gaussovoj ravnini, odreduje i prikazuje konjugirano kompleksni broj i modul kompleksnog
broja, rjesSenja jednostavnih jednadzbi i nejednadzbi graficki prikazuje u Gaussovoj ravnini,
interpretira geometrijsko znacenje zbroja, razlike ili modula razlike dvaju kompleksnih
brojeva. U okviru prosirenog sadrzaja za spomenute ishode, o¢ekuje se da ucenik rjeSenja
jednadzbe, primjerice z° = 2, prikazuje u Gaussovoj ravnini. Napomenimo da slovéana
oznaka ,,D“ oznacava domenu predmeta Matematika: ,,Oblik i prostor”. S obzirom da su
kompleksni brojevi izborni sadrzaj za drugi razred gimnazije, mozemo uoditi da se u ¢etvrtom
razredu ponavlja/obraduje sadrzaj koji se potencijalno obraduje u drugom razredu gimnazije
uz dodatno nadopunjavanje sadrzaja s kompleksnim brojevima.

U nastavku ¢emo promatrati ishode za programe gimnazija s viSe sati predmeta
Matematika u drugome i Cetvrtom razredu, ali samo isti¢u¢i razlike u odnosu na prethodno
recene ishode.

Promatramo li program gimnazije koji ima 140 sati predmeta Matematika u drugom
razredu mozemo uociti iste ishode te razradu ishoda kao i za program gimnazije koji ima
105 sati predmeta Matematika u drugom razredu. Razlika se javlja u Cetvrtom razredu, S
128 sati, a razlika je u tome S$to su korjenovanje kompleksnih brojeva i prikazivanje rjesenja
jednadzbe u Gaussovoj ravnini sada obavezni, a ne izborni sadrzaji.

Napomenimo da se u programu gimnazije s 175 sati predmeta Matematika u drugom
razredu ne spominju kompleksni brojevi ni kao izborni sadrzaj. Razlika u odnosu na cetvrti
razred gimnazije s 128 sati predmeta Matematika javlja se i u ¢etvrtom razredu s 160 sati
predmeta Matematika, gdje se dodatno ocekuje da ucenik uocava potrebu prosirenja skupova
brojeva (N,Z, Q,R) skupom kompleksnih brojeva. Takoder ocekuje se da uenik uz
interpretaciju geometrijskog znacenja zbroja, razlike i modula razlike dvaju kompleksnih
brojeva, interpretira geometrijsko znacenje umnoska dvaju kompleksnih brojeva. U okviru
prosirenog sadrzaja uvodi se otkrivanje fraktala i konstrukcija Mandelbrotovog skupa. Za ve¢i
broj sati predmeta Matematika u drugom i Cetvrtom razredu gimnazije vezano za kompleksne
brojeve nema promjena u odnosu na prethodno re¢eno.

Pogodno je jos spomenuti da se ucenici prvi put susrecu s imaginarnom jedinicom U
drugom razredu gimnazije kada se obraduje raCunanje s drugim 1 tre¢im korijenom (,,Rac¢una s
drugim i tre¢im korijenom (MAT SS A.2.1.).). Medutim, tada im jo§ kompleksni brojevi
nisu poznati, kao ni veza imaginarne jedinice i kompleksnih brojeva.

Za kraj ovog poglavlja napomenimo jo$ da se u Kurikulumu za nastavni predmet
Matematika (u nastavku rada: Kurikulum) vezano za kompleksne brojeve, spominje i
preporuka za ostvarivanje odgojno-obrazovnog ishoda, a ona je vezana za koristenje
programa dinamicne geometrije, tj. primjerenih dostupnih racunalnih programa i alata. Vidjet
¢emo u nastavku ovog diplomskog rada primjer upotrebe interaktivnog alata GeoGebra.
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3 Kompleksni brojevi u odobrenim udzbenicima

U poglavlju Anketa bit ¢e prikazana pitanja i odgovori nastavnika srednjih Skola u
provedenoj u anketi. Jedno pitanje koje se nalazilo u anketi vezano je za udzbenike koje
koriste ucenici ispitanih nastavnika. Ustanovilo se da su dva udzbenika, s popisa odobrenih
udzbenika za Skolsku godinu 2022./2023., najces¢e koriSteni. U ovom ¢e poglavlju biti
analizirani ti udZbenici i usporeden nacin obrade kompleksnih brojeva u njima. Bit ce
prikazan nacin obrade kompleksnih brojeva u ta dva udzbenika s naglaskom na prisutnosti
pojedinih metoda nastave matematike u njima. Budu¢im nastavnicima uvid u nac¢in obrade
kompleksnih brojeva moze biti koristan da bi i oni sami imali bolju predodzbu pri odabiru
odredenog udzbenika za svoje ucenike, barem S$to se ti¢e kompleksnih brojeva. Jasno, u
slucaju da je u nekim nastavnim cjelinama bolji neki drugi udzbenik i to bude presudno pri
odabiru istog, nastavnik svoj rad moze prilagoditi obradi kompleksnih brojeva kako je u
nekom drugom udzbeniku, s obzirom da je udzbenik literatura za ucenike, a ne za nastavnike.

Kao dodatak ovom poglavlju, radi usporedbe s obradom kompleksnih brojeva u
udzbenicima nekada i sada, bit ¢e analiziran stariji udzbenik za 2. razred gimnazije kao i
udzbenik za 4. razred gimnazije. Ti udzbenici bili su aktualni daleko prije uvodenja
Kurikuluma, stoga su kompleksni brojevi obavezni sadrzaj u udzbenicima za drugi razred. Iz
toga razloga analizirat ¢e se dva udzbenika kako bi se moglo uvidjeti obrada kompleksnih
brojeva u njima u potpunosti.

Autori: Daki¢ B., Elezovi¢ N.

MATEMATIKA 4, 1. dio, Element, 2021.

Na pocetku nastavne cjeline ,,Kompleksni brojevi* nalazi se istoimena nastavna jedinica u
kojoj se na samom pocetku uocava razlog uvodenja skupa kompleksnih brojeva kao
prosirenje skupa realnih brojeva. Na temelju ¢injenice da je

NcZ cQ cR

navedeno da je svaki od skupova Z, Q, R proSirenje prethodnog, a to proSirenje je nacinjeno
zbog potrebe da se omoguci provedba odredene algebarske operacije. Medutim, kako pise u
udzbeniku, skup R nije zavrSetak tog procesa. Za objasniti potrebu uvodenja skupa
kompleksnih brojeva, re¢eno je da neke jednostavne kvadratne jednadbe, poput x? + x +
1 = 0, nemaju rjesenja u skupu realnih brojeva. S obzirom na to, navedeno je sljedece.

Primjerice, ve¢ odgovor na pitanje: Za koji realan broj x vrijedi x* = —17? glasi: Ne postoji
takav realan broj.
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U ovom udzbeniku imaginarna jedinica je uvedena kao zamiSljeno rjeSenje jednadzbe
x2 4+ 1 = 0, odnosno autori navode da je imaginarna jedinica i broj za koji vrijedi i? = —1.

Skup kompleksnih brojeva C definiran je zahtijevajuci da on ima sljedeca svojstva koja se
navode u udzbeniku, a to su:

1) C sadrzi skup realnih brojeva kao svoj podskup.
2) C sadrzi imaginarnu jedinicu i.

3) U skupu C definirane su operacije zbrajanja i mnozZenja za koje vrijede sva uobicajna
pravila racunanja.

Definiranje imaginarnog broja yi kao umnoska realnog broja y i imaginarne jedinice i slijedi
nakon konkretnih primjera imaginarnih brojeva. Jasno je napisano da ¢e upravo zbog
prethodno navedenih zahtjeva, imaginarni broj biti kompleksan broj. Takoder, prikazani su
konkretni kompleksni brojevi da bi ucenici uocili da su oni oblika x + yi, gdje su x i y realni
brojevi, a i imaginarna jedinica. Nakon toga, primjenom metode apstrakcije i generalizacije,
naveden je op¢i oblik kompleksnog broja z. S obzirom na to, u ovom udzbeniku autori navode
sljedece.

Kompleksni broj z ima oblik z = x + yi. Tu su x i y realni brojevi, a i imaginarna jedinica.
Broj x je realan dio kompleksnog broja z, a broj y je njegov imaginaran dio. Pisemo:

x=Rez, y=Imz.

U udzbeniku piSe kako se takav zapis zove algebarski (ili) standardni prikaz kompleksnog
broja z. Nakon spomenutog, u udzbeniku je receno da su dva kompleksna broja z; = x; +
yii iz, = x, + y,i jednaka ako i samo ako im se podudaraju realni i imaginarni dijelovi.
Navedeno je prikazano i matemati¢kim simbolima, a isto kratko dokazano. Uocimo da se u
ovom udzbeniku spominje jednakost kompleksnih brojeva, ali nema rijeci o nepostojanju
uredaja u skupu kompleksnih brojeva zbog kojeg ne mozemo odrediti koji je kompleksan broj
veci. Kao $to je ve¢ reCeno svojstvom 3) skupa kompleksnih brojeva, u udzbeniku je
ponovljeno da i u skupu kompleksnih brojeva vrijede svojstva komutativnosti i asocijativnosti
za zbrajanje 1 mnozenje te svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju kompleksnih
brojeva koriste¢i matematicki zapis matematickim simbolima za spomenuta svojstva. Zbroj,
razlika i umnozak kompleksnih brojeva dani su na sljede¢i naéin.

Ako su z; = x; +y4i 1 z, = x, + y,i bilo koja dva kompleksna broja, tada njihov zbroj,
razliku i umnoZak racunamo na sljedeci nacin:

Z1+ 2, = % + x5 + (Y1 + y2)i
Z1— 2, = X1 — X3 + (y1 — Y2)i

Z1° Zy = X1X — Y1Y2 + (X1y2 + %241
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Uoc¢imo da je dana formula za raCunanje umnoSka dvaju kompleksnih brojeva. Medutim,
ucenici bi umnozak dva konkretna kompleksna broja mogli odrediti mnoze¢i ih poput
algebarskih izraza, a uvazavajuéi ¢injenicu da je i> = —1. Kao i nakon objasnjavanja kada su
dva kompleksna broja jednaka, nakon uvodenja prethodnih algebarskih operacija za
kompleksne brojeve, nailazimo na primjere i zadatke u kojima konkretne kompleksne brojeve
treba zbrojiti, pomoziti ili oduzeti. Zatim slijedi obradivanje potencije imaginarne jedinice.
Potreba za uvodenjem potencije imaginarne jedinice prikazana je primjerom u kojem je
potrebno izracunati (1 + )3, gdje se postavlja pitanje koliko je i3. Odredene su vrijednosti za
i%, i3,i*tei® te je napomenuto da se ra¢un dalje ponavlja, odnosno da se analognim
postupkom odreduju ostale potencije imaginarne jedinice. U udZbeniku je navedeno da se
svaki prirodan broj n moze zapisati u obliku 4k + r, gdje je k koli¢nik, a r ostatak pri
dijeljenju broja n sa 4 te da je broj r jedan od brojeva 0,1,2 ili 3. U skladu s time, detaljno je
raspisano zasto je i" = i", gdje je n = 4k + r. Primjenom metode konkretizacije, odredeno je
koliko je i23.

S obzirom na navedeno, naveden je sljedeci zakljucak, nakon kojeg slijede rijeSeni primjeri 1
zadaci.

Neka je k prirodan broj. Tada za potencije imaginarne jedinice i vrijedi:

i4k — 1’ i4k+1 — i, i4k+2 — _1, i4k+3 = —|.
Zatim slijedi obrada dijeljenja kompleksnih brojeva. Prije nego li je objasnjeno kako se dijele
kompleksni brojevi, uveden je novi pojam — kompleksno konjugirani brojevi. Navedena je
sljedeca definicija.

Ako je z = x + yi bilo koji kompleksni broj, onda z = x — yi zovemo kompleksno konjugirani
broj broja z.

Zatim se odreduje kompleksno konjugirani broj konkretnog kompleksnog broja. Napomenimo
da se u spomenutom udzbeniku spominje da je umnozak dvaju medusobno kompleksno
konjugiranih brojeva (razli¢itih od nule) pozitivan realan broj te se isto dokazuje. Spomenuto
¢e ucenicima biti od koristi prilikom dijeljenja kompleksnih brojeva. Konacno, nakon
uvodenja kompleksno konjugiranog broja, na konkretnom primjeru u kojem je potrebno
podijeliti broj z; = 2 + 3i brojem z, = 1 — i pokazano je kako se dijele kompleksni brojevi.
Nakon toga, primjenom metode generalizacije zakljueno je da se isti postupak dijeljenja
provodi i pri dijeljenju bilo koja dva kompleksna broja te je napisano sljedece.

Dva se kompleksna broja z; = x; + y4i | z, = x, + y,i dijele tako da se brojnik i nazivnik
pomnoze kompleksno konjugiranim brojem nazivnika i dobiveni razlomak sredi:

Z1_Xityil x4yl xp —yel  (aXe +y1ye) + (y1 — x1y2)i
Zy Xzt Yl Xyt Yal X — Yol X3 + 3

Nakon navedenog, slijedi definiranje kompleksne ravnine na sljede¢i nacin.
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Svakom kompleksnom broju z = x + yi odgovara tocka M(x,y) u kompleksnoj ravnini. Na
0si apscisa smjesteni su realni brojevi pa se ona zove realna os. Na osi ordinata smjesteni su
imaginarni brojevi pa se ona zove imaginarna os. Pridruzivanje kompleksnih brojeva i tocaka
kompleksne ravnine obostrano je jednoznacno.

Zatim se obraduje modul kompleksnog broja koji se u udzbeniku definira na sljedeé¢i nacin.
Modul kompleksnog broja z = x + yi je realan nenegativan broj |z| = \/x? + y?2.

Geometrijska interpretacija modula kompleksnog broja dana je objaSnjenjem da je modul
broja z jednak udaljenosti njemu odgovarajuée tocke M(x,y) od ishodista koordinatnog
sustava. Primijetimo da u ovom udzbeniku modul kompleksnog broja nije detaljno uveden.

Kod modula kompleksnog broja mozemo primijetiti poopcéenje ili generalizaciju apsolutne
vrijednosti realnog broja pa se koristi ista oznaka, $to se navodi i u udzbeniku. U skladu s

time, raspisano je da je |z| = |x + 0i| = Vx2 + 0 = Vx2 = |x| kada je z = x, realan broj.

Zatim se obraduje udaljenost to¢aka u ravnini. Za dva kompleksna broja z; = x; + y4i |

Z, = x5 + y,i odreduje se |z, — z,| te se dobiva da je |z, — z,] = /(x; — %)% + (71 — ¥2)2.

Uoceno je da se u dobivenom izrazu moze prepoznati formula za udaljenost dviju to¢aka u

ravnini, pri ¢emu te tocke imaju koordinate (x4, y;) i (x5, y,). Na taj se nacin pokazalo da je

|z; — z,| udaljenost izmedu toéaka z;i z, u kompleksnoj brojevnoj ravnini.

=@, gdje je z, #0.
|Zz

Napomenimo da se u udZzbeniku spominje da se jednakost |z;-z,| =|zi|-|z,] moze

indukcijom poopc¢iti na umnozak bilo koliko kompleksnih brojeva. Dakle, generalizacijom se

dobiva

|2y -2y - zy| = |z1] - |25] - -+ - |2z,,], @ indukcijom bi se isto trebalo dokazati. U udZzbeniku

navedeno nije dokazano indukcijom, §to bi se ucenike moglo poticati da bi se Sto vise

nastavni sadrzaji matematike povezali.

Z1

Dokazana je jednakost |z;-z,| =|z;]-|z,| te jednakost

Zatim slijedi uvodenje trigonometrijskog prikaza kompleksnog broja. Prvo se uvodi pojam
polarnog sustava te koordinatne mreze. Nakon toga dano je sljedece.

Kartezijeve i polarne koordinate vezane su relacijama:

X =T CoS¢Q
{y=rsing0.

Prikaz kompleksnog broja z u obliku
x+ iy =r(cose + ising)
naziva se trigonometrijski prikaz broja z.
Zatim autori navode da je udaljenost r kompleksnog broja od ishodista modul tog broja, iako

nije pokazano kako iz polarnih i kartezijevih koordinata to slijedi, te navode da je kut ¢
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argument kompleksnog broja kojeg ozna¢avamo s ¢ = arg(z). Argument raCunamo iz veze:
tgp = % Jednadzbom tg ¢ = % kut ¢ nije potpuno odreden, s obzirom da ta jednadzba ima

dva rjeSenja unutar intervala [0,2m) (koja se medusobno razlikuju za ). U udzbeniku je
objasnjeno na koji nacin se odreduje ,,pravo” rjesenje od dva dobivena te Sto se dogada u
sluc¢aju kad je x = 0.

Nakon uvodenja trigonometrijskog prikaza kompleksnog broja, uvodi se mnozenje i dijeljenje
kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku. Pokazano je da je z;z, = ryry[cos(¢p; +

Z1

@) +isin(p; + 7)) te P :_:[COS(<P1 — ¢@2) +isin(py — @z)], pri Cemu je z; =
ri(cospq, +isin ¢,) 1 z, =ry(cose, +isin ¢,). Za Moivreovu formulu, odnosno
formulu za potenciranje kompleksnih brojeva, napomenuto je da se moze dokazati
indukcijom, iako ista nije provedena. Konacno, na kraju nastavne cjeline ,,Kompleksni
brojevi“ obraduje se korjenovanje kompleksnih brojeva. Na pocetku je objaSnjena razlika
izmedu aritmetiCkog korijena pozitivnog realnog broja te korijena kompleksnog broja koji je

u udzbeniku definiran kako stoji u nastavku.
n-ti korijen kompleksnog broja z je svako rjesenje jednadzbe w™ = z. Pisemow = \/z.

Naglaseno je da iako postoji razlika izmedu aritmetickog korijena pozitivnog realnog broja te
korijena kompleksnog broja, oznaka im je ista. Stoga, smatram da se uc¢enicima treba skrenuti
paznja na postojece razlike izmedu aritmetickog korijena pozitivnog realnog broja 1 korijena
kompleksnog broja, s obzirom da im je oznaka ista.

Nakon toga izvedena je formula za n-ti korijen kompleksnog broja z = r(cos¢ +
i sin @) koji, kako se navodi u udzbeniku, ima to¢no n razli¢itih vrijednosti: Vz =
W(cos%ﬂm + isin %an), za k =0,1,..,n — 1. Zatim je objasnjeno zaito tih n brojeva

odreduje pravilan n-terokut u kompleksnoj ravnini. S ovime zavrSavamo analiziranje ovog
udzbenika.

U ovom udZbeniku nailazimo na zanimljive teme vezane za kompleksne brojeve koje se
spominju u sklopu ,.kutka plus®. Uz takve teme, nailazimo i na ,,povijesni kutak® u kojem
mozemo vidjeti i mali dio povijesti vezan za kompleksne brojeve. U skladu s time, spominje
se W. R. Hamiltonova definicija kompleksnih brojeva, zatim povijest nastanka kompleksnih
brojeva, kratki zivotopis Karla Friedricha Gaussa zasluznog za prikaz kompleksnih brojeva u
kompleksnoj, Gaussovoj, ravnini. O svemu tome smo mogli vidjeti i u uvodu ovog
diplomskog rada.

U sklopu ,,kutka plus“ nalazimo povezanost Pitagorinih trojki brojeva i kompleksnih brojeva.
Kako autori navode u udzbeniku, uz pomo¢ kompleksnih brojeva se moze pronaéi po volji
mnogo Pitagorinih trojki, odnosno prirodnih brojeva a,b i ¢ koji zadovoljavaju jednakost
a? + b? = c?. Jasno nam je za$to se ti brojevi nazivaju Pitagorine trojke ¢im vidimo o kojoj
se jednakosti radi. Dan je primjer konkretnog kompleksnog broja pomocu kojeg su se odredile
Pitagorine trojke brojeva te je pokazano da se pomocu bilo kojeg kompleksnog broja, a ne
samo onog iz primjera, oblika z = x + yi,gdje su x i y prirodni brojevi, mogu dobiti
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Pitagorine trojke koje zadovoljavaju sljede¢e jednakosti: a = |x? — y?|, b = 2|xy|, c = x* +
y?2, za svaki x,y € N takav da je x # y. Time je napravljen prijelaz s konkretnog primjera na
op¢i metodom generalizacije 1 apstrakcije.

Napomenimo da se u ,kutku plus“ jo§ nalaze i trigonometrijski identiteti i kompleksni
brojevi. Preciznije, zadaci u kojima je potrebno dokazati neki trigonometrijski identitet
primjenjuju¢i znanje o kompleksnim brojevima. Za kraj, nalazimo na zanimljivosti o
fraktalima i Mandalbrotovom skupu.

Osvrt na prikazani udzbenik

U ovom udzbeniku kompleksni brojevi se uvode naglasavajuéi potrebu za
prosirenjem skupa realnih brojeva zbog nemoguénosti odredivanja rjeSenja svake kvadratne
jednadzbe 1 taj nacin uvodenja novog skupa brojeva mi se svida. Smatram da je ucenicima
korisno vidjeti potrebu uvodenja kompleksnih brojeva da bi i oni sami bili vise motiviraniji za
njihovo ucenje uvidjevsi navedenu potrebu na samom pocetku nastavne cjeline. Vidjeli smo
da se u ovom udzbeniku ne spominje nepostojanje uredaja na skupu kompleksnih brojeva, ve¢
samo kada su dva kompleksna broja jednaka. Smatram da bi se moglo u tom dijelu udzbenika
uCenicima barem prokomentirati nepostojanje uredaja na skupu kompleksnih brojeva.
Pogodno bi bilo da je i pokazano zasto ih je nemoguce usporedivati po veli¢ini, s obzirom da
se ve¢ spominje kada su dva kompleksna broja jednaka i isto dokazuje. Kod obrade potencije
imaginarne jedinice je izracunato koliko je i?, i3,i*ii°. Misljenja sam da su se mogle
odrediti vrijednosti jo§ nekih potencija imaginarne jedinice kako bi bilo vise uocljivo koje su
sve vrijednosti potencija imaginarne jedinice. Prije dijeljenja kompleksnih brojeva uveden je
pojam kompleksno konjugiranih brojeva, sto smatram da je u pravom trenutku uvedeno da se
uoci potreba za uvodenjem tog pojma pri dijeljenju kompleksnih brojeva. Prisutna je metoda
konkretizacije, a zatim metoda generalizacije i apstrakcije prilikom obrade dijeljenja
kompleksnih brojeva, Sto moze ucenike potaknuti da i inace na temelju konkretnog primjera
generaliziraju rjeSenje. Takoder, vjerujem da ¢e im taj postupak dijeljenja biti puno laksi ako
se izvede prvo na konkretnom primjeru, a zatim na temelju njega, izvede op¢i zakljucak za
dijeljenje kompleksnih brojeva. U ovom udzbeniku se ne navodi usporedba dijeljenja
kompleksnih brojeva s racionalizacijom nazivnika. Korisno bi bilo, po mome misljenju, da se
navedeno nalazi u udzbeniku da bi se uCenike potaknulo na povezivanje matematickog
gradiva (dijeljenje kompleksnih brojeva i racionalizacija nazivnika). Uvodenje kompleksne
ravnine na na¢in da se navodi kako svakom kompleksnom broju odgovara uredeni par realnih
brojeva pa u skladu s time kompleksnim brojevima mozemo pridruziti to¢ke u koordinatnoj
ravnini mi se svida. Jedino $to bih nadodala kod obrade kompleksne ravnine je naglasak da
realne brojeve prikazujemo na pravcu dok to nije slucaj kod kompleksnih brojeva. Smatram
da bi se time uCenike vise potaknulo na usporedivanje i povezivanje matematickog sadrzaja.
Tako na primjer, kod obrade modula kompleksnog broja te udaljenosti kompleksnih brojeva u
ovome se udzbeniku povlaci analogija 1 usporedivanje s modulom realnog broja 1 udaljenosti
realnih brojeva, Sto smatram da je korisno za ucenike. Izvoditi neke racunske operacije s
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(3+)10

kompleksnim brojevima, na primjer izracunati 2201

je zasigurno lakSe pomocu

trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja. Bitno je da ucenici vide smisao onoga S§to uce
jer im 1 na taj nacin raste motivacija za buduce ucenje. U ovom udzbeniku se navodi da se
sloZzene operacije s kompleksnim brojevima (mnoZenje, dijeljenje, potenciranje, korjenovanje)
mogu jednostavnije racunati ako je kompleksan broj zapisan u trigonometrijskom obliku. Taj
naCin uvodenja trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja mi se svida. Zadnje Sto je
obradeno je korjenovanje kompleksnih brojeva. Obrada korjenovanja kompleksnih brojeva
postupno je napravljena i detaljno je pokazana razlika izmedu korjenovanja realnih brojeva i
kompleksnih brojeva. Dakle, korjenovanje realnih brojeva i kompleksnih se razlikuje, a u
ovome udzbeniku ta je razlika korektno objasnjena. Nadodala bih jedino da je u zadacima
jasno receno trazi li se n-ti korijen nekog broja u skupu R ili u skupu C. Time bih zakljucila
osvrt na nacin kako su u ovom udzbeniku prikazani obavezni sadrzaji vezani za kompleksne
brojeve.

Dodatni materijali za u¢enike, poput onih u ,.kutku plus“ i u ,,povijesnom kutku®, su
mi se zaista svidjeli. Smatram da je pogodno da udZzbenik sadrzi razne zanimljivosti, poput
zanimljivosti u ovom udzbeniku, kako bi se ucenike S$to viSe potaknulo na ucenje
kompleksnih brojeva i njihovo istrazivanje. U slucaju da se na takve teme ne stigne skrenuti
paznja ucenicima tijekom redovne nastave, smatram da se isto moze prouciti s njima na
dodatnoj nastavi matematike i tako dopuniti i produbiti znanje u¢enika o kompleksnim
brojevima. Osim toga, moZe se ucenicima zadati za domacu zadacu da procitaju i istraze neke
od navedenih zanimljivosti. Takoder, na primjer, zanimljivost o Pitagorinim trojkama brojeva
i kompleksnim brojevima se moze iskoristiti za provodenje sljede¢e aktivnosti na redovnoj
nastavi. Nastavnik moze ucenike pitati $to misle da su Pitagorine trojke brojeva te koju
jednakost one trebaju zadovoljavati. U¢enicima moze zadati da izaberu konkretan kompleksan
broj kojem je realan i imaginaran dio prirodan broj te da ga kvadriraju. Time bi se s u¢enicima
ponovio algebarski oblik kompleksnog broja, mnozenje kompleksnih brojeva (sa samim
sobom) te pojmovi poput realni i imaginarni dio kompleksnog broja. Nakon toga, nastavnik
moze potaknuti uc¢enike da provjere koji bi brojevi bili Pitagorine trojke u ovome slucaju.
Nakon $to otkriju da su apsolutne vrijednosti realnog i imaginarnog dijela kvadriranog
kompleksnog broja kojeg su odabrali duljine kateta pravokutnog trokuta, dosli bi do trazenih
Pitagorinih trojki brojeva. Na kraju, nastavnik trazi od ucenika da generalizira dobiveno za
bilo koji kompleksan broj kojemu su realni i imaginarni dijelovi prirodni brojevi. Po mome
misljenju, navedena aktivnost bila bi korisna za ucenike jer bi ih se osim, ponavljanja
kompleksnih brojeva, poticalo na generalizaciju rjeSenja. Generalizacija rjeSenja bitan je dio
jednog od triju elementa vrednovanja u nastavnome predmetu Matematika: ,,RjeSavanje
problema“.

Pri analiziranju sljedec¢eg aktualnog udzbenika naglasak ¢e biti na dijelovima koji su
drugacije obradeni u odnosu na prethodni udzbenik. Dijelovi koji se ne spomenu obradeni su
na sli¢an nacin kao i u prethodnom udzbeniku.
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Autori: Mati¢ L., Jukié, Matié¢ Lj., Zel¢i¢ M., Sujansky M., Vukas T., Dijani¢ Z.

Matematika 4, 1. dio, Skolska knjiga, 2021.

Potreba za uvodenjem skupa kompleksnih brojeva u ovom je udzbeniku opisana na sljedeci
nacin. Ponovljeno je da je skup realnih brojeva zatvoren s obzirom na osnovne algebarske
operacije (zbrajanje, oduzimanje, mnozenje i dijeljenje, osim s nulom) te da je potencija
realnog broja s cjelobrojnim eksponentnom realan broj. Medutim, kako autori navode,
potenciranje racionalnim eksponentom nije uvijek realan broj, §to u prethodnom udzbeniku
nije navedeno.

U ovom udzbeniku receno je sljedece.

Primjerice (—1)% =—1 nema rjesenja u skupu realnih brojeva. S obzirom na to da
Jjednadzbu x* + 1 = 0 ne moZemo rijesiti u skupu realnih brojeva, jer ne postoji realan broj
koji na kvadrat daje —1, skup realnih brojeva prosSirujemo na novi skup u kojem ce ta
jednadzba biti rjesiva.

Pojmovi: imaginarna jedinica, imaginarni brojevi te kompleksni brojevi definirani su kao i u
prethodnom udzbeniku te isto obradeni, jedino je dan simbolicki zapis skupa svih
kompleksnih brojeva, C={z=x+yi: x,y € R,i? = —1}.

Za razliku od prethodno analiziranog udzbenika, u ovom je udZbeniku prilikom obrade
jednakosti kompleksnih brojeva napomenuto da, za razliku od skupa realnih brojeva, u skupu
kompleksnih brojeva ne postoji uredaj i ne mozemo odrediti koji je kompleksan broj veéi. Isto
tako, navedeno je kako ne moZemo izjaviti da je neki kompleksan broj (koji nije realan)
pozitivan ili negativan, ali se moze definirati jednakost kompleksnih brojeva, Sto je i
napravljeno. Napomenimo da u ovom udzbeniku nije dokazano zaSto ne postoji uredaj u
skupu kompleksnih brojeva. Redoslijed obrade sadrzaja iz podru¢ja kompleksnih brojeva

drugaciji je nego u prethodnom udzbeniku.

Nakon jednakosti kompleksnih brojeva, obraduju se kompleksno konjugirani brojevi. Pri
kraju obrade tog dijela receno je da ¢e kompleksno konjugirani brojevi biti od vaznosti pri
dijeljenju kompleksnih brojeva, dok se navedeno u prijaSnjem udzbeniku navelo na samom
pocetku obrade dijeljenja kompleksnih brojeva. Zatim slijedi obrada racunskih operacija s
kompleksnim brojevima. Za razliku od prethodnog udzbenika, u ovom se udzbeniku prvo
konkretni kompleksni brojevi zbrajaju, oduzimaju i mnoZze te se Kkoriste¢i metodu
generalizacije navodi kako se zbrajaju, oduzimaju 1 mnoze opcenito dva kompleksna broja.
Preciznije, zbrajanjem dva konkretna kompleksna broja uoceno je da se zbraja realni dio
jednog kompleksnog broja s realnim dijelom drugog kompleksnog broja te da isto vrijedi za
imaginarne dijelove, a generalizacijom je zaklju¢eno da se opcenito dva kompleksna broja, ne
samo ona iz primjera, na taj nacin zbrajaju. Analogno se zakljuCuje kako se kompleksni
brojevi oduzimaju i mnoze. Takoder, navodi se da algebarske operacije na skupu kompleksnih
brojeva moraju zadrzavati svojstva koja vrijede u skupu realnih brojeva (s obzirom da je skup
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kompleksnih brojeva proSirenje skupa realnih brojeva) te da se zato osnovne algebarske
operacije na skupu C definiraju prirodno, kao s algebarskim izrazima, vodec¢i ra¢una da je
i? = —1. Dodatno je komentirano da su svojstva komutativnosti i asocijativnosti zbrajanja i
mnozenja te distributivnosti mnozenja prema zbrajanju u skupu kompleksnih brojeva
zadrzana. Zatim slijedi primjer u kojem se pomocu konkretna tri kompleksna broja zeli
pokazati da vrijedi svojstvo distributivnosti mnozenja prema zbrajanju. Dakle, u tom se dijelu
koristi nepotpuna indukcija i generalizacija da to svojstvo vrijedi za bilo koja tri kompleksna
broja.

Sto se ti¢e dijeljenja kompleksnih brojeva i obrade istog u ovom udzbeniku, za razliku od
prethodnog udzbenika, prvo se ra¢una %, odnosno rijesen je primjer u kojem se kompleksan

broj (koji nije realan) dijeli realnim brojem. Zatim se postavlja pitanje kako ¢e se kompleksan
broj podijeliti kompleksnim brojem kojemu je imaginarni dio razli¢it od nule te se postavlja
pitanje: S ¢ime mozemo pomnoziti nazivnik da bismo ponistili postojanje imaginarnog dijela?.
Takoder, navode da taj problem jako podsjeCa na racionalizaciju nazivnika te je rijeSen

.. . . . .. . . - - 3—v3 v - . oy
primjer u kojem je potrebno racionalizirati nazivnik u izrazu m\g Ucenike se ovime potice da

povezuju nastavne sadrzaje iz matematike. Navedeno im je da se na slian nacin izraCunava
oy . 3—i o o o o

koli¢nik Pyt Dakle, opet nailazimo na primjenu metode analogije i usporedivanja u ovom

udzbeniku. Nakon toga se primjenom metode generalizacije objasnjava kako se provodi

racunska operacija dijeljenja bilo kojih kompleksnih brojeva. Uofavamo da se postupno
obraduje dijeljenje kompleksnih brojeva u tom udzbeniku.

Zatim slijedi obrada potencije imaginarne jedinice koja, za razliku od prethodnog udzbenika,
zapoc€inje promatranjem vrijednosti prvih nekoliko potencija imaginarne jedinice, zaklju¢no s
i8. Na taj je na¢in udenicima vidljivo da se vrijednosti potencija periodi¢ki ponavljaju. Daljnje
objasnjavanje potencije imaginarne jedinice sli¢no je kao i u prethodnom udzbeniku.

Nakon toga slijedi obrada kompleksne ravnine. Za razliku od prethodnog udzbenika, u ovom
se udzbeniku navodi sljedece.

Prisjetimo se da smo realne brojeve prikazivali na brojevnom pravcu. Kompleksni brojevi
imaju dvije komponente (realni i imaginarni dio) pa se namece njihov prikaz u koordinatnoj
ravnini.

Ucenicima se zaista moze postaviti pitanje kako se kompleksni brojevi prikazaju u ravnini, a
(realni) brojevi se prikazuju na brojevnom pravcu. Ovaj udzbenik daje ucenicima odgovor na
takve nedoumice. U ovom udzbeniku nalazimo i na geometrijsko znacenje zbroja i razlike
dvaju kompleksnih brojeva. Usporedeno je zbrajanje i oduzimanje kompleksnih brojeva, kao
Sto je objasnjeno u prethodnom udzbeniku, sa zbrajanjem i oduzimanjem vektora. Prvo je
rijeSen primjer u kojem je potrebno odrediti raCunski te nacrtati u kompleksnoj ravnini zbroj i
razliku kompleksnih brojeva z; = =1+ 2i i z, = 3 +i. Nakon toga je rijeSen primjer u
kojem je potrebno odrediti racunski i graficki zbroj i razliku vektora v; = =T+ 2J i v, =
37+ J. Ucenicima je postavljeno pitanje: Primjecujete li analogiju?, iako ista nije objaSnjena.
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Nakon toga slijedi obrada modula kompleksnog broja. Za razliku od prethodnog udzbenika,
modul kompleksnog broja je u ovom udzbeniku detaljnije obraden. Obrada zapocinje
ponavljanjem da je udaljenost realnog broja na brojevnom pravcu od ishodista (nule) njegova
apsolutna vrijednost ili modul. Zatim se zeli poopéiti, odnosno generalizirati, definicija
modula i na kompleksne brojeve, pritom navodeci sljedece.

S obzirom na to da su oni predstavijeni tocakama u koordinatnoj ravnini, njihovu udaljenost
od ishodista racunat ¢emo s pomocu Pitagorina poucka.

Uoc¢imo da je u ovom udzbeniku detaljnije ucenicima objasnjeno zasto se modul
kompleksnog broja z = x + yi racuna po formuli \/x? + y?2. Takoder, nailazimo na primjenu
metode analogije i usporedivanja jer se u udzbeniku ucenike prisje¢a kako se odreduje duljina
vektora v = xU+ yj. Time se uCenike poti¢e na uocavanje analogije izmedu vektora i
kompleksnih brojeva kao i prije gdje se ucenike poticalo da primijete analogiju izmedu
zbrajanja i oduzimanja vektora te zbrajanja i oduzimanja kompleksnih brojeva. Nakon toga se
uvodi geometrijska interpretacija modula razlike dvaju kompleksnih brojeva na nacin da se
ucenike podsjeca da je modul razlike dvaju realnih brojeva njihova medusobna udaljenost te
je pokazano da isto vrijedi i za kompleksne brojeve. Dakle, da udaljenost tocaka u
kompleksnoj ravnini kojima su pridruzeni kompleksni brojevi odgovara modulu razlike tih
kompleksnih brojeva. Time je prisutna metoda analogije i usporedivanja kojom se ucenike
potie na povezivanje nastavnog sadrzaja iz matematike. Napomenimo da je u ovom
udzbeniku indukcijom dokazano da je |z"| = |z|™, §to u prethodnom nije. Zatim se obraduje
trigonometrijski prikaz kompleksnog broja. Motivacija za obradu i uvodenje istog, dana je
sljede¢im.

(1-9%-3+)*°

Ako Zelimo izracunati vrijednost izraza 0
(—2+2i0)

koristec¢i se naucenim, poprilicno ¢emo

se namuciti.

Ucenike se zatim motiviralo na nac¢in da im se reklo da ¢e upravo jedan novi prikaz
kompleksnog broja omogudéiti jednostavnije provodenje raCunskih operacija, poput
potenciranja, mnozenja i dijeljenja, koje ¢e i prethodni zadatak uciniti jednostavnijim.
Takoder se prvo uvodi polarni sustav, iako se u ovom udzbeniku pojam koordinatne mreze ne
spominje. Za razliku od prethodnog udzbenika, u¢enike se upucuje na prikazane slike kako bi
primijetili da je x =rcos¢@iy = rsin¢@. Napomenimo da je obrada mnozenja i dijeljenja
kompleksnih brojeva u trigonometrijskom obliku sli¢na kao 1 u prethodnom udZbeniku.
Dodatak u ovom udZbeniku je Sto se spominje geometrijska interpretacija umnoska dvaju
kompleksnih brojeva. Nakon toga se obraduje potenciranje kompleksnih brojeva te je
indukcijom dokazana De Moivreova formula. Napomenimo jo$ da se u ovom udzbeniku
ucenike podsje¢a na glavnu mjeru kuta te odredivanje iste kako bi argument kompleksnog
broja bio u intervalu [0, 27r). Vaznost prethodno navedenog vidjet ¢emo i u Sestom poglavlju
Kompleksni brojevi na drzavnoj maturi.

Nakon toga se obraduje korjenovanje kompleksnih brojeva. Jedina razlika koju uocavamo je
Sto se u zadacima trazi n-ti korijen nekog broja u skupu R i u skupu C, §to nije bio sluc¢aj u
prethodnom udZbeniku. U prethodnom se udzbeniku u zadacima nije eksplicitno navodilo u
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kojem ¢e se skupu n-ti korijen nekog broja nalaziti, iako se ocekivalo da ¢e rjeSenje biti
kompleksan broj koji nije realan.

U ovome udzbeniku, za razliku od prethodnog, nema povijesnog kutka ili nekih zanimljivih
¢injenica o kompleksnim brojevima.

Osvrt na prikazani udzbenik

Iako mi je nacin obrade kompleksnih brojeva u prvom udzbeniku korektan i u svemu je
postivano nacelo znanstvenosti, osobno mi se vise svida obrada kompleksnih brojeva u ovome
udzbeniku. Navest ¢u Sto je presudilo da mi je osobno bolji ovaj udzbenik. Za razliku od
prethodnog udzbenika u ovom se udzbeniku spominje da na skupu kompleksnih brojeva nema
uredaja, $to mi se zaista svida. Jasno je reCeno da ne moZzemo odrediti koji je kompleksan broj
veci, a koji manji od drugog, kao niti izjaviti da je neki kompleksan broj pozitivan ili
negativan. lako navedeno nije dokazano, svida mi se $to je barem ucenicima izjavljeno.
Takoder, detaljnije obradeno dijeljenje kompleksnih brojeva i podsje¢ivanje ucenika na
racionalizaciju nazivnika mi se svida. MiSljenja sam da je ucenicima korisno da se
kompleksna ravnina uvodi podsjetnikom da se realni brojevi prikazuju na brojevnom pravcu.
Na taj se nacin potaknulo ucenike na usporedivanje skupa realnih brojeva, kojeg su upoznali
ranije, s novim skupom kompleksnih brojeva. U udzbeniku ima dosta poticanja ucenika na
uocavanje analogije, na primjer analogija izmedu kompleksnih brojeva i vektora, odnosno
njihovog modula kao i njihovog zbrajanja i oduzimanja. Smatram da je korisno da uéenici uce
novo gradivo na temelju ve¢ naucenog jer time uce povezivati Cinjenice §to im je zasigurno
korisno. Takoder, navedena je motivacija za uvodenje trigonometrijskog zapisa kompleksnog
(1-0)8-(V3+i)1°
(—2+20)12
izraCunati vrijednost izraza ukoliko se uvede novi prikaz kompleksnog broja. Dakle, znajuci
da ¢e im biti lakSe neSto kasnije izracunati, ucenike bi to moglo motivirati za ucenje
trigonometrijskog zapisa kompleksnog broja. Takoder, kod obrade korjenovanja kompleksnih

broja. Odnosno, dan je izraz te je uCenicima reCeno da ¢e jednostavnije

brojeva u ovom mi se udzbeniku svida §to je eksplicitno navedeno u kojem ¢ée se skupu n-ti
korijen nekog broja nalaziti. Smatram da je bitno da se ucenike podsjeca na razliku izmedu
korjenovanja u skupu realnih brojeva i u skupu kompleksnih brojeva, a zadacima gdje se
eksplicitno navodi u kojem se skupu nalazi korijen nekog broja to ¢e se posti¢i. Nadodala bih
ovom udzbeniku zanimljivosti o kompleksnim brojevima poput onih u prvome analiziranom
udzbeniku.

Kao S$to je najavljeno, analizirat ¢emo eventualne razlike u obradi kompleksnih
brojeva izmedu sljede¢a dva udZbenika, koji su bili aktualni znatno prije uvodenja
Kurikuluma, i dva prethodno analizirana udzbenika.
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Autor: Elezovi¢ N.

MATEMATIKA 2, Element, 1997.

Na samom pocetku obrade kompleksnih brojeva objaSnjena je potreba za njihovim
uvodenjem. Uz navedeno, obradene su ra¢unske operacije u skupu kompleksnih brojeva te
kompleksna ravnina. Proucavanjem ovog udzbenika uoceno je da je nacin njihove obrade
slican kao i u prvome analiziranom udZbeniku. 1z tog ¢e razloga biti izdvojene neke znacajne
razlike koje uoavam u ovom udzbeniku s obzirom na prvi analizirani udzbenik. Obrada
dijeljenja kompleksnih brojeva ukljucuje i spominjanje racionalizacije nazivnika, §to smo
vidjeli da nije bio slu¢aj u prvome udzbeniku. Medutim, i dalje drugi udzbenik postupnije
uvodi dijeljenje kompleksnih brojeva. Sjetimo se, u tom je udzbeniku prvo kompleksan broj,
koji nije realan, podijeljen realnim, a zatim kompleksan broj, koji nije realan, s kompleksnim
brojem koji nije realan. Naglasimo da je u ovom udzbeniku jasno pokazano da se rezultat
dijeljenja kompleksnih brojeva moZe svesti na standardni zapis kompleksnog broja. Dakle,
time se i uCenike poti¢e da obracaju paznju da prilikom ra¢unanja s kompleksnim brojevima,
na kraju racuna, oni budu zapisani u nekom od poznatih oblika — algebarski (standardni) ili
trigonometrijski oblik, koji ¢e uciti kasnije. Modul kompleksnog broja je u ovom udzbeniku
detaljnije objasSnjen pozivajuci se na Pitagorin poucak. Kompleksna ravnina je zadnje Sto je u
ovom udzbeniku obradeno vezano za kompleksne brojeve. Primjecuje se izuzetno manje
primjera i zadataka u odnosno na prethodno analizirane udzbenike.

Autor: Elezovi¢ N.

MATEMATIKA 4, Element, 1996.

Kao 1 kod prethodno analiziranog udzbenika, uoceno je da je nacin obrade kompleksnih
brojeva u ovom udzbeniku sli¢an kao i u prvome analiziranom udzbeniku. Kompleksni
brojevi se u ovom udzbeniku obraduju u sklopu nastavne cjeline Brojevi, nastavne jedinice
Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja. Na samom pocetku poglavlja o kompleksnim
brojevima, ponovljena su osnovna svojstva kompleksnih brojeva koja su obradivana u
drugome razredu. Dodatno, u tom dijelu ponavljanja dokazano je da u skupu kompleksnih
brojeva ne postoji relacija uredaja. Trigonometrijski prikaz kompleksnog broja detaljnije je
obraden u ovom udzbeniku. 1z veze Kartezijevih i polarnih koordinata te iz x + yi =

r(cos ¢ + isin¢) sredivanjem dobiven je izraz za modul kompleksnog broja, odnosno
r =.x?+y2 Razlike u obradi raunskih operacija s kompleksnim brojevima u
trigonometrijskom zapisu nema u odnosu na prvi analizirani udZbenik, osim §to se pokazuje
geometrijska interpretacija mnozenja kompleksnog broja z; s kompleksnim brojem z, ¢iji je
modul 1, odnosno z, = cos ¢ +isin¢@. U ovom udZbeniku ima manje primjera i zadataka u

usporedbi s prva dva analizirana udzbenika.
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4 Formalizmi u nastavi matematike pri obradi kompleksnih
brojeva

U ovom ¢e poglavlju biti rije¢i o formalizmima koje ucenici razvijaju, a vezani su za
kompleksne brojeve. Kako bismo pokusali otkriti tipi¢ne formalizme vezane za kompleksne
brojeve koji se javljaju u nastavi matematike, pitali smo nastavnike javljaju li se kod njihovih
ucenika formalizmi koje smo naveli. Takoder smo ih pitali da navedu jo$ neke formalizme,
osim onih koje smo naveli, ako ih kod svojih u¢enika uocavaju.

Anketu je ispunilo 18 nastavnika srednjih $kola.

Formalizmi koji su navedeni u anketnom pitanju te broj nastavnika koji su oznacili te
formalizme su dani u nastavku.

1. Ucenik to¢no navodi formulu za n —ti korijen kompleksnog broja, ali je ne zna
primijeniti u zadacima.

— 10 nastavnika je oznacilo ovaj formalizam

2. Ucenik objasnjava da kod potenciranja imaginarne jedinice treba gledati ostatak pri
dijeljenju eksponenta s 4, ali ne zna objasniti zasto.

— 9 nastavnika je oznacilo ovaj formalizam

3. Ucenik to¢no objasnjava vezu algebarskog i trigonometrijskog prikaza kompleksnog
broja, ali ne zna primijeniti u zadacima.

— 6 nastavnika je oznacilo ovaj formalizam

4. UCcenik toCno formulira kada su dva kompleksna broja jednaka, ali to ne zna
primijeniti u zadacima.

— 5 nastavnika je oznacilo ovaj formalizam

5. Ucenik to¢no formulira geometrijsku interpretaciju modula, ali ne zna odrediti modul
konkretnog kompleksnog broja.

— 4 nastavnika je oznacilo ovaj formalizam

6. Ucenik to¢no formulira definiciju kompleksno konjugiranog broja, ali ne zna odrediti
kompleksno konjugirani broj konkretnog kompleksnog broja.

— 1 nastavnik je oznacio ovaj formalizam
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Kao $to je ve¢ re€eno, nastavnici su mogli napisati koje jo$, osim navedenih, formalizama
uocavaju kod ucenika vezane za kompleksne brojeve. Medutim, nisu naveli dodatne
formalizme, osim ve¢ ponudenih.

S obzirom na vrste formalizma, zakljuceno je da se javlja sljede¢i formalizam vezan za
kompleksne brojeve. Neki ucenici znaju reproducirati definicije vezane za kompleksne
brojeve, ali ne shvacaju njihov smisao pa ih, u skladu s time, ne znaju primijeniti u zadacima.
Nastavnici bi trebali biti svjesni formalizama kod ucenika te svoj sat provoditi na naéine
kojima bi se ucenike poticalo na aktivno i svjesno usvajanje matematickog gradiva.

5 Aktivnost za obradu kompleksne ravnine u GeoGebri

Svjesni mogucénosti postojanja formalizama u znanju ucenika, nastavnici bi, za vrijeme
nastave matematike, trebali stvarati situacije u kojima se ucenike potice na misaonu aktivnost
I na svjesno usvajanje matemati¢kog gradiva. Takoder, nastavnici bi trebali stvarati situacije
kojima se ucenike potic¢e na samostalan rad. Drugim rije¢ima, nastavnici matematike trebaju
postivati nacelo aktivnosti i samostalnosti. U skladu s time i s tom svrhom, osmislila sam
jednu aktivnost u digitalnom alatu GeoGebri za obradu kompleksne ravnine.

Aktivnost je namijenjena ucenicima Cetvrtih razreda srednjih $kola. Predvideno vrijeme
trajanja aktivnosti je jedan Skolski sat, odnosno 45 minuta, te je ona namijenjena za sat obrade
novog nastavnog sadrzaja ,, Kompleksna ravnina“. Cilj ove aktivnosti je da ucenici sami
istrazuju kompleksnu ravninu te da pomocu poticajnih pitanja nastavnika usvajaju ishode iz
Kurikuluma vezane za kompleksnu ravninu. U¢enike ¢e se na taj nacin potaknuti na misaonu
aktivnost tijekom cijelog nastavnog sata. Ovom se aktivnosti poti¢e ucenike na individualni
rad. Za njeno izvodenje tijekom nastavnog sata, od nastavnih pomagala potrebna su racunala
na kojima su pripremljene izradene datoteke u GeoGebri. Osnovne digitalne vjestine potrebne
su ucenicima za izvrSavanje ove aktivnosti, uz predznanje ocekivano za njihov uzrast. Dakle,
ovom se aktivnosti povezuje matematika s drugim nastavnim predmetom — informatikom.

U nastavku ovog poglavlja bit ¢e opisana cijela artikulacija nastavnog sata u sklopu koje
se provodi spomenuta osmisljena aktivnost.

U uvodnom dijelu sata nastavnik potice ucenike na aktualiziranje prethodno ostvarenih
postignuca vezanih za kompleksne brojeve te ih motivira i najavljuje glavni dio sata. U skladu
s time, nastavnik s u¢enicima ponavlja algebarski oblik kompleksnog broja te kako se zbrajaju
i oduzimaju kompleksni brojevi. Nakon toga, podsjeca ih da su realne brojeve prikazivali na
brojevnom pravcu te najavljuje da ¢e ovaj sat prikazivati kompleksne brojeve, ali ne na
brojevnom pravcu, nego u koordinatnoj ravnini. Nakon toga nastavnik piSe naslov
,JKompleksna ravnina® na ploci te krece glavni dio sata.
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Glavni dio sata predviden je za provodenje aktivnosti u GeoGebri. Ucenici, prema
uputama nastavnika, otvaraju dobivenu datoteku u GeoGebri te krecu s istrazivanjem
kompleksne ravnine. Aktivnost se sastoji od tri primjera.

Primjer 1

U prvom primjeru potrebno je da ucenici kliknu na gumb Prikazi da bi im se pojavio
kompleksan broj z = 4 + 2i u kompleksnoj ravnini. Cilj ovog dijela primjera je da ucenici
uoce da se kompleksni brojevi prikazuju u kompleksnoj ravnini te na koji nac¢in. Nastavnik
ucenicima moze postavljati poticajna pitanja poput: Koliko iznosi x koordinata prikazane
tocke u ravnini, a koliko y koordinata? Cemu je jednak realni, a ¢emu imaginarni dio
kompleksnog broja z? Mozete li poopditi i zakljuciti opcéenito koja tocka u ravnini odgovora
kompleksnom broju z = x + yi? Gdje su u ravnini smjesteni realni brojevi? Kako se nazivaju
brojevi smjesteni na osi ordinata? Nakon §to ucenici zakljue da se kompleksnom broju
pridruzuje tocka u ravnini, nastavnik ucenicima moze re¢i da se koordinatna ravnina u kojoj
su, na opisani nac¢in, smjesteni svi kompleksni brojevi zove kompleksna ili Gaussova ravnina.
Takoder, navedenim pitanjima u¢enike moze navesti na zaklju¢ak o imenima osi s obzirom na
to jesu li na osi smjeSteni realni ili imaginarni brojevi. Nakon toga, uenik moze krenuti s
vjezbanjem i provjerom naucenog. U sklopu prvog primjera nalaze se dva potprimjera. U
prvom potprimjeru uceniku ¢e se pojaviti konkretni kompleksni brojevi, a on ih treba
prikazati tockama u kompleksnoj ravnini tako da pomakne tocku T na odgovarajuc¢e mjesto u
kompleksnoj ravnini te klikne Provjera. Time dobiva povratnu informaciju o tocnosti
rijeSenog. Nakon toga, u€enik prelazi na drugi potprimjer u kojem je potrebno odrediti
kojemu je kompleksnom broju pridruzena odredena tocka u kompleksnoj ravnini. Nakon
svakog pokusaja javlja se povratna informacija o to¢nosti rijeSenog. Ishod koji se Zeli ostvariti
ovim primjerom je: , Interpretira racunske operacije s kompleksnim brojevima u Gaussovoj
ravnini (MAT SS A.4.3. i MAT SS C.4.1.).%, u sklopu kojeg se o&ekuje da ué¢enik prikazuje
kompleksni broj u Gaussovoj ravnini.

Primjer =1

Klikom na gumb Prikafi pojavit ¢e se
totka M u komplaksnoj ravnini koja odgovara Saknj
kompleksnom broju z =4 + 2i

1. POTPRIMJER

NOVI POTPRIMJER

) . Pomakni totku T na toiku koja

4 PROVJERA
* odgovara kompleksnom broju 2 - 61 .

2. POTPRIMJER

Kofi su kompleksni brojevi pridruZeni zadanim to¢akama?
Bl =d+3i T
' G -2-4i T

D4 T

Slika 1: Prvi primjer u Geogebri
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Primjer 2

U ovom primjeru potrebno je najprije po volji napisati kompleksne brojeve z; i z, u za
to predvideno mjesto (tekstualno polje u GeoGebri). U kompleksnoj ravnini tim ce se
kompleksnim brojevima pridruziti odgovarajuce tocke. Nakon toga, ucenik treba racunski
odrediti zbroj i razliku tih kompleksnih brojeva te ih napisati u za to predvideno mjesto. U
slu¢aju da ucenik krivo odredi te krivo napise zbroj i razliku kompleksnih brojeva, pojavit ¢e
se slovo N pored njegovog unosa koje upucuje ucenike na netocan odgovor. U sluéaju to¢nog
odgovora, pojavit ¢e se slovo T te ¢e se kompleksnom broju z; + z, i z; — z, pridruziti
odgovarajuce tocke u kompleksnoj ravnini. Nakon toga se pojavljuje gumb Gumb 1 i Gumb 2
te ucenik krece dalje s istrazivanjem kompleksnih brojeva u GeoGebri. Prvo je potrebno da
ucenik klikne na gumb Gumb 1 nakon cega ¢e se pojaviti vektori s poc¢etkom u ishodistu i
zavrSetkom u to¢kama koje odgovaraju kompleksnim brojevima z,, z, i z; + z,. Nastavnik
udenicima moZe postaviti pitanja poput: Sto uocavate, sto se pojavilo? Koliko vektora je
prikazano? Koje su pocetne, a koje krajnje tocke tih vektora? Kako mozemo dobiti vektor s
pocetkom u ishodistu i zavrsetkom u tocki koja odgovara kompleksnom broju z, + z,? Koja
pravila za zbrajanje vektora znate?. Nakon toga, klikom na gumb Gumb 2 pojavljuje se
paralelogram kojemu je Cetvrti vrh tocka u kompleksnoj ravnini koja odgovara kompleksnom
broju z; + z,, a preostali vrhovi ishodiste te tocke u kompleksnoj ravnini koje odgovaraju
kompleksnim brojevima z; i z,. Time se Zeli da ucenici zakljuce da je tocka u kompleksnoj
ravnini pridruzena kompleksnom broju z; + z, dobivena pravilom paralelograma odnosno da
se kompleksni brojevi pri operaciji zbrajanja ponasaju na isti na¢in kao i vektori. Klikom na
gumb Gumb 3 pokazuju se dva vektora s pocetkom u ishodistu i zavrSetkom u tocki
pridruzenoj kompleksnom broju z; — z, te tocki pridruzenoj kompleksnom broju —z, u
kompleksnoj ravnini. Klikom na gumb Gumb 4 pojavljuje se paralelogram kojemu je Cetvrti
vrh to¢ka u kompleksnoj ravnini koja odgovara kompleksnom broju z; — z,, a preostali
vrhovi su ishodiste te tocke u kompleksnoj ravnini koje odgovaraju kompleksnim brojevima
z, i —z,. Analogno kao i prije, nastavnik opet treba postaviti poticajna pitanja s ciljem da
ucenici zakljuce koja je geometrijska interpretacija razlike dvaju kompleksnih brojeva. Ishod
koji se Zeli ostvariti ovim primjerom je: ,Interpretira racunske operacije s kompleksnim
brojevima u Gaussovoj ravnini (MAT SS A.4.3. i MAT SS C.4.1.).%, u sklopu kojeg se
ocekuje da ucenik interpretira geometrijsko znaCenje zbroja i razlike dvaju kompleksnih
brojeva.
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Primjer = 2

GUMB 1
—5 GUMB 2

GUMB 3

GUMB 4

Slika 2: Drugi primjer u Geogebri

Primjer 3

U zadnjem primjeru ucenik prvo treba, u za to predvideno mjesto, napisati po volji
kompleksan broj te ¢e se u kompleksnoj ravnini prikazati njemu odgovaraju¢a tocka.
Nastavnik ucenike podsjeca da je modul realnog broja udaljenost tog broja od ishodista
brojevnog pravca te ih potice da naprave analogiju s modulom kompleksnog broja. Znaci,
oc¢ekuje se da ¢e ucenici zakljuciti da je modul kompleksnog broja udaljenost njemu
odgovarajuc¢e tocke od ishodista koordinatnog sustava. Nakon §to oznace potvrdni okvir
Oznaci u kompleksnoj ravnini ¢e se prikazati pravokutni trokut. UCenik treba izraCunati
duljinu hipotenuze tog pravokutnog trokuta, odnosno modul kompleksnog broja kojeg je
napisao u tom primjeru. Izracunatu duljinu treba zaokruziti na dvije decimale. Nastavnik
moze postaviti pitanja poput: Koji trokut uocavate? Kako cete izracunati modul kompleksnog
broja? Cemu je on jednak, duljini koje stranice trokuta?. Kao i prije, uéeniku ¢e se javiti
povratna informacija o to¢nosti rijeSenog. Na kraju ove aktivnosti potrebno je da ucenik
generalizira formulu za modul kompleksnog broja z = x + yi, gdje su x,y € R. Bit ¢e mu
ponudeno viSe odgovora, a on treba oznaciti ispravan odgovor. Ishod koji se Zeli ostvariti
ovim primjerom je: ,,Interpretira raCunske operacije s kompleksnim brojevima u Gaussovoj
ravnini (MAT SS A.4.3. i MAT SS C.4.1.)., u sklopu kojeg se oéekuje da ugenik interpretira
geometrijsko znac¢enje modula i odreduje modul kompleksnog broja.
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A Hiace: = e

Primjer =3

Unesi kompleksni brojz= 3 + 4 i

bava OZNAC

Modul kompleksnog broja z je: 5 T

Modul kompleksnog broja z = x + yi jednak je:

W=ves ()
x k= vy [
H=a+s [
X b=a-4 [
A =i+ Bt

Slika 3: Tre¢i primjer u Geogebri
Nakon rijeSenog zadnjeg primjera zavrSava glavni dio sata.

U zavrSnom dijelu sata nastavnik provodi formativno vrednovanje ucenika kojim
provjerava usvojenost planiranih ishoda. Za provjeravanje usvojenosti planiranih ishoda
izradila sam kratki Kahoot kviz za uéenike koji se sastoji od pet pitanja. Na sljede¢im slikama
mozemo vidjeti kako kviz izgleda te koja su pitanja postavljena u€enicima u kvizu.

1. Tocki Tu kompleksnoj ravnini pridruzen je kompleksni broj:

1 0
30 | v Answers

H Nista od ponudenog.

Slika 4: Prvo pitanje u kvizu za uenike

Ocekuje se da ¢e ucenici uociti da je toCan odgovor na prvo pitanje z = i. Dodatno, u
slu¢aju da bude vremena, nastavnik moZe s ucenicima prokomentirati koje tocke u
kompleksnoj ravnini odgovaraju ostalim ponudenim kompleksnim brojevima.
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2. Modul kompleksnog broja z = a + bi je

0
20 Answers

Slika 5: Drugo pitanje u kvizu za ucenike

Toc¢an odgovor na drugo pitanje je Va? + b?. Nastavnik s u¢enicima moze prokomentirati
kako dobivamo taj izraz. Ocekuje se da ¢e ucenici re¢i da se taj izraz dobiva pomocu
Pitagorinog poucka $to su i vidjeli u tre¢em primjeru iz GeoGebre.

3. Modul kompleksnog broja z = —5 + 12i je 169.

]
20 Answers

Slika 6: Trece pitanje u kvizu za uéenike

Pogledajmo sada trece pitanje u kvizu. Ocekuje se da ¢e ucenici uociti da modul kompleksnog
broja z = —5 + 12i nije 169. U slucaju da bude vremena, nastavnik na kraju sata moze s
ucenicima prokomentirati koji je modul tog kompleksnog broja. Ocekuje se da ¢e ucenici reci
da je modul tog kompleksnog broja 13.
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4. Kompleksnom broju z = 1 — i u kompleksnoj ravnini pridruzena je tocka:

o
30 Answers

Players, type your answer!

Slika 7: Cetvrto pitanje u kvizu za u¢enike

Tocan odgovor na Cetvrto pitanje je (1, —1) te se ocekuje da ¢e ucenici dati taj odgovor.

5. Zbroj kompleksnih brojeva z, iz, geometrijski predstavlja zbroj vektora GT1 i Wz' adje su
1 9 T, 1T, tocke u kompleksnoj ravnini pridruZene kompleksnim brojevima z,i z,. Answers

& True A False

Slika 8: Peto pitanje u kvizu za ufenike

Ocekuje se da ¢e ucenici uoCiti da je tvrdnja o geometrijskoj interpretaciji zbrajanja
kompleksnih brojeva iz petog pitanja tocna.

Nakon $to ucenici odgovore na pitanja u kvizu te nastavnik s njima prokomentira njihove
odgovore, zavrSava nastavni sat.

Nastavnik po volji moze GeoGebra datoteku promijeniti dodavsi primjere pomocu kojih
¢e ucenici istrazivati koje je geometrijsko znaCenje modula razlike dvaju kompleksnih
brojeva, umnoska dvaju kompleksnih brojeva ili neki drugi sadrzaj vezan za kompleksne
brojeve kojima bi se ostvarivali neki od gore spomenutih ishoda.

Poveznica na izradenu GeoGebra datoteku: https://www.geogebra.org/classic/s7wkbngj.
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6 Kompleksni brojevi na drzavnoj maturi

U ovom c¢e poglavlju biti rije¢i o sadrzajima drzavne mature koji ukljucuju kompleksne
brojeve. Za pocetak, vazno je spomenuti da se zadaci s kompleksnim brojevima nalaze samo
na visoj, A, razini drzavne mature predmeta Matematika.

Do uvodenja Nacionalnog kurikuluma u ispitnim katalozima za drzavnu maturu predmeta
Matematika spominju se obrazovni ishodi koji se ispituju, vezani za kompleksne brojeve, u
sklopu sadrzaja ,,skupovi N,Z,Q,R i C“, a to su: ,razlikovati skupove N,Z, QR i C
(poznavati termine: prirodan, cijeli, racionalan, iracionalan, realan i kompleksan broj te
razlikovati navedene brojeve)“, ,,upotrebljavati zapis kompleksnih brojeva u standardnome i
trigonometrijskome obliku®, te ,,zbrajati, oduzimati, mnoziti, dijeliti, korjenovati, potencirati
te odredivati apsolutne vrijednosti kompleksnih brojeva®“ u sklopu sadrzaja ,,elementarno
racunanje®.

U ispitnim katalozima za drzavnu maturu predmeta Matematika od 2021./2022.
kompleksni brojevi se javljaju u podrucju ispitivanja ,,Brojevi®, potpodrucju ispitivanja
,,Skupovi brojeva“, a odgojno-obrazovni ishodi vezani za kompleksne brojeve Kkoji se
spominju su: ,,Raéuna s kompleksnim brojevima. (MAT SS A.4.2.).“ te ,,Interpretira radunske
operacije s kompleksnim brojevima u Gaussovoj ravnini. (MAT SS A.4.3., MAT SS C.4.1.).«.
Dakle, jednaki su onima koji se spominju u Nacionalnom kurikulumu.

Korisno je spomenuti da je Nacionalni centar za vanjsko vrednovanje obrazovanja objavio
Preporuke za rjeSavanje ispita drzavne mature iz Matematike te da u istima nailazimo na
preporuke vezane za kompleksne brojeve.

Najvaznija napomena koju navode je: ,,Ako je rezultat kompleksan broj, treba ga napisati u
algebarskom z = a + bi, a,b € R ili trigonometrijskom obliku z = r(cos ¢ + isin @),
reR,r>0,¢ €0,2m).“

U nastavku navodimo primjere i objasnjenja iz Preporuke koji su vazni za ucenike.
Primjer: Neka je z = 3 + 2i. Koliko je (izz)*?

Kod tog primjera stavljena je napomena kojom navode da je oc¢ekivani odgovor 28561 ili
13*. Medutim, odgovori (13i)*, 28561i* i sli¢no nisu prihvatljivi jer nisu do kraja
pojednostavljeni.

Dan je i sljedeci primjer.

(-8
1+i

Primjer: IzraCunajte

Kod tog primjera stavljena je napomena kojom navode da je ocekivani odgovor 8 — 8i.

. 16 .. . o y y .
Medutim, odgovor ;e prihvatljiv jer nisu provedene sve naznacene ra¢unske operacije.
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Zadnji primjer popracen napomenom koju navode u spomenutoj Preporuci, a da je vezan za
kompleksne brojeve, je sljedeci.

_ o . y . 5w, . . 5m. 3 . .3
Primjer: Koliko iznosi umnozak z - w ako je z = cos:ﬂ + lsmf lw= 6(cos7n + isin 7”)?

Kod tog primjera navode da je ocekivani odgovor z-w = 6(cos%ﬂ + isin %), dok odgovor

z-w = 6(cos =" + i sin=") nije prihvatljiv jer == ¢ [0, 2rr).

Dakle, i u nastavi matematike potrebno je pri obradivanju kompleksnih brojeva imati na
umu spomenute Preporuke i od u¢enika zahtijevati ono §to je u skladu s Preporukom, tj. ono
Sto je u skladu s nacelima nastave matematike.

Napomenimo jo§ za kraj ovog poglavlja da je od 18 ispitanih nastavnika srednjih Skola
koje se pitalo njih 12 reklo kako njihovi ucenici ne ,,sreduju rezultat do kraja, ako se to od
njih eksplicitno ne traZi u zadacima. U skladu s time, tih 12 nastavnika izjavilo je da njihovi
ucenici provode dijeljenje kompleksnih brojeva u algebarskome obliku kada se to trazi u
zadatku, ali ako se u nekom drugom zadatku u nazivniku pojavi imaginarna jedinica oni ne
uocavaju potrebu za sredivanjem. TO je povezano s napomenom iz Preporuke u sklopu
1-i)®
1+i) )

primjera u kojem je potrebno izraunati (

7 Kompleksni brojevi na natjecanjima iz matematike

Do sada smo se bavili problemima koji proizlaze iz formalnog ucenja kompleksnih
brojeva, a sada ¢emo se baviti kompleksnim brojevima na matematiCkim natjecanjima.
Pripremanje ucenika za natjecanje iz matematike ¢esto se provodi u okviru dodatne nastave
matematike. Nastavnik treba biti svjestan zadataka i1 sadrzaja koji su ukljuceni na
matematickim natjecanjima i tako pripremati ucenike i pomoc¢i im u ostvarivanju njihovih
potencijala. Stoga, u ovom poglavlju bit ¢e izdvojeni i rijeSeni neki zadaci s kompleksnim
brojevima koji su se javljali na natjecanjima iz matematike.

Kompleksni brojevi se na natjecanjima iz matematike za drugi razred posljedni put
javljaju 2019. godine. Nakon te godine, zadatke s kompleksnim brojevima nalazimo na
natjecanjima iz matematike za Cetvrti razred. Razlog je i viSe nego jasan. Pojavom
Kurikuluma, kompleksni brojevi su izborni sadrzaj u drugom razredu srednje Skole i takav
sadrzaj se ne javlja na natjecanjima iz matematike za ucenike drugih razreda. U nastavku ¢e
se spominjati zadaci s natjecanja iz matematike A ili B varijante pa je pogodno napomenuti da
su zadaci A varijante slozeniji 1 namijenjeni ucenicima prirodoslovno-matematickih
gimnazija, ali se u toj varijanti mogu natjecati i drugi uéenici. Zadaci B varijante namijenjeni
su ucenicima svih srednjih skola, osim prirodoslovno-matematic¢kih gimnazija.
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2. razred SS — B varijanta, drZavno natjecanje, 2011.

Nacrtajte u kompleksnoj ravnini skup tocaka (x,y), pridruzenih kompleksnim brojevima
z = x + yi, zakoje vrijedi

Re(z) - Im(z) < 0i|z|?> < Im(z?) + 1.
Izracunajte povrsinu tog skupa tocaka.
Rjesenje.

Za kompleksni broj z = x + yi vrijedi da je Re(z)=x i Im(z)=y pa iz
Re(z) - Im(z) < 0 imamo x -y < 0. Stoga, traZene tofke pripadaju drugom ili Cetvrtom
kvadrantu.

Kako je |z|? = x? +y? te Im(z?) = Im(x? + 2xyi — y?) = 2xy, iz |z|? <Im(z?) + 1
imamo x2 + y? < 2xy + 1.

Imamo (x —y)?2 <1 ili |[x—y|<1. Dobivamo -1 <x—y <1, odnosno y <x+1 i
y=x-—1.

Iz svega prethodno navedenog slijedi da je trazeni skup tocaka dio ravnine izmedu pravaca
y=x+11y=x—1, ali unutar drugog i Cetvrtog kvadranta s obzirom da koordinate
trazenih to¢aka zadovoljavaju x - y < 0.

Na sljedecoj slici prikazan je dobiveni skup tocaka u kompleksnoj ravnini.

Slika 9: Grafi¢ki prikaz rjeSenja zadatka

Potrebno je jo$ odrediti povrSinu dobivenog skupa tocaka. Uo¢imo da imamo dva pravokutna
jednakokra¢na trokuta s katetama duljine 1. Mozemo koristiti formulu za povrSinu
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pravokutnog trokuta P = az;b, gdje su a i b duljine kateta pravokutnog trokuta. U nasem je

slucaju, a = b = 1, stoga imamo P = 2 % = 1. Time je zadatak rijeSen u potpunosti.

4. razred SS — B varijanta, drzavno natjecanje, 2020.

U kompleksnoj ravnini nalazi se jednakostranicni trokut ABC. Kompleksan broj z = /3 + 4i
pridruzen je vrhu C, a kompleksan broj z = i sredistu S tom trokutu opisane kruznice.
Odredite kompleksne brojeve pridruzene vrhovima A i B.

Rjesenje.
S obzirom da svakom kompleksnom broju z = x + yi odgovora tocka M(x,y) u

kompleksnoj ravnini, kompleksnom broju z =+/3 + 4i u kompleksnoj ravnini odgovara

totka (v/3,4) i to su koordinate tocke C koja je jedan vrh trokuta ABC. Analogno, totka S ima
koordinate (0,1). Kako je tocka S srediste trokutu ABC opisane kruznice, duljina polumjera, u
oznaci R, opisane kruznice trokutu ABC jednaka je udaljenosti to¢aka S i C (tocka C pripada
opisanoj kruznici).

Dakle, iz recenog, slijedi

R=\/(0—x/§)2+(1—4)2=\/ﬁ=2\/§.

Kako je duljina polumjera opisane kruznice jednakostrani¢nog trokuta R = %g, slijedi da je
3R

Ne odnosno a = 6.

a =

Vrhovi, trokuta ABC, A i B pripadaju kruznici opisanoj trokutu ABC pa oni zadovoljavaju
jednadzbu te opisane kruznice. S obzirom da je duljina polumjera spomenute opisane kruznice

2v/3, a njeno srediste totka S(0,1) dobivamo da je jednadiba9 kruZnice opisane trokutu
ABC dana sa

x4+ (y—1)2=12. (1)
Trokut ABC je jednakostrani¢an, odnosno ima sve stranice jednake duljine, pa iz |AC| = 6
slijedi da je
(x —V3)2 + (y — 4)? = 36. (2)
: . : . V3 : V3
Iz (1) - (2) i sredivanjem dobivenog, dobivamo y = —1 — S X Uvrstimo y = —1——xu

jednadzbu (1) i dobivamo kvadratnu jednadzbu

x2+3x—6=0.

® Jednadzba kruznice sa sredistem u tocki S(p, ¢) i polumjerom duljine = je (x — p)? + (y — q) = r2.
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Rjesenja dobivene kvadratne jednadzbe'® su x; = —2v3ix, =+3. Tada iz y = -1 — \g—gx

dobivamodajey; =1iy, = —2.

Dakle, vrhu A pridruzen je kompleksan broj —2+/3 + i, a vrhu B kompleksan broj 3 — 2i,
Sto je trebalo odrediti.

C(v34)

A-243,1),

Biv3-2)

Slika 10: Grafi¢ki prikaz rjeSenja zadatka

4. razred SS — A varijanta, Zupanijsko natjecanje, 2023.

Za svaki prirodan broj n neka su a,, i b,, realni brojevi takvi da je (+/3 + i)" = a,, + ib,,.
Dokazi da izraz

anbn+1 - an+1bn
An41Qn + bpy1by

poprima istu vrijednost za sve n € N te odredi tu vrijednost.

Rjesenje.

Neka je z;: = V3 +i.

Kompleksan broj z; u trigonometrijskom obliku je z; = 2(cos%+ isin%). Koriste¢i De

Moivreovu formulu, imamo z, = z;™ = 2"(cos— + isin-), zasve n € N.

Kako je (V34 i)™ =a, +ib,, vrijedi da je a, = 2“-cos% i b, = zn-sin% Dakle,
imamo

—b+Vb%2-4ac

10 Kvadratna jednadzba oblika ax? 4+ bx + ¢ = 0, gdje su a, b,c € Ri a # 0, ima rjedenja x; , = o
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_an nt . (n+)rw (n+)r . nm
anbpi1 — Api1 by, = 4 (cos?smT— — sin—

AN i (AT nm
=4 sm(—6 6)

= 4" sinZ,
6
pritom smo koristili adicijsku formulu sin(x — y) = sinx cosy — cos x sin y.

Analogno bismo dobili da je ay,41a,, + bys1b, = 4™ cos %

. T
) o\ Gnbpii—Gnsibn S 3 . .
Iz svega prethodno reenog slijedi 2alnti=dnsibn _ =6 _ V3 e jzraz poprima jednaku
an+1an+bn+1bn COSE 3

vrijednost za sve n € N i ta vrijednost je g Sto je trebalo dokazati.

8 Anketa

Kao §to je ve¢ bilo re¢eno, provedene su dvije ankete u kojima su nastavnici i ucenici
srednjih Skola odgovarali na pitanja o nastavi matematike iz podrucja kompleksnih brojeva.
Kratka anketa je provedena nad 64 ucenika Cetvrtih razreda opée gimnazije te opseznija
anketa nad 40 nastavnika srednjih $kola.

Prvo ¢emo navesti pitanja za ucenike te analizirati njihove odgovore.
Prvo pitanje postavljeno ucenicima je:
,,Smatrate li da su kompleksni brojevi tesko shvatljivi? .

Na sljede¢em grafikonu mozemo vidjeti koliko je ucenika odgovorilo da smatraju da su
kompleksni brojevi tesko shvatljivi, a koliko ih smatra da nisu.

NE

DA

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50

Slika 11: Analiza odgovora uenika na prvo pitanje iz ankete
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Ovim se pitanjem htjelo vidjeti kako ucenici doZivljaju kompleksne brojeve i koliko ih
smatraju teskima. Cak 43 ispitanih uéenika kompleksne brojeve ne smatra tegkima, dok njih
21 smatraju. Vidjet ¢emo kasnije kako nastavnici na temelju svog iskustva odgovaraju na
sli¢no pitanje.

Sljedece, posljednje, pitanje postavljeno uc¢enicima je:
,,Koji dio gradiva o kompleksnim brojevima vam je najtezi za razumijeti? “.

Na sljedec¢em grafikonu mozemo vidjeti kako su ucenici odgovorili na prethodno navedeno
pitanje.

H 0; 0% H 0; 0% 1; 1% "1 2% m Jednakost kompleksnih brojeva.

H Zbroj, razlika i umnozak kompleksnih brojeva

u algebarskom obliku,
7;11% 4; 6% Potencije imaginarne jedinice.

m Dijeljenje kompleksnih brojeva u algebarskog

obliku. .
m Kompleksna ravnina.

10; 16% .
Modul kompleksnog broja.

Veza algebarskog i trigonometrijskog oblika.

. 22; 34%

12;19% Mnozenje kompleksnih brojeva u
trigonometrijskom obliku.

Dijeljenje kompleksnih brojeva u

trigonometrijskom obliku. .
Korjenovanje kompleksnih brojeva.

2: 3% Nesto drugo.

Slika 12: Analiza odgovora uenika na drugo pitanje iz ankete

Drugim se pitanjem za ucenike htjelo vidjeti koji dio gradiva o kompleksnim
brojevima im je najtezi za razumijeti. Vidjet ¢emo u nastavku da se isto pitanje postavilo
nastavnicima te su oni trebali odgovoriti §to je, po njihovu misljenju, najteze razumljivo za
ucenike. Takoder, vidjet ¢emo poklapaju li se misljenja nastavnika i u¢enika. lzdvojimo da je
22 ispitanih ucenika izjavilo da im je najteZe za razumijeti vezu algebarskog i
trigonometrijskog oblika kompleksnog broja, 12 ispitanih uéenika dijeljenje kompleksnih
brojeva u trigonometrijskom obliku, 10 ispitanih uc¢enika korjenovanje kompleksnih brojeva,
dok 5 ispitanih uc¢enika kompleksnu ravninu smatra teSkom za razumijeti. Sedmero ispitanih
ucenika odgovorilo je s ,,Nesto drugo®, a u nastavku ankete neki su se izjasnili da smatraju da
je sve o kompleksnim brojevima tesko za razumijeti, dok neki da je sve 0 kompleksnim
brojevima lagano.

Pogledajmo sada odgovore nastavnika.

Kao §to je bilo i najavljeno, nastavnicima je bilo postavljeno pitanje:
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., Koji udzbenik koriste Vasi ucenici? “.

Sljedeca slika daje uvid u odgovore nastavnika.

m Daki¢, B., Elezovi¢, N. (2021). MATEMATIKA 4,
udzbenik za 4. razred gimnazija i strukovnih $kola —
1 dio. Element.

B Mati¢, 1., Jurkié¢, Mati¢, Lj., Sujansky, M., Vukas, T.,
Dijani¢, Z. (2021). Matematika 4, udzbenik
matematike u éetvrtom razredu srednje Skole sa
zadacima za rjeSavanje — 1. dio. Skolska knjiga.

= Siki¢, Z., Antolis, S., Copi¢, A., Kalazi¢, R., Lukag,
S., Spalj, E. (2021). MATEMATIKA 4, udzbenik za
4. razred gimnazija i strukovnih $kola — 1 dio. Profil
Klett.

B Varosanec, S. (2021). MATEMATIKA 4, udzbenik
za 4. razred gimnazija i strukovnih $kola. Element.

Slika 13: Analiza odgovora nastavnika na prvo pitanje iz ankete

Kao $to vidimo, najve¢i broj nastavnika koristi udZzbenike koji su analizirani u ovom
diplomskom radu. Zapravo, na temelju odgovora na ovo pitanje odluceno je koji ¢e udzbenici
biti analizirani.

Drugo pitanje postavljeno nastavnicima je:
., Smatrate li da su kompleksni brojevi ucenicima tesko shvatljivi? *.

Sljedeca slika daje uvid u odgovore nastavnika.

NE

DA

0 5 10 15 20 25

Slika 14: Analiza odgovora nastavnika na drugo pitanje iz ankete

Mozemo vidjeti da veci broj nastavnika smatra da ucenicima kompleksni brojevi nisu tesko
shvatljivi. To se poklapa 1 s odgovorima ucenika.
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Zatim je postavljeno trece pitanje nastavnicima:
,,K0ji dio gradiva o kompleksnim brojevima je ucenicima najtezi za razumijeti? .

Sljedeca slika daje uvid u odgovore nastavnika.

0: 0% W &: 6% B 1;1% m Jednakost kompleksnih brojeva.
; (] ; ()

= 2;2% B Zbroj, razlika i umnozak kompleksnih brojeva

u algebarskom obliku.
u Potencije imaginarne jedinice.

m Dijeljenje kompleksnih brojeva u algebarskog

obliku.

26; 27% = Kompleksna ravnina.

= Modul kompleksnog broja.

Veza algebarskog i trigonometrijskog oblika
kompleksnog broja.
B 5,5% Mnogenje kgmpléksnih brojeva u
trigonometrijskom obliku.
23:23% D_ueljenje k(_)_mpleksmh brojeva u
! trigonometrijskom obliku. .
7: 7% Korjenovanje kompleksnih brojeva.

10; 10%

Nesto drugo.

Slika 15: Analiza odgovora nastavnika na trece pitanje iz ankete

Naglasimo da je jedan nastavnik mogao oznaliti viSe ponudenih odgovora. Izdvojimo
naj¢esée odgovore nastavnika na trece pitanje. Mozemo uociti da 26 ispitanih nastavnika
smatra da je uCenicima najteZe za razumijeti korjenovanje kompleksnih brojeva, 23 ispitanih
nastavnika smatra da je u€enicima najteze za razumijeti vezu algebarskog i trigonometrijskog
oblika kompleksnog broja, dok ih 14 smatra da im je najteze za razumijeti dijeljenje
kompleksnih brojeva u algebarskom obliku.

-----

kompleksnih brojeva i veza algebarskog i trigonometrijskog oblika kompleksnog broja.
Korisno je uzeti dobivene rezultate u obzir te usmjeriti ve¢u pozornost prilikom obrade tog
dijela gradiva. Naravno, ne zanemarujuci ostalo.

Cetvrto pitanje postavljeno nastavnicima je:

, Koje su metode nastave matematike najcesc¢e prisutne na Vasoj nastavi pri obradi
kompleksnih brojeva? “.

Sljedeca slika daje uvid u odgovore nastavnika.
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Metode specijalnih slucajeva. 2

Metode problemske nastave. 9

Metoda analize i sinteze. 17

Metoda dedukcije. 3

Metoda indukcije. 9

Metoda usporedivanja i analogije. 30
Empirijeske metode. 2

Metoda generalizacije, apstrakcije i konkretizacije. W 22

0 5 10 15 20 25 30 35

Slika 16: Analiza odgovora nastavnika na Cetvrto pitanje iz ankete

Napomenimo da ovo pitanje treba shvatiti uvjetno, s obzirom da nisu dana objasnjenja svake
od navedenih metoda. Naglasimo da je jedan nastavnik mogao oznaciti viSe ponudenih
odgovora. Ovim smo pitanjem htjeli vidjeti, prema misljenju nastavnika, koje su to najcesce
prisutne metode nastave matematike prilikom obrade kompleksnih brojeva. Uocimo da
nastavnici najvise obraduju kompleksne brojeve primjenom metode usporedivanja i analogije,
metode generalizacije, apstrakcije i konkretizacije te metode analize i sinteze. Zaista,
proucavajuci udzbenike mogli smo i tamo vidjeti prisutnost spomenutih metoda. Iako metoda
analize i sinteze nije naglasavana, jasno je da je prisutna u udzbenicima jer oni sadrze brojne
odredbene i dokazne zadatke vezane za kompleksne brojeve. Na primjer, drugi po redu
izdvojeni zadatak s natjecanja je primjer odredbenog zadatka, a tre¢i po redu izdvojeni
zadatak je primjer dokaznog zadatka.

Naknadno je nastavnicima postavljeno pitanje koje se na ¢etvrto pitanje nadovezuje, a ono je:

,,Navedite barem jednu primjenu gore spomenutih metoda u obradi kompleksnih brojeva u
Vasoj nastavi.*.

Izdvojit ¢emo neke relevantne odgovore. Nastavnici navode da metodu usporedivanja i
analogije primjenjuju prilikom obrade dijeljenja kompleksnih brojeva u algebarskom zapisu,
pozivajuci se na analogiju s racionalizacijom nazivnika. Istu metodu primjenjuju i prilikom
prikazivanja kompleksnih brojeva u kompleksnoj ravnini i racunanja njihovog modula
pozivajuéi se na analogiju s prikazom realnih brojeva na brojevnom pravcu i raunanje
njihove apsolutne vrijednosti, odnosno modula. Metodu generalizacije primjenjuju prilikom
odredivanja vrijednosti potencije imaginarne jedinice, a navode da svojstvo modula umnoska
uocavaju na odredenom broju primjera pa generaliziraju nepotpunom indukcijom. Za kraj
analiziranja odgovora na ovo pitanje, nastavnik navodi da primjenjuje metodu problemske
nastave pomocu problemskog zadatka: ,, Odredi vrhove Sesterokuta u kompleksnoj ravnini. .
Korisno je proucavati kako nastavnici primjenjuju odredene metode nastave matematike
prilikom obrade kompleksnih brojeva i tako prosiriti moguénosti vlastite primjene tih metoda.
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Prisjetimo se da smo pitanje vezano za formalizme analizirali u poglavlju Formalizmi u
nastavi matematike pri obradi kompleksnih brojeva, stoga zavrSavamo s ovim poglavljem.

9 Zakljucak

U ovom smo diplomskom radu naveli odgojno-obrazovne ishode propisane Kurikulumom
vezane za kompleksne brojeve kao i1 naCine obrade kompleksnih brojeva u dva najcesce
koriStena aktualna udZbenika, uz naglasak na prisutnost nekih metoda nastave matematike.
Dana je i usporedba tih udzbenika s dva udzbenika koja su bila aktualna znatno prije uvodenja
Kurikuluma. Ocekivano, uocili smo da je promjena u Kurikulumu uzrokovala i promjenu u
nastavi matematike pri obradi kompleksnih brojeva te da oni viSe nisu obavezni sadrzaj u
drugom razredu srednje Skole. Kvadratne jednadzbe se obraduju u drugom razredu srednje
$kole. Cinjenica da se kompleksni brojevi ne obraduju u drugom razredu srednje $kole, imat
¢e za posljedicu da se niti kvadratne jednadzbe nece u potpunosti obraditi s obzirom na
njihova rjeSenja. Smatram da je bitno s ucenicima nakon obrade kompleksnih brojeva u
cetvrtom razredu srednje Skole ponoviti kvadratne jednadzbe kako bi 1 oni sami uvidjeli §to se
promijenilo uvodenjem novog skupa brojeva. Takoder, mogli smo vidjeti rezultate provedene
ankete u sklopu koje se, medu ostalim, nalaze i formalizmi vezani za kompleksne brojeve.
Korisno je da je nastavnik svjestan formalizama koji se javljaju kod ucenika i da pokusava
stvarati situacije kojima ¢e sprijecavati stvaranje tih formalizma, koliko god je moguce. U
skladu s time, osmislili smo i prikazali aktivnosti u GeoGebri kojom bi ucenici istrazivali
kompleksnu ravninu. Smatram da je ucenicima taj nain ucenja zabavniji i da su vise
motiviraniji za rad. Kako svi ucenici nisu isti, tako nailazimo na u¢enike koji svoje potencijale
pokazuju na natjecanjima iz matematike, stoga smo u radu prikazali sadrzaj vezan za
kompleksne brojeve koji se javlja na matematickim natjecanjama. Neki zadaci s tih natjecanja
su izdvojeni i detaljno su prikazana njihova rjeSenja. Imali smo prilike vidjeti kako rjeSavanje
tih zadataka ukljuuje povezivanje matematickog gradiva koje su ucenici ucili prije
kompleksnih brojeva s gradivom o kompleksnim brojevima.

lako su kompleksni brojevi naoko apstraktni, oni imaju Siroku primjenu, na primjer, u fizici i
elektrotehnici. Zanimljivo je da su sljede¢e slike upravo utemeljene na kompleksnim
brojevima, a zapravo je rije¢ o fraktalima.

Slika 17: Fraktali [6] i [7]
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