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Sazetak

U ovome radu prezentirat ¢e se biografija Johna Hortona Conwaya te neki
poznatiji problemi kojima se bavio. Igra Zivota je najpoznatiji problem ko-
jim se John Conway bavio pa je tom problemu posveéen znac¢ajan dio rada.
Uz Igru zivota u radu je prikazan i izrazito zanimljiv Problem andela. John
Conway je bio izvrstan matematicar s izrazito puno ideja te inovativnih me-
toda prilikom dokazivanja tvrdnji iz razlic¢itih grana matematike. Njegovi
radovi predstavljaju vrlo znacajne i progresivne doprinose u teoriji brojeva,
algebri i teoriji igara.

Kljuc¢ne rijeci

John Conway, Igra zivota, Problem andela



1 Uvod

John Horton Conway dao je znacajan doprinos mnogim granama matema-
tike, ukljuc¢ujuci logiku, algebru, teoriju brojeva, kombinatoriku i geometriju,
$to je iznimno matematitko postignuée. Stovise, bio je veliki popularizator
matematike i njegova su predavanja uvijek privlacila veliki broj ljudi. Cesta
suradnja s Martinom Gardnerom i objavljivanje radova u ¢asopisu Scientific
America predstavili su ga 8Siroj javnosti. Njegov zarazni entuzijazam za ma-
tematiku uvjerio je studente i kolege da je matematika zabavna. Zbog toga
su ga studenti jako voljeli, a ¢esto su bili promatraci kada je eksperimentirao
s raznim idejama. S druge strane, Conway je promatrajuci studente i njihove
igre dolazio do novih spoznaja u matematici. Upravo je na taj nacin doSao
do Igre Zivota, svojeg najpoznatijeg i najpopularnijeg algoritma. Ono sto
je Igru zivota ucinilo tako popularnom bila je upravo njezina jednostavnost,
odnosno jednostavno definirana pravila koja je karakteriziraju. Igra zivota
opisuje odvijanje zivota koj ukljucuje radanje, trajanje zivota i njegov kraj
Sto je Conway postigao vrlo jednostavnim skupom pravila koja su razumljiva
svakome, ¢ak i nekome tko nema matematicko obrazovanje. U ono vrijeme
igru su posebno voljeli programeri pocetnici koji su uzivali na racunalima
gledati kako se mjenjaju polja nakon pokretanja pocetnog stanja. Igru je
mogao svatko igrati i bila je razumljiva svima. Ono Sto je takoder ljude
odusevljavalo je bila povezanost igre sa stvarnim zivotom.

Conwayjeva veli¢ina bila je u njegovoj jednostavnosti: u naoko jednos-
tavnim i uobic¢ajenim pojavama i zakonitostima pronalazio je matematicka
otkri¢a koja su se proucavala godinama poslije. Na sli¢an nacin je proucavao
i Problem andela, odnosno igru Andeo © vrag, problem Sudnjeg dana i mnoge
druge probleme kojima se bavio.

Conway je bio jako znatizeljan i izrazito predan matematici. Njegov rad i
vrijeme koje je posvetio znanosti rezultiralo je bogatom ostavstinom u svijetu
matematike. Mali dio njegovog velikog doprinosa pokusat ¢emo prenijeti u
ovome radu.



2 Biografija

John Conway roden je 26. prosinca 1937. u Liverpoolu u Engleskoj. Njegovi
roditelji bili su Agnes Boyce i Cyril Horton Conway. Johnov otac bio je
asistent u kemijskom laboratoriju. John je imao dvije sestre, Sylviu i Joan.
U vrlo ranoj dobi, John se zainteresirao za matematiku. Njegova majka je
govorila kako je ve¢ s 4 godine znao recitirati potencije broja 2. Djetinjstvo
mu je bilo dosta tesko jer je odrastao u vrijeme ratne oskudice. U osnovnoj
skoli John je bio izvanredan ucenik i najbolji u gotovo svakom razredu. Veé
na razgovoru prije srednje Skole Conway je rekao da zeli biti matematic¢ar na
Cambridgeu. U srednjoj skoli je u matematici bio daleko ispred svih ucenika
u razredu. Pokazivao je velike interese i za astronomiju. Nakon §to je zavrsio
srednju skolu, upisuje matematiku na Sveucilistu Cambridge ([1], [2]).

Slika 1: John Horton Conway

Tijekom godina studiranja Conway je zavolio matematicke igre te je pos-
tao strastveni igra¢ tavle (eng. backgammon). Kao student diplomskog stu-
dija bio je ukljuc¢en u sveucilisne matematicke klubove: New Pytagoreans i
Archimedeans, kojima je ¢esto davao doprinose vlastitim istrazivanjima, za-



nemarujué¢i ponekad svoja predavanja. U to vrijeme upoznao je britanskog
matematicara Michaela Guya! koji je bio student preddiplomskog studija
matematike i s kojim je Conway puno suradivao. Zajedno su klasificirali sva
moguca rjeSenja Soma kocke danskog matematicara Pieta Heina.

Slika 2: a) Soma kocka sastoji se od 3 x 3 x 3 jedini¢ne kocke, obojanih u dvije
boje pri ¢emu je smedih 13, a bijelih 14. b) 7 dijelova Soma kocke sastoje se
od svih mogué¢ih kombinacija 3 ili 4 jedini¢ne kocke pri ¢emu svaki dio ima
barem jedan unutarnji kut.

Conway i Guy su otkrili da postoji to¢no 240 razli¢itih nacina na koje se
kocka moze sastaviti. Nacrtali su graf (Somap) s 240 vrhova koji odgovaraju
rjeSenjima. Bridovi koji spajaju dva vrha su poveznica izmedu dva odgovara-
juca rjesenja koja se mogu dobiti jedno iz drugoga povlac¢enjem, zakretanjem
i ponovnim umetanjem dvaju dijelova. Graf je sadrzavao jednu povezanu
komponentu od 239 rjeSenja i jedno izolirano rjesenje. Uz to, za vrijeme
studiranja, Conway i Guy dali su potpunu listu konveksnih uniformnih 4-
dimenzionalnih Arhimedovih politopa ([3]). Tek je 2004. godine formalno
dokazano da je Conway-Guyev skup konveksnih uniformnih 4 - dimenzional-
nih Arhimedovih politopa potpun ([4]).

John je diplomirao matematiku 1959. godine, ali njegova ukljuc¢enost u
mnoge izvannastavne matematicke aktivnosti dovela je do toga da nije posti-
gao konacne rezultate Matematickog Triposa koje je oc¢ekivao. Matematicki
Tripos drugi je naziv za preddiplomski studij matematike na Cambridgeu koji
moze biti trogodisnji ili cetverogodisnji. Kako bi se pohadalo ¢etvrtu godinu,

"Michael J. T. Guy (1943.) britanski je ra¢unalni znanstvenik i matematicar. Poznat
je po ranom radu na rac¢unalnim sustavima, kao $to je sustav Phoenix na Sveudilistu u
Cambridgeu, te po doprinosima teoriji brojeva, ra¢unalnoj algebri i teoriji poliedra u visSim
dimenzijama.



potrebno je posti¢i jako dobre rezultate u tre¢oj godini. Medutim, britanski
matematicar Cristopher Zeeman prepoznao je njegovu urodenu briljantnost
i potpunu predanost matematici, podrzavsi njegov napredak do doktorata.

Conwaya je za studenta istrazivaca na doktorskom studiju uzeo Harold
Davenport? te su proucavali probleme u teoriji brojeva. Od Harolda je dobio
zadatak da pronade rjesenje Waringovog problema za pete potencije. Naime,
Waringov problem dobio je ime po engleskom matematicaru Edgaru Waringu
koji ga je postavio 1770. godine. Waring je postavio tvdnju da se svaki priro-
dan broj moze zapisati kao suma Cetiri kvadrata, devet kubova i 19 ¢etvrtih
potencija te opéenito da svaki prirodan broj mozemo zapisati u obliku sume
fiksnog broja k-tih potencija za svaki pozitivan broj k. No, sve te tvrdnje su
bile samo slutnje. Waringov problem glasi ovako:

Teorem 2.1 (Waringov problem) Za svaki k > 0 postoji pozitivan cijeli
broj s (koji ovisi samo o k) takav da se svaki pozitivan cijeli broj moZe zapisati
u obliku sume od s nenegativnih k-tih potencija.

Conwayjev zadatak bio je rijesiti Waringov problem za k = 5. U pocetku
nije bio zainteresiran za rjeSavanje problema. No, nakon jednog sastanka s
Davenportom zainteresirao se za problem te godinu dana intenzivno radio
na rjesenju. Nakon godinu dana uspio je rijesiti problem star skoro 200 go-
dina i bio je izrazito ponosan na tu ¢injenicu. Medutim, Davenport nije bio
zadovoljan dokazom te mu je savjetovao da se bavi nekim drugim granama
matematike. Conwayjev dokaz nikada nije sluzbeno objavljen jer je Conway
smatrao da u dokazu nije doprinio svojim idejama, nego je sve bila ideja Ed-
gara Waringa. Waringov problem za k = 5 dokazao je Jing-Run Chen 1964.
godine. Conway je doktorirao 1964. godine, a naslov doktorske disertacije
bio je Homogeni uredeni skupovi ([5]).

Nakon doktorata, imenovan je predavacem ¢iste matematike na Sveucili-
Stu u Cambridgeu. Iste godine izabran je i za stipendiju te se poceo baviti
matematickom logikom. Medutim, sam za sebe je rekao da se osje¢ao kao
da se ne bavi pravom matematikom te je postao vrlo depresivan. U tom
razdoblju Conway je objavio svoju prvu knjigu Regular Algebra and Finite
Machines (|6]). Njegov rad, veliki interes za matematiku te golemi talent bili
su ve¢ prepoznati unutar Sveucilista, ali jos uvijek nije postigao znacajniji
uspjeh.

2Harold Davenport (1907. - 1969.) bio je engleski matematicar koji se bavio teori-
jom brojeva. Specijalno, bavio se geometrijom brojeva, diofantskim aproksimacijama i
analitickom teorijom brojeva. Diplomirao je matematiku na Sveucilistu u Manchesteru, a
kasnije je stekao jo$ jednu diplomu iz matematike na Sveucilistu u Cambridgeu, $to je u
ono vrijeme bilo uobi¢ajeno.



2.1 Conwayjeva ¢udesna godina (annus mirabilis)

1968. godine Conway je dao neke od najznacajnijih doprinosa matematici
Sto je promijenilo njegov status u matematickom drustvu. Zbog toga je ovu
godinu ¢esto nazivao svojom ¢udesnom godinom (annus mirabilis) ([1]).

U to je vrijeme pozornost matematic¢ara bila usmjerena na podruéje ma-
tematike o kojem Conway nije znao gotovo nista, a koje ¢e imati ogroman
utjecaj na njegovu karijeru: pakiranje sfera u n-dimenzionalnom prostoru.
Udaljenost izmedu dviju toc¢aka u n-dimenzionalnom euklidskom prostoru
lako se definira proSirenjem poznatih 2D i 3D udaljenosti koje slijede ne-
posredno iz Pitagorina poucka. Prema tome, ako su x = (z1,x2,...,2,) i
y = (y1,Y2, - - -, Yn) dvije tocke u R™, tada je udaljenost izmedu toc¢aka x iy,
definirana kao

d(z,y) =/ (x1 — 11)? + (12 — 92)2 + - + (20 — yn)?-
Jedini¢na kugla kojoj je srediste a € R™, moze se definirati kao
B(a,1) ={z e R" | d(x,a) < 1},

odnosno, skup tocaka u R"™ ¢ija je udaljenost od sredista a manja od 1.
Postavlja se pitanje: koji dio od R™ mogu zauzeti jedini¢ne sfere koje se
ne preklapaju ako su rasporedene optimalno (tako da minimizuraju praznine
izmedu njih). Odgovor je jednostavan za n = 2, gdje su sfere krugovi, ali pos-
taje prilicno tezak ¢ak i za n = 3. Problem postaje rjesiv ako se ograni¢imo
na reSetkasta pakiranja gdje su srediSta sfera smjestena u tockama

{myas + moay + - -+ + mpa, | m; € 2},

pri ¢emu je aq,as,...,a, linearno nezavisan skup n vektora u R".

Medutim, ¢ak i s tim pravilnijim pakiranjem moze biti izuzetno tesko do-
kazati optimalnost pakiranja. Unato¢ tome, 1965. John Leech®, matemati-
¢ar s Cambridgea koji se bavio i ra¢unarstvom, proizveo je 24-dimenzionalnu
reSetku A koja je omoguéila izuzetno u¢inkovito pakiranje. Konstrukcija re-
Setke A temeljila se na bogatoj kombinatornoj strukturi Mathieuove grupe
Msy4 (|7]). Kompletna grupa simetrija od A je beskonacna jer sadrzi sve tran-
slacije za vektore resetke. Leech je promatrao podgrupu koja se sastoji od
svih simetrija koje fiksiraju ishodiste O. Leech je predvidio red spomenute
podgrupe do na faktor 2, ali nije mogao dokazati postojanje svih simetrija
koje je predvidio ([8]).

3John Leech (1926. - 1992.) britanski je matematicar koji se bavio teorijom brojeva,
geometrijom i kombinatornom teorijom grupa. Najpoznatiji je po Leechovoj resetki koja
je bila od velike vaznosti u teoriji kona¢nih jednostavnih grupa.



John McKay*, koji je u to vrijeme bio doktorand u Edinburghu i koji
je upoznao Conwaya na Medunarodnom kongresu matematic¢ara u Moskvi
1966., zainteresirao je Conwaya za Leechovu slutnju. Conway je pronaSao
jednostavnu dodatnu simetriju od A i red grupe koju ona generira zajedno s
monomijalnom grupom permutacija i promjena predznaka koristenih u kons-
trukciji A. On je dokazao da je to potpuna grupa simetrija od A (s fiksnim
ishodistem) te opisao jos neka bitna svojstva te grupe (|9]). Grupu je nazvao
-0, kako bi oznacio da stabilizira ishodiste O. U njegovu cast te grupe su
nazvane Conwayjeve grupe. Detaljniji uvid u ovaj dio njegovog proucavanja
moze se naci u knjizi Atlas of finite groups ([9]).

Naime, Conway je bio glavni od pet autora knjige Atlas of finite groups
ili kako su je skrac¢eno zvali samo Atlas. Proucavajuc¢i konacne grupe postao
je svjestan da ne postoji jedinstveni izvor informacija o grupama. Odlucio je
stoga napisati referentnu knjigu za to podrucje matematike. Knjiga je dobila
ime Atlas jer su razne beskonacne familije grupa predstavljale kontinente, iz
kojih je lako bilo uociti odredenu zemlju, odnosno grupu unutar te familije.
Sporadi¢ne su grupe bile otoci, a neke od njih su tvorile i arhipelage. Dvije
najvaznije informacije dostupne u knjizi bile su tablica s oznakama grupa i
maksimalne podgrupe. U ovoj knjizi Conway je skupa s koautorima objedinio
sve §to se u tom trenutku znalo o kona¢nim grupama, $to nam opet govori o
kakvom je znalcu i matematicaru rije¢ ([1]).

Ubrzo nakon toga, 1970. godine, Conway je osmislio Igru zivota. Koris-
te¢i Go ploéu® Conway je konstruirao stani¢ni automat u kojem su istaknuti
kvadrati na plo¢i "zivi". U svakoj iducoj generaciji neki od njih bi "umrli"
zbog prenapucenosti, dok bi novi bili "rodeni". Igra zivota vrlo brzo je pre-
rasla 19 x 19 Go plocu. Siru popularnost igra je stekla nakon $to joj je
Martin Gartner posvetio svoju kolumnu u Recreational mathematics u ca-
sopisu Scientific American. Gardner je takoder tvrdio kako je igra otvorila
novo veliko polje za matematicka istrazivanja (|10]). Mnogi su govorili da je
u 1970. godini vise racunalnog vremena bilo posveéeno Igri Zivota nego bilo
kojoj drugoj pojedinacnoj aktivnosti.

Conway je 1972. godine osmislio jos jednu vrstu igre koju je nazvao Sudnyji
dan. Sudnji dan je algoritam pomocu kojeg mozemo odrediti koji je dan u
tjednu proizvoljni datum. Conway je sebi postavio cilj da ¢e udvostruciti

4John McKay (1939. - 2022.) bio je britansko - kanadski matemati¢ar i akademik koji je
radio na Sveucilistu Concordia u Montrealu u Kanadi. McKay se bavio svojstvima konaé-
nih grupa, njihovim reprezentacijama i simetrijama. Svjetski je poznat po McKayejevoj
korespondenciji te Nevjerojatnoj mjesecini.

>Go plo¢a sluzi za igranje strateske drustvene igre Go porijeklom iz Kine u kojoj je cilj
okruziti vise teritorija od protivnika. Sastoji se od 19 x 19 mreze linija koja sadrzi 361
tocku.



Slika 3: Pet autora Atlasa na konferenciji Atlas 10 Years On odrzanoj u
Birminghamu 1985. skupa s tortom koja predstavlja knjigu ([1])

svoju brzinu odredivanja dana u tjednu svakih 5 godina za 10 datuma u nizu.
Brzinu je vjezbao na nacin da mu racunalo, prije nego poc¢ne s radom, izbaci
10 nasumi¢nih datuma iz proslosti i buducénosti, a Conway mora izrac¢unati
koji ¢e to biti dan u tjednu. Njegov rekord 1993. godine iznosio je 15.92
sekunde za izra¢unavanje svih 10 datuma, odnosno otprilike 1.5 sekundi za
svaki datum. Conwayu je to osim zabave bila i strategija da odrzi svoj mozak
oStrim 1 sprijeci starenje koje ga je sve vise brinulo ([11]).

Jos jedno otkriée po kojem je Conway poznat su nadrealni brojevi (Surreal
numbers). Conway ih je smatrao svojim najznacajnijim otkri¢em te je zivio u
nadi da ¢e nadrealni brojevi ipak dobiti univerzalno priznanje koje zasluzuju.
Oni su nastali tako sto je Conway proucavao igre dvojice igraca Goa te otkrio
da se neke igre ponasaju kao brojevi.

Nadrealne brojeve publici je predstavio Donald Knuth u svojoj mate-
matickoj noveli Surreal numbers: How Two Ez-students Turned on to Pure
Mathematics and Found Total Happiness ([12]). U spomenutoj noveli, dvoje
diplomiranih kolega, Bill i Alice, nasukani su na pustom otoku te pronalaze
drevni kamen s misterioznim natpisom, "U pocetku je sve bilo unisteno, a
J.H. Conway je poceo stvarati brojeve". Bill i Alice zatim provode dane ra-
deéi na natpisima na kamenu kako bi otkrili teoriju koja se krije u pozadini
nadrealnih brojeva ([13]).

Svaki nadrealni broj stvoren je na odredeni dan i odgovara dvama skupo-
vima brojeva. Za svaki nadrealni broj x pisemo x = { X | Xg} pri ¢emu X i

10



Xg zovemo redom lijevi i desni skupovi od x. Nadrealne brojeve oznac¢avamo
sa S, a temelje se na 2 aksioma koja je Conway definirao ([13]).

Aksiom 2.1 Swvaki broj odgovara dvama skupovima prethodno stvorenih bro-
jeva tako da ne postoji element lijevog skupa koji je veci ili jednak bilo kojem
elementu desnog skupa.

Dakle, ako je v = {X | Xg}, tada za Vo, € X, 1Vag € Xg vrijedi 2, # p.
Pisemo to kao X # Xg. Drugim aksiomom definirana je relacija biti manji
od (<) izmedu dva nadrealna broja.

Aksiom 2.2 Jedan broj je mangi ili jednak od drugog broja ako i samo ako
ne postojgi element lijevog skupa prvog broja koji je veci ili jednak od drugog
broja i ne postojgi element desnog skupa drugog broja koji je mangi ili jednak
od prvog broja.

Dakle, v = {X | Xp} <y={Y. | Yr} <= X, FyiYr <L

Prema tome, na nulti dan definiramo nulu kao 0 = {(} | #} ili jednostavnije
0 = {|}. Sada kada smo stvorili prvi nadrealni broj, mozemo stvarati nove u
sljede¢em danu, danu 1. Stavimo li 0 umjesto lijevog ili desnog skupa broja,
dobivamo dva nova broja z = {0 |} iy = {| 0} pri ¢emu jez =1, ay = —1.
Svaki novi broj mora biti konzistentan s dva aksioma kojima smo definirali
nadrealne brojeve. Na slican nac¢in bismo u danu 2 stvorili 17 novih brojeva
i tako dalje (|13]).

Nadrealne brojeve mozemo povezati s Dedekindovim rezovima®. Uloga
Dedekindovih rezova je konstrukcija skupa realnih brojeva pomocu skupa
racionalnih brojeva. Dedekindova metoda dijeli racionalne brojeve u dva
skupa a i g tako da nijedan element iz « nije veéi od bilo kojeg elementa
iz 8. Dedekindov rez je uredeni par (a, 3) dva skupa, a ("lijevi" ili "donji"
skup) i B ("desni" ili "gornji" skup), o, f C Q, koji zadovoljavaju uvjete:

6

1. Svaki racionalni broj pripada jednom od dva skupa «, 5.

2. a, B #0.

3. Svaki element iz o je manji od svakog elementa iz 3.

4.  nema najmanji element.

5Dedekindovi rezovi dobili su ime po njemackom matemati¢aru Richardu Dedekindu
(1831. - 1916.) koji je dao veliki doprinos teoriji brojeva, apstraktnoj algebri i aksiomat-
skim temeljima aritmetike.
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Svaki je rez jedinstveno odreden svojim lijevim i desnim skupom od kojih
jedan odreduje drugi ([14]).

U svojoj knjizi On numbers and games ([15]) Conway govori da je njegova
metoda konstrukcije nadrealnih brojeva puno jednostavniji i opéenitiji slucaj
Dedekindove metode. Glavna kritika Dedekindove metode je Sto se ocekuje
da su racionalni brojevi veé¢ konstruirani na neki drugi nacin ([15]).

Godine 1982. Conway je postavio Problem andela (The Angel problem).
Problem se prvi puta pojavio u Conwayjevoj knjizi Winning Ways for Your
Mathematical Plays ([16]) pod naslovom Andeo i izjelica kvadrata ( The angel
and the square-eater). Andeo ima odredenu mo¢ koja mu govori koliko polja
na beskona¢noj Sahovskoj plo¢i moze preskociti. Ako je andeo mo¢i 1, onda
se krec¢e poput Sahovskog kralja. Vrag moze pojesti bilo koje polje na ploci.
Pitanje je tko od ova dva igraca pobjeduje? Vrag pobjeduje ako okruzi andela
pojedenim poljima tako da andeo ne moze vise napraviti nijedan korak, a
andeo pobjeduje ako se moze nastaviti kretati zauvijek ([17]).

Inace, Conway je bio pomalo neuredan, stolovi su mu c¢esto bili puni
papira, knjiga, biljeski, modela. Soba na fakultetu mu je bila u slicnom
stanju. Znalo mu se dogoditi da unato¢ izvrsnom pamdcenju ne moze naci
papiri¢ s vaznim rezultatom koji je otkrio prije nekoliko dana, a nije zabiljezen
nigdje.

i—.—?
ﬁtﬁ‘ ) A

’/

g
74

Piag/NYT/Redux/eyevine

~

- L\

Slika 4: Conwayjev ured na Sveucilistu

Conway je 1986. godine napustio Cambridge i prihvatio imenovanje na
Katedri za matematiku Johna Von Neumanna na Princetonu u Sjedinjenim
Americkim Drzavama, gdje je velik dio njegova rada bio usmjeren na geome-
triju. Johnov razigrani pristup matematici osvojio je njegove nove kolege
na Princetonu te je John potaknuo odli¢nu atmosferu koja je na Sveucilistu
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nedostajala ([1]).

Tijekom zivota Conway je bio jako zainteresiran za teoriju brojeva i ni-
kada ga interes nije napustio. Godine 1998. objavio je Senzualne (kvadratne)
forme (Sensual (quadratic) form) ([18]). Skupa s americkim matemati¢arom
Williamom Alanom Scheenbergerom proucavao je kvadratne forme i u neo-
bjavljenom djelu dokazali su teorem 15, kako su ga sami nazvali. Teorem 15
glasi ovako:

Teorem 2.2 (Teorem 15) Ako pozitivno definitna kvadratna forma cija se
matrica sastoji od cijelih brojeva predstavlja svaki pozitivni cijeli broj do 15,
tada ona predstavlja i svaki pozitivni cijeli broj.

Conway je pretpostavio da bi slican rezultat vrijedio za integralne kvadratne
forme. Pretpostavku je dokazao Manjul Bhargava 2005. godine, samo $to je
broj 15 zamijenjen s brojem 290 ([19]).

Mozda najnoviji rad po kojem je Conway poznat je Teorem slobodne volje
(Free will theorem) na kojem je radio skupa sa Simonom Kochenom?. To je
Conwayu bio izvanredan pomak u svijetu teorijske fizike, ali i filozofije jer je
teorem imao puno filozofskih aspekata. Teorem slobodne volje tvrdi da ako
imamo slobodnu volju tako da na nase ponaSanje ne utjece proslost, tj. nije
deterministicko, takvo ponasanje moraju imati i neke elementarne Cestice.
Dokaz teorema se temeljio na 3 aksioma (Spin, Twin i Fin) ([20]).

Tijekom svoje matematicke karijere Conway je dobio mnoge nagrade i
priznanja za svoja postignuéa. Londonsko matematicko drustvo mu je dodi-
jelilo Berwickovu nagradu 1971. godine. Dobitnik je i Nemmersove nagrade
za matematiku Sveudilista Northwestern (1998.) te nagrade Leroy P. Ste-
ele Americkog matematickog drustva za matematicka izlaganja (2000.). U
ozujku 1981. izabran je za ¢lana kraljevskog drustva u Londonu, a 1992.
za Clana Americke akademije znanosti i umjetnosti. Godine 2001. dobio je
pocasnu diplomu Sveu¢ilista u Liverpoolu ([1]).

Conway se zenio 3 puta. Sa svojom prvom Zenom Eileen ozenio se 1961.
godine te imao 4 kéeri. The Guardian pise da je datume rodenja svoje djece
pamtio kao "60-Fibs", buduéi da su rodeni 1960. godine plus Fibbonaccijevi
brojevi, tj. 1960.+ 2, 1960. + 3, 1960. + 5, 1960. + 8 ([11]). Kada se Conway
preselio u SAD, rastao se od Eileen te se ozenio s Larissom Queen, s kojom
je napisao niz radova i s kojom je imao 2 sina: Alexa i Olivera. Brak Johna i
Larisse zavrsio je 1992. godine te je usao u tezak period svoga zivota tijekom

"Simon Bernhard Kochen (1934.) kanadski je matematicar koji se bavio teorijom mo-
dela, teorijom brojeva i kvantnom mehanikom. Doktorirao je na Sveucilistu Princeton na
kojem trenutno nosi zvanje profesor emeritus. Dobitnik je sedme nagrade Frank Nelson
Cole za teoriju brojeva.

13



kojega je pokusao i samoubojstvo. Cesto je kasnije u svojim predavanjima
spominjao taj dogadaj kako bi se na taj nacin sto bolje nosio s time. Takoder,
imao je i ozbiljnih zdravstvenih problema poput sré¢anih i mozdanih udara.
Nakon jedne duze veze, upoznao je svoju tre¢u buduéu suprugu Dianu s kojoj
je imao sina Garetha rodenog 2001. godine. Tako su se John i Diana rastali
2008. godine, ona je zivjela blizu njega i ostali su u bliskim odnosima. Diana
i Gareth bili su velika podrska kada se Johnovo zdravlje narusilo posljednjih
godina njegova zivota. John Horton Conway umro je 11. travnja 2020.
godine u New Jerseyu u SAD-u od Covida 19 u dobi od 82 godine ([1]).
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3 Igra zivota

Igra zivota jedno je od najpoznatijih postignué¢a Johna Conwaya. Igra zivota
poznata je i pod jednostavnim nazivom "Zivot".

3.1 Osnovna ideja

Igra zivota stani¢ni je automat koji je osmislio John Conway. Stani¢ni auto-
mat je skup stanica na pravilnoj reSetci proizvoljne dimenzionalnosti. Na
primjer, 2-dimenzionalni stani¢ni prostor izgleda kao beskonac¢no velik ko-
mad papira s kvadrati¢cima gdje svaki kvadrati¢ predstavlja jednu stanicu.
Svaka stanica je u jednom od konacnog broja stanja. Stanje u kojem se
nalazi pojedina stanica mijenja se u regularnim vremenskim intervalima (ko-
racima). Svako novo stanje dane stanice definirano je odredenim skupom
pravila koja uzimaju u obzir njeno trenutno stanje kao i stanja stanica oko
nje (njenih susjeda), tj. pravilo je lokalno i vrijedi generalno za sve stanice

(121]).

L L]
L
L)L
L)L

|
|
|
|

Slika 5: Primjeri stani¢nih prostora u jednoj, dvije i tri dimenzije (|21]).

3.2 Povijest

Stani¢ne prostore prvi je otkrio John von Neumann®. 1950-ih godina Ne-
umann je pokusao pronaci samoreplicirajucée strojeve, tj. najjednostavnije

8John von Neumann (1903. - 1957.) bio je ameri¢ki matematicar koji je osim matema-
tike studiorao fiziku i kemiju. DoSao je do vaznih otkri¢a u razli¢itim granama teorijske
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strojeve koji bi mogli sami sebe replicirati. Najprije je radio s diferencijal-
nim jednadzbama sve dok njegov poljski kolega Stanislav Ulam nije predlo-
zio drugaciji model, slican prostorima resetki koje je koristio za proucavanje
kristala. Ta promjena je dovela do znacajnog pojednostavljenja stani¢nih
automata i prostora. Von Neumann je shvatio da bi dvodimenzionalni model
bio dovoljan kao koncept za stani¢ni prostor. U svom 2-dimenzionalnom mo-
delu formirao je stani¢ni prostor od stanica koje su mogle biti u jednom od
nekoliko moguéih stanja. Svaka stanica bi promijenila svoje stanje u skladu
s lokalnim pravilom koje izracunava novo stanje kao funkciju cetiri najblize
susjedne stanice (Cetiri najblize stanice jos se nazivaju ortogonalni susjedi, a
ova vrsta susjedstva sada se naziva "von Neumannovo" susjedstvo (Slika 6)).

No samo-replikacija nije bila sve, von Neumann je od svog stroja trazio
dva svojstva: univerzalno ra¢unanje i univerzalna konstrukcija. Univerzalno
ra¢unanje osiguralo bi da automati koje je Neumann konstruirao ne budu
trivijalni, odnosno konstrukcije u stani¢nom prostoru bile bi sposobne izra-
¢unati bilo koju izra¢unljivu funkciju. Najjednostavniji nac¢in dokazivanja
univerzalnog ra¢unanja bio je pokazivanje da se Turingov stroj moze izgra-
diti u stani¢nom prostoru. Univerzalna konstrukcija bila je osnova za sa-
moreplikaciju i omogucavala je izgradnju automata koji moze stvarati druge
konstrukcije u stani¢énom prostoru.

Tako je von Neumann razvio jezgru svojih samoreplicirajucih strojeva, ot-
kri¢e nije dovrsio. Potpuni model objavio je Arthur W. Burks nakon njegove
smrti 1966. godine (|21]).

Slika 6: Ortogonalni susjedi: Dy i D3, Dy i Dy

Istim podruc¢jem matematike bavio se i britanski rac¢unalni znanstvenik

i primijenjene matematike, a smatra se i jednim od osnivaca teorija igara. Takoder, pro-
ucavao je logiku elektronickih ra¢unala, sudjelovao u konstrukciji superra¢unala ENTAC
te projektu atomske bombe.
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Edgar F. Codd®. On je saZeo svoje istrazivanje zahtjeva za univerzalnim ra-
¢unanjem i konstrukcijom i pokazao da ne postoji stani¢ni prostor s 2 stanja
i lokalnim pravilom koji koristi von Neumannovo susjedstvo, a ima svojstvo
univerzalnosti. Nakon toga, Codd nastavlja razvijati stani¢ni prostor koji
pokazuje univerzalnost, ali ima jednostavnija pravila od von Neumannova
prostora (Coddov stani¢ni automat (|22])). Pokazao je kako se i univerzalno
rac¢unanje i univerzalna konstrukcija mogu ostvariti u njegovom jednostavni-
jem prostoru. Takoder, prvi je koji isprobava svoje stani¢ne automate online,
tj. na raCunalnom terminalu ([21]).

Vrlo brzo nakon Coddovih eksperimenata John Conway smislja jos jedan
stani¢ni prostor kojeg naziva Igra zivota. Igra zivota bila je otkrice jer je
to jedan od najjednostavnijih stani¢nih prostora koji posjeduje univerzalno
rac¢unanje i univerzalnu konstrukciju, iako ta ¢injenica nije bila poznata kada
je Igra prvi put objavljena. Premda je Conway pri konstrukciji pravila za
svoj stani¢ni prostor htio omoguciti slozenu interakciju, prava sloZenost i
brojnost konstrukcija otkivena je tek nakon S$to su pravila za prostor postav-
ljena. S druge strane, to nije bio sluc¢aj kod von Neumannna i Codda. Za
razliku od von Neumannovih i Coddovih pravila koja su razmatrala samo
susjede na odredenim pozicijama, Conwayjeva pravila nisu uzimala u obzir
pozicije susjeda, nego samo broj susjeda u odredenom stanju. Na taj nacin
su Conwayjeva pravila bila opcenitija te puno jednostavnija od spomenutih
Coddovih i von Neumannovih ([21]).

3.3 Osnovni pojmovi

Uvedimo osnovne definicije nuzne za konstrukciju i razumijevanje Igre zivota.

Definicija 3.1 Stanicéni prostor je resetkasti prostor koji se sastoji od sta-
nica. Svaka stanica nalazi se u jednom od prethodno definiranih stanja.

Definicija 3.2 Stanicéni automat je struktura izgradena u stanicnom pros-
toru, tj. automat izgraden od stanica.

Pojmovi stani¢ni prostor i stani¢ni automat se ponekad poistovjecuju.

Definicija 3.3 Stanica je pojedinacni element stanicnog prostora, odnosno
najmanga jedinica prostora.

Definicija 3.4 Susjedstvo neke stanice c¢ine stanice koje ju okruzuju i utjecu
na njezino sljedece stanje.

9Edgar Frank Codd (1932. - 2003.) bio je engleski ra¢unalni znanstvenik koji je izumio
relacijski model za upravljanje relacijskim bazama podataka. Takoder, poznat je i po
Alpha jeziku, izvornom jeziku baze podataka kojeg je predloZio.
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Definicija 3.5 Lokalno pravilo je pravilo koje regulira prijelaz izmedu sta-
nja.

Napomena 3.1 Pravilo se zove "lokalno” jer koristi samo susjedne stanice
za odredivanje novog stanja.

PonaSanje stani¢nog prostora zavisi od izbora susjedstva.

Definicija 3.6 Konfiguracija je trenutni prikaz svih stanja stanica, a pred-
stavlja jednu tocku u vremenu.

Najcesce, kada govorimo o konfiguraciji, mislimo na pocetnu tocku ili rezultat
pokretanja stani¢nog prostora.

Definicija 3.7 Medukonfiguraciju, odnosno jedan korak u evoluciji stanic-
nog prostora nazivamo generacija.

U evoluciji stani¢nog prostora, vrijeme koje prolazi mjeri se u generacijama.

3.4 Pravila

Spomenuli smo veé¢ da Conwayjeva pravila nisu uzimala u obzir pozicije su-
sjeda, nego samo broj susjeda u odredenom stanju. Svaka stanica ima dva
stanja, zivo i mrtvo, te se sastoji od 8 susjednih stanica koje ¢ine njezino
susjedstvo. Dakle, ukupno imamo 9 stanica koje promatramo te prema tome
29(512) razli¢itih kombinacija Zivih i mrtvih susjeda. Svaka kombinacija moze
se razviti na svoj nadin rezultirajuéi tako brojem od 22 razlicitih pravila.
Pravila su sljedeca:

1. Svaka ziva stanica s manje od dva ziva susjeda umire zbog usamljenosti.
2. Svaka ziva stanica s dva ili tri Ziva susjeda zivi do sljedeée generacije.
3. Svaka ziva stanica s viSe od tri Ziva susjeda umire zbog prenaseljenosti.

4. Svaka mrtva stanica s to¢no tri Ziva susjeda postaje ziva zbog razmno-
Zavanja.

Pocetno stanje ili uzorak ¢ini sjeme cijelog sustava koji se kasnije razvija.
Radanje i umiranje stanica se dogada istovremeno kao i primjena pravila na
svaku stanicu bila ona ziva ili mrtva. Igra zivota je dobila ime po tome Sto
stanice simboliziraju zivuce organizme koji trebaju susjede kako bi prezivjeli.
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Slika 7: Pravila Igre zivota (|21])

3.5 Primjeri uzoraka

U Igri zivota postoje razli¢ite vrste uzoraka koje dijelimo prema njihovom
ponasSanju.

Prvi od njih su stabilni oblici (mrtva priroda) ili stani¢ni organizmi kako
ih je Conway nazivao (eng. still life). Oni se ne mjenjaju s generacije na
generaciju. Od stabilnih oblika najpoznatiji su: blok (eng. block), pcelinja
kosnica (eng. bee hive) i jezero (eng. pond) (Slika 8). Oni su jednaki kao i
pocetni uzorak te se ne mijenjaju.

a) b) <)

Slika 8: a) blok, b) péelinja kosnica i c) jezero

Sljedeca stanja su oscilatori (eng. oscillators) koji se vracaju u pocetno
stanje nakon konac¢nog broja generacija. Zbog toga razlikujemo oscilatore
npr. perioda 2 i perioda 3. Oscilator perioda 2 nakon 2 generacije opet
dolazi u pocetno stanje dok oscilator perioda 3 nakon 3 generaciju poprima
pocetno stanje. Od oscilatora perioda 2 najpoznatiji su: Zzmigavac (eng.
blinker), krastacu (eng. toad) i svjetionik (eng. beacon). Najéesci oscilator
perioda 3 je Pulsar kojeg je John Conway otkrio 1970. godine (Slika 9).
Postoje i oscilatori s periodima 4, 8, 14, 15, 30 i mnogi drugi.
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Slika 9: Pulsar perioda 3

Jo§ jedna skupina uzoraka Igre Zivota su svemirski brodovi (eng. space-
ships) koji se sami prenose preko mreze i tako u beskona¢nost. Najpoznatiji
svemirski brodovi su kliza¢ (eng. glider) koji ima period 4 te lagani, srednji i
teski svemirski brod (eng. lightweight, middleweight i heavyweight spaceship)
(Slika 10) (]23], [24]).

Postoje i sluc¢ajevi kad uzorak potpuno izumire, tj. sve zive stanice iSce-
zavaju, no to nam nije toliko zanimljivo, i obi¢no kada nam se to dogoditi
zaklju¢imo da nam pocetno stanje nije bilo odgovarajuce.

a) b) ) d)

Slika 10: a) Cetiri oblika kliza¢a, b) lagani, c¢) srednji i d) teski svemirski brod

Conway je izvorno pretpostavio da nijedan uzorak ne moze rasti besko-
nac¢no. Drugim rije¢ima, populacija proizvoljnog pocetnog uzorka s konac-
nim brojem zivih stanica ne moze rasti preko nekog konac¢nog broja zivih
stanica. Matematicki, mozemo reé¢i da je kardinalni broj skupa zivih stanica
nekog uzorka u svim generacijama konacan. Conway je ¢ak te 1970. godine
ponudio i nagradu onome tko do kraja godine dokaze ili opovrgne njegovu
pretpostavku. Nagradu je osvojio u studenom iste godine tim s Instituta za
tehnologiju Massachusetts koji je bio predvoden Bilom Gosperom. Uzorak
je nazvan Gosperov pistolj klizaca (eng. Gosper glider gun) te je bio prvi
poznati kona¢ni uzorak s neograni¢enim rastom, tj. broj zivih stanica ovog
uzorka raste neogranic¢eno. Gosperov pistolj klizaca (Slika 11) u 15. genera-
ciji proizvodi prvi kliza¢, a onda svake 30. generacije nakon toga novi klizac.
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Kasnije su pronadeni i uzorci s manjim pocetnim brojem zivih stanica koji
su mogli takoder rasti neograniceno ([24]).

Slika 11: Gosperov pistolj klizaca

3.6 Nepredvidivost Igre Zivota

Postoji 1li neki nac¢in da se predvidi sudbina uzorka Igre zivota? Hoce li
uzorak na kraju potpuno nestati, ili mozda postati stabilan, ili oscilirati, ili
se prenositi preko ravnine, ili se mozda neogranic¢eno progsiriti? Odgovoriti na
ovakva pitanja je jako tesko. Kao primjer pogledajmo jednostavnu pocetnu
konfiguraciju - ravnu crtu koja se sastoji od n zivih stanica:

Primjer 3.1

n=1ili2 Uzorak odmah nestaje jer se sastoji od jedne ili dvije Zive
stanice. Prema Conwayjevim pravilima one umiru od usam-
ljenosti jer svaka od njih ima manje od dva ziva susjeda, a
nijedna druga stanica ne moze ozivjeti.

n=3 Uzorak je zmigavac (oscilator perioda 2) koji se iz konfigu-
racije od 3 vodoravno spojene Zive stanice pretvara u konfi-
guraciju od 3 vertikalno spojene zive stanice (Slika 12).

n=4 Uzorak postaje pcelinja kosnica nakon 2 generacije (Slika
13).

n=>5 Uzorak se pretvara u semafor (eng. traffic lights) koji se
sastoji od 4 zmigavca ( Slika 14).

n==~6 Uzorak nestaje nakon 12. generacije
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n==1
n=2~8
n=9
n =10
n=11
n =12
n =13
n=141li 15
n =16
n=17
n=181li 19
n =20

Uzorak se u 14. generaciji pretvori u farmu meda '° (eng.
honey farm)

Uzorak se u 48. generaciji pretvori u 4 bloka i 4 pcelinje
kosnice

Uzorak se u 20. generaciji pretvori u dva semafora

Uzorak se u 2. generaciji pretvori u oscilator perioda 15 (eng.
pentadecathlon)

Uzorak se u 15. generaciji pretvori u 2 zZmigavca

Uzorak se u 15. generaciji pretvori u 2 pcelinje kosnice
Uzorak se u 24. generaciji pretvori u 2 zZmigavca

Uzorak nestaje u 28., odnosno 40. generaciji

Uzorak se u 32. generaciji pretvori u 8 zZmigavaca

Uzorak se u 24. generaciji pretvori u 4 bloka

Uzorak nestaje u 20., odnosno 25. generaciji

Uzorak se u 20. generaciji pretvori u samo 2 bloka

Pocetni uzorak 1. gen.

Slika 12: Za n = 3 uzorak je zmigavac

Uoc¢imo da i kada pratimo jednostavne uzorke koji poc¢inju s jako malim
brojem zivih stanica i dalje nije lako predvidjeti $to ¢e se dogoditi s uzor-
kom. Ova nepredvidivost Igre Zivota ujedno je i razlog njezine zanimljivosti
i intrigantnosti koju pobuduje. Conway u svojoj knjizi Winning Ways for
Your Mathematical plays (|24]) zakljucuje odlomak o nepredvidivosti Igre Zi-
vota recenicom: "Zivot (Igra Zivota) je stvarno nepredvidiv!" (Life is really

unpredictable!).

3.7 Edenski vrtovi

Postoje konfiguracije koje mogu biti samo pocetno stanje, odnosno ne postoje
konfiguracije iz kojih su nastale (nemaju roditelje). Takve konfiguracije na-
zvane su Edenski vrtovi (eng. Gardens of Eden) jer su stvorene "niotkuda",

10Farma meda sadrzi 4 péelinje kognice
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Pocetni
uzorak 1. gen. 2. gen.

Slika 13: Za n = 4 uzorak u 2. generaciji postaje pcelinja koSnica

Pocetni
uzorak 1. gen. 2.gen. 3.gen. 4. gen. 5. gen. 6. gen. 7.gen.

Slika 14: Za n = 5 uzorak u 7. generaciji postaje semafor

poput prvih ljudi Adama i Eve koji su zivjeli u Edenskom vrtu. Pokazat ¢emo
da takva konfiguracija postoji unutar kvadrata (5n—2) x (5n—2), za dovoljno
veliki n. Kao potencijalne roditelje bit ¢e dovoljno promatrati konfiguracije
na kvadratu 5n x 5n. Promotrimo sada komponentu 5 x 5. Primjetimo da,
ukoliko je komponenta prazna, mozemo je zamijeniti komponentom koja ima
jednu zivu stanicu u centru (Slika 15), bez utjecaja na sljedeée generacije.
Time smo smanjili broj mogué¢ih konfiguracija potencijalnih roditelja s 925n?

Slika 15: Dvije sli¢ne komponente 5 x 5

na:
(225 N 1)n2 _ 224.999999957004337...-n2

u bn x 5n kvadratu. Medutim, u (5n — 2) x (5n — 2) kvadratu ima

2(5n—2)2 — 925n?—20n+4
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mogucih konfiguracija. Stoga, ako za neki n vrijedi da je
24.999999957004337... - n? < 25n% — 20n + 4,

odnosno da je broj konfiguracija potencijalnih roditelja u 5n x 5n kvadratu
manji od broja svih konfiguracija u (5n — 2) x (5n — 2) kvadratu, onda
sigurno bar jedna od konfiguracija na manjem kvadratu nece imati roditelja.
Rjesavanjem ove kvadratne nejednadzbe dobivamo da nejednakost vrijedi za
n < 465163200. Iz ovoga slijedi da se unutar 2325816000 x 2325816000
kvadrata nalazi bar jedna konfiguracija Edenskog vrta.

Ovakav nacin argumentiranja prvi je koristio E. F. Moore!! u puno opée-
nitijem kontekstu. Preciznim i pazljivim brojanjem u Igri zivota ovaj slucaj
se smanjio na kvadrat 1400 x 1400.

Svaki Edenski vrt sadrzi konacan uzorak koji se naziva siro¢e (eng. orp-
han) s jednakim svojstvom da nema roditelja, bez obzira na preostale stanice.
Koristenjem racunala napravljeni su sve manji Edenski vrtovi. Matematicari
su sami sebi postavili izazov prona¢i najmanji Edenski vrt (siroce), to jest
uzorak koji ima najmanje zivih stanica ili mu je potrebno najmanje podrucje
za zivot. 1971. godine nastao je prvi objavljeni uzorak koji je imao 226 zivih
stanica te zauzimao prostor veli¢ine 9 x 33. Siroce koje trenutno drzi rekord
po broju zivih stanica nastalo je 2009. godine, a pronasao ga je Nicolay Be-
luchenko. Sastoji se od 45 zivih stanica na dimenziji 11 x 11 (Slika 16 a)).
Siroce koje drzi rekord po najmanjem podrucju koje mu je potrebno za zivot
pronadeno je 2016. godine, a otkrio ga je Steven Eker. Sastoji se od 57 Zivih
stanica na dimenziji od 12 x 8 (Slika 16 b)).

3.8 Igra Zivota kao racunalo

Velik broj ra¢unala je 1970-ih godina programiran tako da moze igrati Igru
zivota. U danasnje vrijeme, igra je dostupna online!'?, ili kao aplikacija pod
nazivom Conway’s Game of Life dostupna na Google Play-u.

U ovom odlomku pokazat éemo obrnutu ¢injenicu, a to je da uzorke igre
zivota mozemo definirati tako da imitiraju racunala. Ideja je prikazana na
sljedecoj slici (Slika 17).

Stara racunala su napravljena od komada Zice duz koje prolaze impulsi
elektricne energije. Umjesto toga mozemo postaviti da odredenim linijama

"Edward Forest Moore (1925. - 2003.) bio je americ¢ki profesor matematike i infor-
matike, poznat kao izumitelj Mooreovog kona¢nog stroja stanja. Proucavao je stani¢ne
automate, izmedu ostalog i Igru zivota, gdje je dokazao Teorem Edenskog vrta (The Gar-
den of Eden theorem).

2https:/ /playgameoflife.com
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Slika 16: a) siroCe s najmanjim brojem Zivih stanica, b) siro¢e s najmanjim
podru¢jem potrebnim za zivot ([26])

S [ e i B I

impulsi

bitovi

1 1
i B E =

Slika 17: Klizanje impulsa ([|24])

u ravnini kao impulsi putuju kliza¢i. Buduéi da kliza¢i putuju dijagonalno,
rotiramo ravninu za 45 stupnjeva, te se onda oni kre¢u prema gore ili prema
dolje. Dio stroja koji se zove sat generira impulse u pravilnim intervalima, a
veéina radnih dijelova stroja sastavljena je od logickih vrata, odnosno uredaja
koji provode logicke operacije NE, ILI i I.

Ako se prisjetimo kako izgleda pistolj klizaca (Slika 2), o¢ito je da ga mo-
zemo koristiti kao generator impulsa jer u jednakim intervalima stvara klizace
(osim prvog). Za konstrukciju proizvoljnog impulsa potreban nam je jedan
poseban uzorak koji je od velike vaznosti. Zovemo ga izjelica (eng. eater),
a dobio je naziv po tome $to pojede svaki kliza¢ pri sudaru s njime (Slika
18). Izjelica je nastala sudaranjem dvaju klizaca, a otkrio ju je Bil Gosper.
Zelimo i simulirati impulse vrijednosti 0, jednostavno samo ispred pistolja
klizac¢a postavljamo izjelicu koja pojede svaki kliza¢ te signal ima samo bi-
tove vrijednosti 0. Na taj nacin dodavanjem i uklanjanjem izjelice ispred
pistolja kliza¢a mozemo modulirati proizvoljni signal. Pitanje je kako ¢emo
programirati logicka vrata, tj. konfiguraciju koja bi provodila logicke ope-
racije na putujucem nizu klizaca? Pogledajmo nekoliko primjera interakcije
dvaju klizaca koji se sijeku pod pravim kutovima.

Ima jako puno nacina na koje se dva klizaca mogu sudariti jer postoji puno
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Slika 18: Cetiri klizaca i izjelica

razli¢itih moguénosti njihovog tocnog rasporeda i vremenskog podesavanja
njihovog kretanja. Na Slici 19 prikazane su neke od moguénosti sudaranja
klizaca u kojima nastaje zmigavac (a), blok (b), jezero (c) te jedan od mogu-
¢ih nacina u kojem kliza¢i potpuno nestaju (d). Ovaj zadnji slucaj se mozda
¢ini prilicno nekonstruktivan, ali ovakve reakcije nestajanja ponekad mogu
biti izrazito korisne.

1 2 3 4 5 6 7
|

Slika 19: Sudaranje klizaca
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3.8.1 Logicka vrata NE

Iskoristimo li spomenutu reakciju nestajanja, zajedno s pistoljem kliza¢a mo-
zemo stvoriti logicka vrata NE. Pretpostavimo da s lijeve strane dolazi niz
impulsa u obliku niza klizaca koji ¢ine ulazni tok. Svaki kliza¢ na ulaznom
toku oznacava logicku jedinicu, a njegov nedostatak predstavlja logicku nulu
(Slika 17). Ulazni tok je vremenski i prostorno sinkroniziran s kontrolnim
tokom (pistolj kliza¢a s desne strane). U sluc¢aju kada je na ulaznom toku
prisutan kliza¢, on se sudara s klizac¢em iz kontrolnog toka te se reakcijom
nestajanja (Slika 19 d)) pretvara u prazan uzorak. U slu¢aju da na ulaznom
toku nema klizaca, kliza¢ iz kontrolnog toka neometano prolazi. Dakle, za
ulazni bit 1 kao izlaz dobivamo 0, dok za ulazni bit 0 kao izlaz dobivamo 1
(kao §to je shematski prikazano u Slici 20).

Pistolj klizaca

Ulazni tok ﬁs

Izlazni tok

Slika 20: Shematski prikaz logickih vrata NE u Igri zivota

Na slican na¢in mogu se stvoriti logicka vrata ILI i I (|25]) koja su malo
slozenija. Kod I vrata imamo 2 ulazna toka te jedan kontrolni tok i jednu
izjelicu. Kod ILI vrata uz dva ulazna toka imamo dva kontrolna toka te jednu
izjelicu. Uz pomoé¢ ovih osnovnih logi¢kih operatora mozemo konstruirati i
razne druge logicke sustave.
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3.9 Zakljucak

Igra zivota imala je jako veliki utjecaj na svijet sve od 1970. kad ju je Conway
osmislio. Tako je otkrivena prije 50 godina i dalje je popularna te se njezine
konfiguracije proucavaju i danas. Za njezinu rasirenost najvise je zasluzna
jednostavnost i nepredvidivost konfiguracija te Siroka dostupnost. Igru zi-
vota mozemo povezati s mnogim podruéjima kao sto su na primjer: logicki
sklopovi, fizika (npr. strujni krugovi), biologija (evolucija ekoloskih zajed-
nica), glazba (vizualizacija tonova), i mnogim drugim. Takoder, Igra zivota
potakla je upotrebu stani¢nih automata za simuliranje raznih prirodnih pro-
cesa . Igra zivota smatra se Conwayjevim najpoznatijim otkricem te ga je
ucinila Siroko poznatim i izvan matematickog svijeta.
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4 Problem andela

Problem andela problem je u kombinatornoj teoriji igara koji je postavio John
Conway. Problem je poznat i pod nazivom Igra andela i vraga. Igru igraju
dva igraca koji se zovu andeo i vrag, a igra se na beskona¢noj sahovskoj plodi,
pri ¢emu je svako polje uredeni par cijelih brojeva (x,y). Prije pocetka igre
navede se koliku mo¢ ima andeo. Na primjer, ako je andeo mo¢i k (k—andeo)
pri ¢emu je k prirodan broj, to znac¢i da andeo moze skociti na bilo koje polje
koje je udaljeno za k polja od trenutnog polja na kojem se andeo nalazi.
To bismo matematicki zapisali na sljede¢i nacin: andeo moze skakati s polja
(x,y) na polje (z/,y) ako je

[z —a| <k i ly—y|<k

S druge strane vrag moze skociti na bilo koje polje. Jednom kada vrag
sko¢i na neko polje, andeo na to polje vise ne moze sletjeti, ali ga moze
preletjeti. Vrag pobjeduje u igri ako dovede andela u situaciju da se viSe ne
moze pomaknuti na nijedno slobodno polje, dok andeo pobjeduje samo ako
se moze nastaviti kretati zauvijek. Glavni nedostatak za andela je $to vrag
ne moze napraviti krivi potez, odnosno vrag je u boljem polozaju od andela
jer nikad ne moze pogrijesiti. Koliko god potez vraga izgledao los, andeo je
izgubio jedno polje na koje moze sletjeti i vrag je sigurno u vecoj prednosti,
nego §to je bio u ranijim koracima ([17]).

Problem andela formuliramo pitanjem: MoZe li andeo s dovoljno velikom
modci k pobijediti vraga?

(z + 1000, y + 1000)

i

— e e — — &

Slika 21: Andeo mo¢i 1000 i vrag koji je iskoristio ve¢ 3 polja ([17])
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4.1 Lov andela mo¢i 1 - Sahovskog kralja

Berlekamp!? je 1982. godine u knjizi Winning Ways for Your Mathematical
Plays ([16]) pokazao da vrag moze pobijediti andela moci k = 1 koji se krece
kao 8ahovski kralj. No, mi ¢emo skicirati jednu noviju strategiju (|27]) koja
se bazira na izvornim Berlekampovim analizama.

Pretpostavimo da vrag zeli sprijeciti kralja da prede odredenu horizon-
talnu liniju sastavljenu od kvadrata u koordinatnoj mrezi. U sluc¢aju da su
tri kvadrata neposredno iznad kralja iskoristena, kako je prikazano na Slici
22, zadatak obrane linije je lako rijesiti.

a @ [ b

Slika 22: Guranje Sahovskog kralja duz linije ([27])

Ako se kralj pomakne udesno na polje a, vrag jednostavno odgovara blo-
kiranjem polja u. Daljnji kraljev pomak na polje b rezultira vragovim sli-
jetanjem na polja v i tako dalje. U slucaju kraljevog pomaka ulijevo na
polje a’, vrag blokira polje u”. Ovakvom igrom, gdje god da kralj krene, tri
kvadrata iznad njega su uvijek blokirana, $to mu onemogucava da prede tu
horizontalnu liniju.

Na Slici 23 a) kralj se nalazi pet koraka od obrambene linije duz gornjeg
ruba gdje je vrag upravo iskoristio prvi kvadrat. Pokazat ¢emo, kako god
kralj prilazio toj liniji, vrag ¢e uvijek modéi sloziti tri iskoriStena kvadrata
iznad njega.

Ako kralj napravi jedan korak naprijed na polje a, vrag odgovara poljem
u. Kraljevi pomaci na polja b’ ili b” direktno rezultiraju trostrukim blokom
vraga koji odgovara poljima v’ ili v”. Nadalje, promatramo kraljev potez na
polje b. U tom slucaju vrag pojede polje v, nakon ¢ega su kraljevi pomaci na
polja ¢’ ili ¢” oba blokirani vragovim odlaskom na polje v”. Ostaje u obzir
uzeti samo jos kraljev pomak na polje ¢, na Sto vrag odgovara poljem w.
Zatim kraljev pomak na polje d, vrag moze blokirati poljem z, dok kraljevi
koraci na polja d’ ili d” vrag blokira poljem v".

13Elwyn Ralph Berlekamp (1940. — 2019.) bio je profesor matematike i informatike na
Kalifornijskom sveucilistu Berkeley. Poznat je po svom radu u rac¢unalnim znanostima,
teoriji kodiranja i kombinatornoj teoriji igara. Koautor je knjige Winning Ways for Your
Mathematical Plays.

30



a) b})

Slika 23: Postavljanje trostrukog bloka kvadrata ([17])

Druga opcija za prvi kraljev korak prikazana je pomakom na polje a,
kao na Slici 23 b). Kraljev pomak na polje a’ simetrican je pomaku na
polje a, stoga ga neé¢emo dalje razmatrati. Kralj napravi korak na polje a,
a vrag na polje u. Ako se kralj sada pomakne na polje b’, vrag formira tri
kvadrata koristenjem polja v’. Kraljevi pomaci na polja b i b” rezultiraju
simetricnim konfiguracijama, pa mozemo promotriti jedan slucaj od ta dva,
kraljev pomak na polje b. Vrag odgovara poljem v. Zatim kraljev pomak na
polje ¢ vrag blokira s poljem w, dok kraljeve pomake na polja ¢’ ili ¢” vrag
blokira poljem v”.

Dakle, pet koraka je dovoljno vragu da slozi tri kvadrata u nizu kako bi
blokirao kralja koji mu prilazi.

Slika 24 prikazuje kako pretvoriti prethodno opisanu vragovu obranu linije
s tri kvadrata u uspjesnu strategiju hvatanja Sahovskog kralja. S prva 44
poteza vrag blokira odredene kvadrate u cetiri kuta zamisljenog kvadrata
oko kralja. ZamiSljeni kvadrat mora biti dovoljno velik kako bi se osiguralo
da se tijekom te prve faze kralj ne priblizi rubu tog kvadrata. U trenutku
kada kralj dode do na pet koraka od iscrtkane linije vragovi kutovi napravljeni
od pojedenih kvadrata moraju biti gotovi te vrag dalje igra strategiju obrane
linije. Cetiri kuta su tu kako bi osigurala da vrag nikad ne bude primoran
istovremeno igrati na dvije strane.

u I

Slika 24: Hvatanje kralja (|17])
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4.2 Neke strategiije za hvatanje ogranicenog andela pro-
izvoljne mo¢éi k

Veéina ljudi koji su 1980-ih godina razmisljali o ovom problemu stvarali su
probne strategije za andela poizvoljne moci k. Savjetovali su andelu da izra-
¢una odredenu "potencijalnu funkciju" koja ovisi o iskoristenim kvadratima,
a zatim da napravi potez koji minimizira (ili maksimizira) tu funkciju ([17]).

Vragu je obi¢no lako pobijediti takve strategije pronalazenjem neke ka-
rakteristike na koju je ova funkcija "previse osjetljiva". Pretpostavimo da je
funkcija "vrlo osjetljiva" na pojedene kvadrate blizu andela. Na primjer, neka
je funkcija zadana tako da kao argument uzima koordinate kvadrata na kojem
se andeo i vrag trenutno nalaze te ra¢una udaljenost izmedu njih. U slucaju
da je ta udaljenost jako mala, funkcija poprima neke neobi¢ne vrijednosti.
Tada bi vrag trebao izgraditi zamku u obliku potkove, jako velikog promjera,
daleko - sjeverno od njihove pocetne pozicije. To ¢e, naravno, dovesti do toga
da andeo odleti u suprotnom smjeru prema jugu, Sto je brze moguce. Kad
je zamka postavljena, vrag natjera andela u nju tako Sto uzastopno koristi
kvadrate juzno od njega ([17]).

Koristi li andeo neku novu funkciju koja je osjetljiva na iskoristene kva-
drate koji su jako daleko od njega, vrag bi mogao napraviti zamku u obliku
potkove srednje velicine u odnosu na polje koje koriste u igri. Zatim vrag
moze, nakon Sto napravi zamku, uplasiti andela tako Sto bi koristio nekoliko
kvadrata koji su jako daleko i juzno od andela. Kako je funkcija koju koristi
andeo osjetljiva na pojedene kvadrate jako daleko od njega, andeo upada u
zamku vraga te vrag pobjeduje ([17]).

Tocni detalji strategije vraga ovisit ¢e o odredenoj potencijalnoj funkciji
andela. Cini se nemogué¢im pronaci funkciju koja je jako dobra i koja moze
zastititi andela od vraga.

Razmisljajuéi o ovom problemu Conway je smislio nekoliko strategija koje
omogucuju vragu da pobijedi andela proizvoljne mo¢i k koji ima ograniceno
kretanje. Jedan takav andeo opisan je u sljedecoj definiciji.

Definicija 4.1 Andeo koji se kreée tako da mu se y koordinata u svakom
koraku strogo povecava naziva se budala (eng. fool).

Teorem 4.1 Vrag moZe pobijediti budalu.

Uocimo da, ako se andeo nalazi u pocetnoj tocki P, u svakom sljede¢em ko-
raku moze se nalaziti u konusu koji je definiran polupravcima nagiba :I:%, ¢ija
je poCetna tocka P (Slika 25). Stoga je dovoljno da vrag svojim kretanjem
omedi konus s gornje strane, zidom debljine k kako ga andeo ne bi mogao
preskociti kada dode do njega. Ocigledno je da veé¢ andeo moéi k = 2 moze
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doéi do zida prije nego ga vrag dovrsi. Conway je pronasao moguce rjesenje
kao strategiju profinjavanja zida.

Skica Dokaza:

Pretpostavimo da je zid udaljen h kvadrata sjeverno od budale (u daljnjem
tekstu andeo). Zid ¢e biti duljine |AB| = 2hk + 1 kvadrata, stoga bi se cijeli
zid debljine k sastojao od oko 2hk? kvadrata. Vrag pocinje parcijalno puniti
zid koristenjem kvadrata. Pola puta do zida, ’—5, andeo moc¢i k moze prijeci
za najvise % koraka. Za to vrijeme vrag je od ukupnog broja kvadrata zida,
2hk?, pojeo takoder njih najvise %, odnosno 1 od svaka 4k* kvadrata zida,
rasporedujuci ih jednoliko po duljini zida. Nakon toga, vrag odreduje novi
konus potencijlnih andelovih koraka, koji sada pokriva samo pola duljine po-
cetnog zida. Nadalje, vrag sada rasporeduje svoja sljedeca ﬁ iskoristena
kvadrata duz manjeg segmenta te opet popuni isti udio zida, 1 na 4k® kva-
drata. U ovom trenutku, andeo se nalazi na udaljenosti % od zida. Kako bi
vrag popunio cijeli zid ispred andela, oc¢igledno mu je potrebno 4k® ovakvih

N v oy e 3
koraka, §to zna¢i da h mora biti veéi od 2.

A i B

Slika 25: Konus kretanja andela kao budale (|17])

Modifikacijom spomenute strategije, Conway je dokazao da vrag moze
pobijediti i "pametnije" budale koje se uz kretanje prema gore mogu kretati
i horizontalno (y koordinata se ne mora strogo poveéavati), ali i budale koje
se osim prema gore i horizontalno, mogu kretati i prema dolje konacan broj
koraka.
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4.3 MAathéov dokaz za andela mocéi k = 2

Problem andela 2007. godine dokazao je Andras Mathé'4. Mathé je pokazao
da andeo moéi k = 2 moze pobijediti vraga, iz ¢ega slijedi i da bilo koji andeo
koji je ve¢e moéi od k = 2 ga takoder moze pobijediti.

U svojem radu The angel of power 2 wins (|28]) Mathé uvodi dobrog vraga
(eng. nice devil) koji nikada ne uniStava polja na kojima je andeo bio ili na
koja je andeo mogao doc¢i u prethodnim koracima. Kada andeo igra protiv
dobrog vraga, on priznaje poraz u slucaju da ga vrag uspije ograniciti na
kona¢no podrudje.

Mathéov dokaz dijeli se na dva dijela:

1. Ako andeo moze pobijediti dobrog vraga, tada moze i pravog vraga.
2. Mathé daje eksplicitnu strategiju kako pobijediti dobrog vraga.

U drugom dijelu, andeo pobjeduje dobrog vraga uz pretpostavku da je
uz sve kvadrate koje vrag unisti, uniStena i cijela lijeva poluravnina. Andeo
unistene kvadrate tretira kao zidove labirinta, koje potom zaobilazi tehnikom
"ruka na zidu". Odnosno, andeo drzi lijevu ruku na zidu labirinta i krece se
uz zid. Mathé je pokazao da dobri vrag ne moze uhvatiti u zamku andela
koji usvoji ovu strategiju.

Prvi dio dokaza dokazan je kontradikcijom, te stoga Mathéov dokaz ne
daje eksplicitnu pobjednic¢ku strategiju protiv pravog vraga.

Osim Mathéa, Problem andela je dokazao i Oddvar Kloster!®. U isto
vrijeme kad je Mathéov dokaz objavljen (2007.), objavljen je i Klostterov
dokaz ([29]) za andela modci k = 2 koji daje eksplicitnu pobjednicku strategiju
protiv pravog vraga.

Problem andela ima razne varijante i generalizacije u kojima mo¢ andela
ne mora biti samo prirodan broj, nego moze biti i racionalan ili realan broj.
Cesto se umjesto andela promatrao Sahovski kralj odredene modci. Jedina
razlika izmedu andela i kralja je Sto kralj ve¢e moci od 1 nije mogao preska-
kati iskoristena polja. Ako je kralj moci %, to znadi da kralj napravi 3 poteza,
a zatim vrag napravi 2 poteza (KKKVVKKKVV...). No, to moze rezultirati
razli¢itim uzorcima kretanja kraljeva koji su jednake moé¢i. Na primjer, kralj

6

moci % i kralj mo¢i 7 imaju razlic¢ite uzorke kretanja, sto nije sasvim posteno.

Kao rjesenje, Kutz u svom doktorskom radu (|27]) uvodi funkeiju koja ovisi

14 Andras Mathé izvanredni je profesor na Sveuéilistu u Warwicku u Velikoj Britaniji.
Bavi se aktualno kombinatorikom, fraktalnom geometrijom, realnom analizom itd.

50ddvar Kloster trenutno je visi programer softwarea na odjelu matematike i kiber-
natike u jednom od najveéih europskih istrazivackih instituta pod nazivom Naklada za
industrijska i tehnicka istraZivanja (SINTEF) sa sjedistem u Trondheimu u Norveskoj.
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o kraljevoj mo¢i te kao kodomenu ima skup {0,1}. Ako je vrijednost funkcije
1, potez dobiva kralj, a ako je vrijednost 0, na potezu je vrag. Proucava-
juci takve generalizacije Kutz je pokazao da vrag ima pobjednicku strategiju
protiv kralja moé¢i 2 — ¢.

Godine 1996. Conwaya je Cinjenica da nitko nije do tada uspio rijesiti
Problem andela, potakla da ponudi nagradu za rjeSenje ovog problema. Na-
grada je iznosila 100 dolara za dokaz da andeo dovoljno velike mo¢i pobjeduje
vraga i 1000 dolara za dokaz da vrag moze uvijek pobijediti bez obzira na
mod¢i andela. Izmedu ostalog, i po nagradi mozemo zakljuciti da je Conway
pretpostavljao da postoji andeo odredene moci koji moze pobijediti andela,
no uz veliki napor i trud nije uspio dokazati svoju slutnju, sve dok 2007. nije
dokazana.

35



5 Igra zivota u nastavi matematike

U ovom poglavlju opisat ¢emo jedan skolski sat u kojem ¢emo uvesti Igru
Zivota u nastavu matematike.

Cilj ovakve realizacije jednog sata matematike jest upoznati ucenike s
matematickim razmisljanjem u praksi, kroz igru, van standardnih Sablonskih
okvira na koje su ucenici navikli.

Sat nosi naslov Igra Zivota, a namijenjen je ucenicima 6. razreda os-
novne Skole kao inovativna konceptualizacija uvedenih nastavnih sadrzaja:
Pravokutni koordinatni sustav u ravnini, uredeni par, tocke s cjelobrojnim
koordinatama. Osim spomenutog gradiva, na ovom satu bi se s uCenicima
ponovilo gradivo postotka i postotnog iznosa te omjera i usporedivanja dvaju
nenegativnih racionalnih brojeva.

Dodatno, cilj ovog nastavnog sata matematike je ponavljanje i utvrdiva-
nje ve¢ obradenog gradiva s uCenicima, ali na zanimljiv i primjenjiv nac¢in koji
bi potaknuo motivaciju ucenika za matematiku i samim time popularizirao
matematiku kao predmet u skoli. Takoder, na ovom satu ucenici prosiruju
svoju op¢u i "matematicku" kulturu susrec¢uci se s pojmovima koji nisu dio
regularne nastave matematike, ali su dio opcéeg i matematickog obrazovanja.

Ishodi ucenja
Nakon odslusanog nastavnog sata ucenici ¢e modci:

1. prepoznati pravokutni koordinatni sustav u ravnini

2. crtati cjelobrojne tocke u pravokutnom koordinatnom sustavu u rav-
nini,

3. zapisivati omjer,

4. primjenjivati racunanje postotnog iznosa,

5. crtati konfiguracije Igre Zivota na koordinatnoj mrezi,

6. primjenjivati pravila Igre zivota na konkretnom primjeru.

Korelacija unutar matematike i s drugim nastavnim predmetima
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Predmet Gradivo Razred
Matematika Omjer 6. razred
Matematika Postotak i postotni iznos 6. razred
Matematika Pravp kutn%‘ lfoordin'atl?i sustav. u 6. razred
ravnini s cijelim brojevima
Geografija Geografska mreza 5. razred
Geografija Stanovnistvo i populacija 6. razred
Priroda i drustvo Stanice 5. razred
Tehnicka kultura Prometna mreza 5. razred
Informatika I%lterr}et', mrezni preglednik i pretra- 5 razred
zivanje interneta

Nastavna nacela

1. Nacelo znanstvenosti

Nacelo znanstvenosti nastave matematike sastoji se u nuznom skladu
nastavnih sadrzaja i nastavnih metoda s jedne i zahtjeva i zakonitosti
matematike kao znanosti s druge strane ([30]).

U ovom satu nacelo znanstvenosti ocituje se u koristenju referentnih
materijala koji su u skladu s matematickim zakonitostima tj. ispravno
i precizno definiranim pravilima Igre Zivota, to¢no navedenim definici-
jama i formulama te ispravno rijeSenim zadacima.

. Nacelo aktivnosti i samostalnosti

Nacelo aktivnosti i samostalnosti po¢iva na svjesnom usvajanju obra-
denog gradiva, misaonoj aktivnosti uc¢enika za vrijeme nastave mate-
matike, stvaranju situacija koje poti¢u na samostalni rad (|30]).
Nacelo aktivnosti i samostalnosti u ovom satu primijenjeno je potica-
njem ucenika na sudjelovanje na nastavi, postavljanjem pitanja tijekom
cijelog skolskog sata te poticanjem ucenika na kreativnost i samostal-
nost tijekom igranja Igre Zivota.

. Nacelo postupnosti, povezanosti i sustavnosti

Nacelo postupnosti, povezanosti i sustavnosti temelji se na tome da se
obrada novog matematickog gradiva treba zasnivati na ve¢ prije obra-
denom gradivu, poticati u¢enike na uocavanje bitnih obiljezja gradiva
koje se obraduje, obradivati jednostavnije i lakSe, a zatim sloZenije i
teze nastavno gradivo ([30]).

Nacelo postupnosti, povezanosti i sustavnosti ostvareno je kroz ponav-
ljanje osnovnih pojmova vezanih uz omjere, postotke i pravokutni koor-
dinatni sustav u ravnini, ¢ime se povezuje ve¢ poznato gradivo s temom
sata kako bi ucenici od jednostavnijeg isli prema sloZenijem i od lakSeg
prema zahtjevnijem nastavnom gradivu.
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4. Nacelo pristupacnosti

Ostvarenje nacela pristupacnosti u nastavi matematike ocituje se naj-
bolje u oblikovanju plana i programa ili kurikuluma iz matematike koji
se temelji na kronoloskoj dobi uc¢enika. Sto su ucenici stariji prezentira
im se vise matematickog sadrzaja ([30]).

Nacelo pristupacnosti primijenjeno je odabirom sadrzaja u skladu s Ku-
rikulumom za nastavni predmet Matematike za osnovne i srednje skole
u Republici Hrvatskoj'® te kolicinom sadrZaja koje odgovara jednom
nastavnom satu.

5. Nacelo zornosti

Nacelo zornosti omogucuje ucenicima da u toku nastave osjetilnim or-
ganima neposredno zahvacaju stvarnost koja se u nastavi proucava.
Razlikujemo tri vrste zornosti u nastavi matematike: prirodnu, sli-
kovnu i simbolic¢ku ([30]).

Nacelo zornosti najvise se ocituje kroz crtanje po pravokutnoj koordi-
natnoj mrezi, bojanje stanica prije odredivanja omjera i postotaka gdje
je najvise izrazena slikovna i simboli¢ka zornost. Na taj nacin ucenici
povezuju postotni iznos broja zivih stanica sa slikom na kojoj su ozna-
Cene zive stanice. Nacelo zornosti je jedno od oc¢iglednijih nacela koje se
primjenjuje u realizaciji ovog nastavnog sata buduéi igranje Igre zZivota
funkcionira putem odredenih pravila primjenjenih na specifi¢cna polja
smjeStena u koordinatni sustav.

6. Nacelo individualizacije

Srz nacela individualnog pristupa ucenicima je u prilagodavanju nas-
tave razini usvojenih sadrzaja i sposobnostima pojedinih ucenika. Svaki
je zadatak moguce zadati na vise razli¢itih nacina te ga tako prilagoditi
razini usvojenih znanja i sposobnostima pojedinih u¢enika (|30]).
Nacelo individualizacije ostvareno je kroz individualno praé¢enje uc¢enika
tijekom odredivanja novih generacija uzorka te dodatno pojedinacno
objasnjavanje pravila Igre zivota od strane svakog ucenika.

7. Nacelo motivacije
Nacelo motivacije temelji se na sljede¢im motivima: gregarnom motivu
(potreba za pripadanjem), motivu afirmacije (potreba za postignu¢em
i samopotvrdivanjem), motivu borbenosti (potreba za obranom istine
i pravde), motivu sigurnosti (potreba za slobodom od straha i kriv-
nje), motivu radoznalosti (potreba za spoznajama) i motivu stvaralas-
tva (potreba za ostvarivanjem osobnih potencijala) (|30]).

Yhttps://narodne-novine.nn.hr/clanci/sluzbeni/2019 01 7 146.html
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Nacelo motivacije ocituje se motivom radoznalosti kojeg pobuduje naj-
ava neSto drugacijeg nastavnog sata. Takoder, nacelo je ostvareno
prezentiranjem zanimljivih crtica iz Conwayjeva zivota i koriStenjem
aplikacije Igre zZivota.

Nastavne metode
e Prema izvorima znanja

1. Metoda usmenog izlaganja
Metoda usmenog izlaganja bazira se na prijenosu informacija ver-
balnim kanalom od izvora, obi¢no nastavnika, pa sve do primatelja
informacija, najcesce ucenika ([32]).
Nastavnik koristi usmeno izlaganje u prezentiranju zanimljivih cr-
tica Conwayjeva zivota, objasnjavanju Igre zivota i sl.

2. Metoda dijaloga
Metoda razgovora ostvaruje se dijalogom izmedu ucenika i nas-
tavnika te nastavnika i ucenika. Dijalog se uglavnom sastoji od
pitanja i odgovora ([32]).
Nastavnik je u stalnoj komunikaciji s uc¢enicima, koristi se heuris-
tickim razgovorom kako bi dosao do trazenih odgovora i usmjerio
ucenike u pravom smjeru.

3. Metoda crtanja
Metoda crtanja se koristi u pojavama, procesima i radnjama koje
se ne mogu prikazati na neki drugi nacin. Crtanjem se pojacava
djelotvornost samog ucenja, a sluzi i za prenoSenje informacija i
sadrzaja (]32]).
Ucenici na nastavnim listi¢éima crtaju cjelobrojne koordinate te
bojaju kvadrati¢e na koordinatnoj mrezi.

e Prema oblicima zakljuc¢ivanja

1. Metoda analize i sinteze

Analiza je metoda koja se zasniva na rasclanjivanju cjeline na
dijelove, proucavanju dijelova i izvodenja zakljucka o cjelini na
temelju dobivenih rezultata. Sinteza je metoda koja se zasniva na
povezivanju proucavanih dijelova u cjelinu koje rjesava postavljeni
problem ili zadatak ([31]).

Ucenici pri odredivanju omjera zivih i mrtvih stanica analiziraju
na koji nacin do¢i do to¢nog odgovora. Potrebno je prebrojati
Zive 1 mrtve stanice te ih zatim staviti u omjer. Sinteza se sastoji
od zapisivanja omjera dvaju brojeva.
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2. Metoda konkretizacije
Konkretizacija je misaona aktivnost pri kojoj se jednostrano po-
gled usredotocuje na jednu stranu promatranog objekta izvan veze
s njegovim drugim stranama ([31]).
Ucenicima su najprije objasnjena pravila Igre zivota, a zatim na
konkretnom primjeru (zadanom uzorku) odreduju samostalno slje-
deée generacije primjenjujuéi pravila Igre zivota.

3. Metoda usporedivanja i analogije

Zakljucivanje po analogiji je misaoni postupak pri kojem se iz opa-
zanja da se dva objekta podudaraju u odredenom broju svojstava
ili odnosa izvodi zakljucak da se oni podudaraju i u drugim svoj-
stvima ili odnosima koji se kod jednog objekta nisu izravno opa-
zali. Razlikujemo analogne objektne, svojstva i postupke ([31]).
Ucenici metodom analogije za svaku generaciju na slican nac¢in pri-
mjenjuju pravila Igre zivota. Takoder, u odredivanju i zapisivanju
omjera zivih i mrtvih stanica koriste analogan postupak.

Nastavna sredstva: Radni listi¢ sa koordinatnom mrezom, aplikacija Conway’s
Game of Life!7.

Nastavna pomagala: Racunalo, projektor, prezentacija, pametni telefon,
kalkulator.

5.1 Artikulacija sata

Uvodni dio - 5 minuta

Aktivnost Cilj aktivnosti

Ponoviti s ucenicima gradivo prethodnih satova mate-
matike u okviru kojih su usvojeni pojmovi kao Sto su:
omjer dviju veli¢ina, postotak i postotni iznos te pravo-
kutni koordinatni sustav.

Aktivnost 1

Nastavnik na pocetku sata pozdravlja ucenike te govori da ¢e danas imati
malo drugaciji sat nego inace. Nastavni sat ¢e se realizirati igranjem igre, a
prije Cega Ce se prisjetiti gradiva proslih nastavnih sati. Nastavnik postavlja
uéenicima pitanja: "Sto je omjer i kako smo ga zapisivali?, Sto je postotak?,
Kako glasi formula za postotni iznos?", i tako dalje. Moguéi odgovori uc¢enika
su da je omjer kvocijent dviju vrijednosti. Dvije vrijednosti a i b u omjeru

1Thttps: / /playgameoflife.com
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zapisujemo kao a : b ili §. Na pitanja o postotku ucenici odgovaraju da

je postotak razlomak s nazivnikom 100, a formula za postotni iznos glasi:
p % = 155. Nastavnik zatim postavlja pitanja uc¢enicima: "Od ¢ega se sastoji
svaki koordinatni sustav u ravnini?, Sto je uredeni par?". Pretpostavljeni
odgovor ucenika je da koordinatni sustav u ravnini sadrzi dvije koordinatne
osi x 1y te tocku u kojoj se one sijeku, a zovemo ju ishodiste i oznac¢avamo
s O. Svaku tocku na koordinatnom sustavu zapisujemo u obliku uredenog
para (a,b) kojeg ¢ine dva elementa odabranog skupa te se zna koji element
je prva, a koji element je druga komponenta uredenog para.

Nastavnik pohvaljuje ucenike te im govori da ¢e spomenuto gradivo pri-
mijeniti na igri koja se zove Igra zivota. Nastavnik pokrece prezentaciju s
pocetnim slajdom (Slika 26) na kojem je naslov sata: Igra Zivota.

Igra Zivota

Slika 26: Pocetni slajd prezentacije

Glavni dio - 30 minuta

Aktivnost Cilj aktivnosti
Predstaviti ukratko zivot Johna Hortona Conwaya, a za-
Aktivnost 2 tim objasniti Igru Zzivota, pravila igre te neke zanimljive
i jednostavne vrste konfiguracija Igre zivota.

Nastavnik zapocinje aktivnost govoreé¢i da je Igru zivota osmislio John
Horton Conway, a Igra zivota se smatra njegovim najpoznatijim postignu-
¢em. Zbog svoje jednostavnosti i dostupnosti Igra zivota je postala popularna
i izvan matematickog svijeta. Nastavnik govori ucenicima da ¢e na pocetku
re¢i par reCenica o Conwayu i njegovom zivotu. Na sljede¢em slajdu pre-
zentacije (Slika 27), nabrajajué¢i Conwayjeve najpoznatije radove nastavnik
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naglasava njegov ogroman doprinos matematici i znanosti u svijetu. Zanim-
ljivim crticama iz Conwayjeva zivota nastavnik nastoji motivirati i zainte-
resirati uc¢enike za temu. ObjaSnjava uCenicima kratko Algoritam sudnjeg
dana govoreéi da se Conway sam sa sobom natjecao i vjezbao kako bi mogao
u §to kra¢em vremenu odrediti koji je dan u tjednu proizvoljan datum, za
Sto mu je na kraju trebalo manje od 2 sekunde.

John Horton Conway

1937., Liverpool, Engleska - 2020., New Jersey, SAD

Veliki doprinos razli¢itim podrugjima znanosti

Najpoznatija postignué¢a: Conwayeve grupe simetrija, -
Igra zivota, Algoritam sudnjeg dana, Nadrealni brojevi,
Teorem slobodne volje

Razigrani pristup matematici

.

Velik broj nagrada

Privatni zivot

Slika 27: Drugi slajd prezentacije

Takoder, nastavnik istice Conwayjev razigrani stil proucavanja matema-
tike kojim je odusevljavao svoje kolege, studente i sve druge ljude oko sebe.
Tijekom zivota, Conway je dobio mnoge nagrade za svoja postignuca.

Osnovni pojmovi

Stani¢ni prostor - reSetkasti prostor sastavljen od stanica od kojih je svaka u jednom
od nekoliko definiranih stanja

.

Stani¢ni automat - struktura izgradena u stani¢nom prostoru, automat izgraden od -
stanica

Stanica - pojedina¢ni element stani¢nog prostora, najmanja jedinica prostora

Susjedstvo stanice - sve stanice koje ju okruzuju 1utjecu na njezino sljedece stanje

Konfiguracija - trenutni prikaz svih stanja stanica

Slika 28: Tredi slajd prezentacije

Kako bi ucenici mogli razumijeti Igru zZivota nastavnik otvara novi slajd
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prezentacije (Slika 28) na kojem su osnovni pojmovi. Nastavnik ucenicima
objasnjava sljede¢e pojmove: stani¢i prostor, stani¢ni automat, stanica, su-
sjedstvo i konfiguracija, koji su prikazani na prezentaciji. Pojmove stani¢ni
prostor, stani¢ni automat i stanica nastavnik povezuje s koordinatnim sus-
tavom u ravnini i mrezom kvadrati¢a u njihovim biljeznicama te Sahovskom
plocom.

Nakon toga prikazuje se novi slajd (Slika 29) na kojem su pravila Igre
zivota. Nastavnik naglasava ucenicima da svaka stanica moze biti u 2 stanja:

. ooo gEE 00O [a]a]u}
OED —p 000 OED—)p OED
raVl a ooo oE@ 000 ooo
[a]u]u} gEE  0o0 [a]u]s}
0E0 —)p 000 D00 —p OO0
SR S : [5[5]s} 0@ 000 ooo

° 2 stanja: zivo imrtvo, 8 susjednih stanica

* Pravila
* 1. Svaka ziva stanica s manje od dva Ziva susjeda umire zbog

usamljenosti.

* 2. Svaka ziva stanica s dva ili tri Ziva susjeda zivi do sljedece
generacije.

3. Svaka ziva stanica s vise od tri Ziva susjeda umire zbog
prenaseljenosti.

4. Svaka mrtva stanica s tocno tri ziva susjeda postaje ziva zbog

razmnoZavanja

Slika 29: Cetvrti slajd prezentacije

zivom ili mrtvom te da svaka stanica ima 8 susjeda, odnosno 8 stanica koje
ju okruzuju i dodiruju. Uz c¢itanje svakog pravila, nastavnik na slici ispod
objasnjava pravila na primjeru. Na primjer, prvo pravilo kaze da Ziva stanica
s manje od dva ziva susjeda umire od usamljenosti. U lijevom kutu slike
na slajdu nalazi se graficki prikaz prvog pravila. Promatrana Ziva stanica
oznacena je tamnoplavom bojom te ima jednu Zivu stanicu s lijeve strane koja
je oznacena svijetloplavom bojom. U sljedec¢oj generaciji promatrana stanica
umire jer ima samo jednu zivu susjednu stanicu. Na slican nacin nastavnik
objasnjava i ostala tri pravila, posebno naglasavajuéi zadnje pravilo koje se
Cesto puta zaboravi kada se bez upotrebe racunala crta sljede¢a generacija
nekog uzorka.

Nakon pravila, nastavnik na prezentaciji (Slika 30) prikazuje ucenicima
jednostavne i zanimljive uzorke Igre zivota kao sto su: blok, pécelinja kosnica,
jezero, zmigavac, klizac te tri vrste svemirskih brodova.

Nastavnik uc¢enicima skrec¢e pozornost na razlike u spomenutim uzorcima
govoreci da prva tri pripadaju stabilnim uzorcima koji se nikada ne mijenjaju,
Zmigavac je oscilator perioda dva koji nakon dvije generacije dolazi u pocetno
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Primjer1 uzoraka

* Blok, péelinja kosmca ijezero

Zmlgavac m

a)

« Cetiri oblika kllzaca lagani, sredn_]l 1 teski svemlrskl brod

Slika 30: Peti slajd prezentacije

stanje te zadnja 4 uzorka koja ubrajamo u svemirske brodove jer se kre¢u
beskona¢no po mrezi. Ucenici se neformalno upoznaju s pojmom perioda i
beskonac¢nosti

Kako bi jos vise motivirao ucenike, nastavnik objasnjava Conwayjevu
pretpostavku da nijedan uzorak ne moze beskona¢no povecavati broj svojih
zivih stanica te da je Conway cak ponudio i nagradu onome tko pronade
takav uzorak. Nagradu je osvojio Bill Gosper kada je pronasao uzorak koji
je nazvan Gosperov pistolj klizaca. Nastavnik na slajdu (Slika 31) prikazuje
Gosperov pistolj klizaca govoreéi kako se najprije nakon 30. generacije stvara
kliza¢, a zatim svaku 15. generaciju nastaje novi klizac.

Primjeri uzoraka

* Pretpostavka: nijedan uzorak ne moze

rasti beskonacno (nagrada)
- * Gosperov pistolj klizaca

Slika 31: Sesti slajd prezentacije
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Aktivnost Cilj aktivnosti

Ucenici samostalno crtaju dvije generacije zadanog
uzorka Igre zivota koristeé¢i pravila igre, te primjenju-
juci gradivo matematike donose zakljucke o broju zivih
stanica dobivenog uzorka.

Aktivnost 3

Nastavnik zapocinje aktivnost govoreé¢i uc¢enicima da ¢e sada samostalno
crtati nekoliko generacija dobivenog uzorka. Ucenici su podijeljeni u dvije
grupe A i B tako da oni koji sjede zajedno pripadaju razli¢itim grupama.
Svakom uceniku nastavnik dijeli po tri listi¢a na kojima je koordinatna mreza
kao na Slici 32.

Redni broj
yos konfiguracije

[l

Omjer zivih i
mrtvih stanica

Slika 32: Koordinatna mreza dimenzije 8 x 8

Na desnom rubu listi¢ca nalaze se 3 kucice u koje ucenici upisuju broj
generacije uzorka, omjer zivih i mrtvih stanica te postotak zivih stanica u
odnosu na cijelu koordinatnu mrezu. Postotak je potrebno zaokruziti na
dvije decimale, a ucenicima je dozvoljena uporaba kalkulatora.

Na slajdu prezentacije (Slika 33) nastavnik prikazuje 5 skupina po 4 tocke
s cjelobrojnim koordinatama koje ucrtane na dobivenoj koordinatnoj mrezi
oznacavaju sveukupno 5 kvadrati¢a mreze. Za pojedinu grupu, tocke se raz-
likuju kako bi ucenici §to samostalnije sudjelovali u aktivnosti. Oznacene
kvadrati¢e ucenici trebaju obojati proizvoljnom bojom. Nastavnik govori
ucenicima da su tako dobili jedan stani¢ni automat koji se nalazi na stanic-
nom prostoru dimenzije 8 x 8.
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Zadatak — pocetne konfiguracije

Grupa A: Grupa B:
1. kvadrat: (0, 0), (1, 0), (0, -1), (1.- 1) 1. kvadrat: (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1)
. 2. kvadrat: (0, 0), (1, 0), (0, 1), (1, 1) 2. kvadrat: (2, 0), (3, 0), (2, 1), (3. 1) .
3. kvadrat: (0, 1), (1, 1), (1, 2). (0, 2) 3. kvadrat: (-1, 0), (-2, 0), (-1, 1), (-2, 1)

4. kvadrat: (0. 0). (0. -1). (-1, 0), (-1, -1) 4. kvadrat: (0, -1).(0,-2). (1.-1),(1,-2)
5. kvadrat: (-1, 0), (-2, 0).-2. -1), (-1,-1) 5. kvadrat: (0, 2), (0, 3), (1, 2), (1, 3)

Pokusaj sam 1 budi kreativan! — Conway’s Game of Life -

Slika 33: Posljednji slajd prezentacije

Koriste¢i pravila Igre Zivota'® ucenici crtaju dvije generacije dobivnog
uzorka, te zapisuju omjere i racunaju postotak zivih stanica uzorka. Nas-
tavnik podsjeca ucenike na zadnje pravilo koje ¢esto bude zaboravljeno te
savjetuje ucenicima da uzmu u obzir sve mrtve stanice koje su susjedne zi-
vima.

Dok ucenici rjesavaju zadatak, nastavnik obilazi uc¢enike, po potrebi do-
datno individualno objasnjava pravila Igre Zivota i potice ucenike na aktiv-
nost i samostalnost.

Na kraju aktivnosti, nastavnik trazi od ucenika da zakljuce raste li ili se
smanjuje broj zivih stanica uzorka kojeg su dobili.

Zavrsni dio - 10 minuta

Aktivnost Cilj aktivnosti
Provjeriti toc¢nost nacrtanih generacija dobivenog
Aktivnost 4 uzorka Igre zivota te poticati ucenike na kreativnost u
zadavanju uzoraka.

Aktivnost zapocinje tako $to nastavnik govori ucenicima da na mreznom
pregledniku upisu link za Conwayjevu Igru zivota koji im je prikazan na
prezentaciji. Ucenici na svojim pametnim telefonima otvaraju link te provje-
ravaju to¢nost generacija koje su odredivali za dobiveni uzorak. RjeSenje je
prikazano na Slici 34.

18Pravila ée udenicima biti stalno dostupna na prezentaciji dokle god budu crtali gene-
racije dobivenog uzorka.
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RjeSenja

R B Sy g
« Grupa A Omjer: = Omjer: = Omyjer: =
Postotak: Postotak: Postotak:
781% 7.81% 10.94%
. S 20
* Grupa B Omjer: 5—59 Omyjer: o Omyjer: =
Postotak: Postotak: Postotak:
7.81% 6.67% 0%

Slika 34: RjeSenja

Nakon provjere, ucenici imaju zadatak da sami pokusSaju zadati proizvo-
ljan uzorak kojega pokrenu u aplikaciji te uocavaju promjene koje se doga-
daju kroz generacije. Nastavnik objasnjava uc¢enicima da u slu¢aju da dobiju
nakon nekoliko generacija praznu konfiguraciju, nisu dobro zadali pocetnu
konfiguraciju (kao $to je bio slu¢aj kod grupe B).

5.2 Zakljucak

Kad je Igra zivota nastala 1970. godine, mnogi nisu mogli priustiti rac¢unalo
kao u danasnje vrijeme. Jedan od nacina kako su igrali Igru zivota je bio
upravo ovaj nacin opisan na nastavnom satu. Igra se igrala na papiru i
Ssahovskoj ploci ili mrezi sastavljenoj od kvadratica.

U ovom satu do izrazaja dolazi zornost koja je naglaSena u odredivanju
novih konfiguracija uzorka Igre zivota. Tema sata nije dio nacionalnog ku-
rikuluma nastave matematike ali su elementi Igre Zivota na kreativan nacin
povezani s redovnim gradivom nastave matematike koristenjem inovativnog
pristupa. Ishod Igre Zivota je nepredvidiv, $to potice interes i privlac¢i paznju
ucenika, koju je ponekad jako tesko dobiti. Igranjem Igre zivota ucenici uoca-
vaju vezu sa zivotom u prirodi §to je naglaSeno i u njezinom imenu. Ovakav
nastavni sat moze potaknuti i motivirati ucenika za svladavanje redovnog
gradiva matematike te smanjiti negativan stav prema matematici u skoli.
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6 Zakljucak

U ovome radu prezentirali smo najvaznija postignuca i uzbudljiv zivot Johna
Hortona Conwayja, intrigantnog matematicara. U prvom poglavlju opisali
smo njegove biografske podatke s naglaskom na njegov doprinos u matematici
i drugim znanostima. Od malih nogu Conway je pokazivao jako veliki interes
za matematiku, a 1968. godine dao je neke od svojih najznacajnijih doprinosa
matematici.

U sljede¢em poglavlju detaljno je opisana Igra zivota, kojom je stekao
slavu i popularnost u cijelom svijetu. Objasnjena su pravila Igre Zivota i
prikazani razni zanimljivi uzorci. Igru zivota mozemo povezati sa mnogim
podruc¢jima koristeéi razvoj i kretanje njenih uzoraka. Kao primjer opisana
je realizacija logic¢kih vrata koja ¢ine osnovu danasnjih racunala.

U nastavku rada u novom poglavlju opisan je problem kojeg je Conway
nazvao Problem andela ili igra Andeo i vrag. Conway je proucavao problem,
ali nije dokazao svoje pretpostavke koje je naslué¢ivao. U poglavlju je dana
ideja dokaza koji je nastao tek 2007. godine.

Posebno poglavlje posvetili smo Igri Zivota u nastavi matematike. Opisali
smo jedan Skolski sat namijenjen ucenicima 6. razreda osnovne skole u kojem
je uvedena Igra Zivota te povezana s redovnim gradivom nastave matema-
tike. Na ovaj, malo drugaciji, pristup nastavi kod ucenika se zeli potaknula
motivacija i interes za matematikom.

Kroz zivot Conway je jako puno proucavao igre te ih povezivao sa matema-
tikom. Na taj nacin, proucavajuéi jednostavne pojave, dolazio je do otkrica.
Naoko nepovezanim stvarima pronalazio je smisao, u ¢emu se oc¢ituje njegova
briljantnost.

John Conway obiljezio je ¢itavo jedno razdoblje u svijetu matematike i
sire. Veli¢ina ovog matematicara je u njegovoj jednostavnosti, originalnosti
te iznimnoj predanosti radu. Mnogima je bio inspiracija, a nadam se da ¢e
se 1 jo§ neka njegova postignuca koristiti ubuduée u odgojno obrazovnom
procesu i radu s ucenicima.
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