Gaussovi cijeli brojevi

Pesut, Maja

Undergraduate thesis / Zavrsni rad
2024

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Rijeka / Sveuciliste u Rijeci

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:196:321347

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2025-02-22

Repository / Repozitorij:

N \ Repository of the University of Rijeka, Faculty of
Mathematics - MATHRI Repository

SVEUCILISTE U RIJECI
FAKULTET ZA MATEMATIKU

UN (] 2siaxa aopar

Z i r. n 5 k. h r DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:196:321347
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repository.math.uniri.hr
https://repository.math.uniri.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathri:309
https://www.unirepository.svkri.uniri.hr/islandora/object/mathri:309
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathri:309

Sveuciliste u Rijeci

Fakultet za matematiku

Sveucilisni prijediplomski studij Matematika

Maja Pesut

(Gaussovi cijeli brojevi

Zavrsni rad

Rijeka, srpanj 2024.



Sveuciliste u Rijeci

Fakultet za matematiku

Sveucilisni prijediplomski studij Matematika

Maja Pesut

(Gaussovi cijeli brojevi

Zavrsni rad

Mentor: doc. dr. sc. Sanda Bujaci¢ Babi¢

Rijeka, srpanj 2024.



Sazetak U zavrsnom radu ¢emo razmatrati skup Gaussovih cijelih brojeva. U prvom
dijelu ¢e se govoriti o normi elemenata tog skupa te njegovoj algebarskoj strukturi. U
drugom dijelu ¢emo proucavati svojstva djeljivosti u skupu Z[i]. U treéem dijelu éemo
definirati proste Gaussove cijele brojeve i utvrditi da Gaussovi cijeli brojevi imaju jedins-
tveni rastav na proste faktore. Za kraj, bit ¢e uvedena relacija kongruencije te ¢e biti

navedene neke primjene skupa Gaussovih cijelih brojeva na aritmetiku skupa Z.
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Uvod

Promatramo skup Gaussovih cijelih brojeva, odnosno skup oblika
Z[i| ={a+bi|a,beZ}.

Gaussovi cijeli brojevi predstavljaju generalizaciju cijelih brojeva na kompleksnu ravninu,
zadrzavajuéi ve¢inu svojstava klasi¢nih cijelih brojeva. Kao i skup cijelih brojeva Z, skup
Z[i] s operacijama zbrajanja i mnoZenja je komutativni prsten s jedinicom. Gaussove
cijele brojeve je uveo njemacki matematicar Carl F. Gauss 1832. godine u knjizi The-
oria Residuorum Biquadraticorum([6]). U ovom radu definiramo Gaussove cijele brojeve
i istrazujemo njihova svojstva, uklju¢uju¢i normu i invertibilnost te naglasavamo razlike
u odnosu na skup cijelih brojeva. Drugi dio rada fokusira se na dijeljenje u prstenu Z[i,
osvréudi se i na Euklidov algoritam i Bezoutov teorem. U tre¢em dijelu istrazujemo fak-
torizaciju Gaussovih cijelih brojeva te definiramo proste i slozene Gaussove cijele brojeve.
Nakon toga, definiramo relaciju kongruencije te na kraju koristimo skup Gaussovih cijelih

brojeva kako bi lakse dokazali neke rezultate u skupu Z.

Slika 1: Gaussovi cijeli brojevi u kompleksnoj ravnini ([3])



1 Norma
Definicija 1.1. Za a = a + bi € Z[i| definiramo normu kao
N(a) = aa = (a + bi)(a — bi) = a* + b*.

MozZemo primijetiti da norma za Gaussov cijeli broj nije definirana kao norma za kom-
pleksni broj. Norma kompleksnog broja z = x 4+ yi € C jednaka je \/m Cinjenica
da je u skupu Z[i] norma uvijek nenegativan cijeli broj, pokazat ¢e se korisnom kod ispi-
tivanja svojstva djeljivosti skupa Z[i].

Norma Gaussovog cijelog broja se ¢esto koristi ako Zelimo pokazati da neka tvrdnja vrijedi

za sve Gaussove cijele brojeve, odnosno, dokaze mozemo provoditi indukcijom po normi.

Definicija 1.2. Skalarna funkcija f je multiplikationa ako je f(a-b) = f(a)- f(b), za sve

a,b iz domene funkcije f.

Propozicija 1.1. Norma u skupu Z[i| je multiplikativna, odnosno, vrijedi:

N(aB) = N(a)N(8), Yo, 6 € Z[i].

Dokaz. Neka su o =a+bi, 3 =c+di € Z][i].
Tada je aff = (a + bi)(c + di) = ac — bd + (ad + bc)i. Odredimo N(af) i N(a)N(B).

N(aB) = N(ac —bd + (ad + be)i)
= (ac — bd)* + (ad + bc)?
= (ac)?® — 2acbd + (bd)? + (ad)* 4 2adbc + (be)?

= (ac)* + (bd)? + (ad)® + (bc)?,

N(a)N(B) = (a® 4+ b*)(c* + d*) = (ac)* + (bd)* + (ad)* + (bc)?.

Zakljucujemo:

N(af) = N(a)N(f).

Primjer 1. Neka su o =2+ 3i @ = —1 — 2i Gaussouvi cijeli brojevi.
N(a)=22+32=13, N(B)=(-1)2+(-2)*=5
N(aB)=N((2+3i)(—1—2i)) = N4 —Ti) =4>+ (-7)>=65=13-5= N(a)N(p)



Jedna posljedica multiplikativnosti norme je iduéi korolar.
Korolar 1.2. Jedini invertibilni elementi skupa Z[i] su £1 i %i.

Dokaz. Pretpostavimo da je neki o = a + bi € Z[i] invertibilan i da je a5 = 1, za neki
p € Z[i]. Primjenom Propozicije na jednadzbu aff = 1 dobivamo N(«a) - N(B) = 1.

Kako su N(«a), N(B) € Zg, zaklju¢ujemo da je N(a) = 1. Dobivamo jednadzbu a*+b* = 1
¢ija su rjesenja (a,b) € {(1,0),(—1,0),(0,1),(0,—1)}. Dakle, o € {£1, +i}. O

Napomena 1.3. 1 ¢ —1 su sami svoji inverzi, a tnverz od i je —t, i obrnuto. Jedini

wnvertibilne elementi skupa 7 su 11 -1.

U skupu Z vrijedi da, ako je |m| = |n|, onda je m = +n tj. m se moze dobiti kao
umnozak invertibilnog elementa iz Z s n.
Analogna tvrdnja ne vrijedi u Z[i]: Ako je N(a) = N(f) ne vrijedi opcenito da je
a = f-u, zaneki u € {1, +i}.
Primjer 2. Uzmimo brojeve 4 + 5i i 4 — 5i. Vrijedi da je N(4 + 5i) = 41 = N (4 — 5i),
ali ako 4 4+ 51 pomnoZimo s +1 © +i dobivamo brojeve 4 4+ 5i, —4 — 5i, —5 + 41,5 — 41, a
ni jedan od njih nije 4 — 5i.

Primijetimo da svaki nenegativan cijeli broj nije norma nekog Gaussovog cijelog broja.
Ta cinjenica slijedi iz toga da se ne moze svaki prirodni broj napisati kao suma dva
kvadrata. O tome govori Fermatov teorem: Prirodni broj n se moze prikazati kao zbroj

kvadrata dva cijela broja ako i samo ako nekvadratni did] od n nema prostog djelitelja p
oblika p =3 (mod 4).
Primjer 3.

2340 = 36 - 65 =6 -13-5
Vrijedi: 13 =1 (mod 4), 5 =1 (mod 4) pa se 2340 moZe zapisati kao zbroj dva kvadrata.
Kako je 65 = 82 + 1%, onda je 2340 = 62 - (82 +1%) = (6-8)* + (6 - 1)* = 48 + 6%. Znadi,
postoji Gaussov cijeli broj kojemu je norma jednaka 2340. Jedan od njih je 48 + 6.

Primjer 4. Nek:i od brojeva koji nisu norma ni jednog Gaussovog cijelog broja su 3 1 63:

3=3 (mod 4), 63=3%-7 teje 7T=3 (mod 4).

Zaklju¢ujemo, cijeli broj je norma nekog Gaussovog cijelog broja ako i samo ako se

moze zapisati kao zbroj dva kvadrata.

2

Neka je n = m?-ng, m,ng € Ng. Ako ng nije djeljiv s niti jednim kvadratom prirodnog broja (osim

1), onda kazemo da je ng nekvadratni dio od n.



2 Algebarska struktura (Z[i], +, )

Definicija 2.1. Prsten (R,+,-) je skup R s operacijama + i - takvim da vrijedi:
1. (R,+) je Abelova grupa,
2. (R,-) je polugrupa,
3. Vrijede zakoni distributivnosti: (a+b)-c = a-c+b-c, c-(a+b) = c-a+c-b, Va,b,c € R.

Ako vrigedi da je b-a = a-b,Va,b € R, tada kaZemo da je R komutativan. Ako postoj

e € R takav da je a-e =e-a,Va € R, tada kaZemo da je R prsten s jedinicom.

Teorem 2.1. Skup Gaussovih cijelih brojeva ( Z[i], +,-) u odnosu na standardne operacije

zbrajanja © mnoZenja je komutativni prsten s jedinicom.

Dokaz. Prvo dokazimo da je (Z[i], +) Abelova grupa.

Neka su o = a+bi, § = c+di € Z[i]. Tada je a+ 8 = a+c+(b+d)i € Z[i] jer sua+cib+d
cijeli brojevi. Z[i] C C pa se asocijativnost i komutativnost zbrajanja nasljeduju iz skupa
kompleksnih brojeva. Neutral za zbrajanje je e = 04 0i jer je a+€e =04+a+ (0+b)i = a.
Inverz za zbrajanje od a = a+bije a™! = —a—bi € Zi] (jera+a'=0 = a ! = —-a.)
Jos moramo pokazati da je (Z[i], -) komutativni monoid.

Kako je skup Z zatvoren s obzirom na mnozenje i zbrajanje, onda je - 8 = ac + bd +
(ad — be)i € Z[i]. Z[i] C C pa se asocijativnost i komutativnost mnozenja nasljeduju iz

skupa kompleksnih brojeva. Neutral za mnoZenje je e =1 jer je - 1 = «, Yo € Z[i]. [

Definicija 2.2. Neka je (R, +,-) prsten. Ako za a,b € R, a,b+# 0 vrijedi da je a-b =0,
onda kaZemo da je a lijevi, a b desni djelitelj nule. Ako je 0 jedini djelitelj nule, onda

kaZemo da je R prsten bez djelitelja nule.

Definicija 2.3. Ako je R komutativan prsten bez djelitelja nule, onda kaZemo da je R

integralna domena.
Propozicija 2.2. (Z[i],+,-) je integralna domena.

Dokaz. 1z Teorema znamo da je (Zl[i],+,-) komutativan prsten. Pretpostavimo da
postoje v, 8 € Z[i], «, 8 # 0 takvi da je a-f = 0. Djelovanjem norme slijedi, N(a)N(8) =
0. To moze biti jedino ako je « ili § jednako 0, §to je kontradikcija s pretpostavkom da su
a, f # 0. Dakle, 0 je jedini djelitelj nule u (Z[i], +, -) pa je (Z]i], +, ) integralna domena,
Sto je i trebalo pokazati. O]



3 Djeljivost

U ovom poglavlju istrazit ¢emo svojstva djeljivosti u skupu Z[i] i vidjeti kako su povezana
s djeljivoséu u skupu cijelih brojeva. Definicija djeljivosti Gaussovih cijelih brojeva je

analogna uobicajenoj definiciji djeljivosti.

Definicija 3.1. KaZemo da ( € Z[i] dijeli o € Z[i] i pisemo B|a, ako je o = By, za neki
v € Z[i].

Primjer 5. —10 — 10i = (1 4 37)(—4 + 21)
Dakle, 14 3i i —4 + 20 su brojevi koji dijele —10 — 10s.
Dodatno, provjerimo jos ako je —4 + 2¢ djelyiv s 1 + 3u.

4420 442 1-3 2414 1 7.

= = =—-+ -1

113 1+3 1-3 10 575

Zakljucujemo da —4 + 2i nije djeljiv s 1+ 3i u skupu Z[i] jer smo kao rezultat dobili broj

koji nije element tog skupa.

Jedini siguran nacin za provjeru dijeli li jedan broj drugi je provedba postupka kao u
primjeru, to jest, racionalizacija nazivnika nakon koje provjerimo je li rezultat Gaussov
cijeli broj. U nekim primjerima ne moramo provoditi taj postupak, ve¢ nam neki od

iduc¢ih rezultata mogu pomodi.
Teorem 3.1. Gaussov cijeli broj a = a + bi je djeljiv s ¢ € Z ako i samo ako c|a i c|b.

Dokaz. Neka ¢ € Z dijeli o« = a+ bi € Z][i]. To znaci da moZzemo pisati a+ bi = c¢(m +ni),
gdje sum,n € Z. To je ekvivalentno tome da je a + bt = ¢m + cni, to jest a = cm, b = cn.

Dakle, cla i c|b. O

Ako uzmemo da je b = 0 u iskazu prethodnog teorema, vidimo da se djeljivost izmedu
cijelih brojeva ne mijenja kada ih promatramo u skupu Z[i]: za ¢,a € Z, c|a u Z][i] ako i
samo ako cla u Z.

Mutiplikativnost norme nam daje iduéi rezultat koji je u nekim slucajevima koristan da

lako provjerimo djeljivost dva Gaussova cijela broja.
Teorem 3.2. Neka su «, 5 € Z[i]. Ako Bla (u Z[i]), onda N(f3) dijeli N(«) (u Z).

Dokaz. fla = «a = v, v € Zli]. Djelovanjem norme dobivamo N(«) = N(B)N(v) iz
¢ega zakljucujemo N(B)|N(«). O



Napomena 3.2. Primijetimo da obrat Teorema ne vrijedi opéenito. Naime, uzmimo
zaa=3—1i,azaf=1+2i. Nla)=10,N(B8) =5 pa vidimo da vrijedi da N(B) dijeli
N(a), ali f ne dijeli o (5 = Ti ¢ Zli]).

:

Teorem [3.2]je dobar alat za dokazivanje toga da jedan broj ne dijeli drugi. Ako uzmemo
a, € Z[i] i za njih vrijedi da N(B) ne dijeli N(«), onda odmah mozemo zakljuciti da
B 1 . Dakle, provjera djeljivosti normi u Z je nuzan uvjet za djeljivost u Z[i] (kada ne
vrijedi djeljivost normi, onda ne vrijedi ni djeljivost brojeva u Z[i]), ali to nije dovoljan

uvjet.

Korolar 3.3. Norma Gaussovog cijelog broja je parna ako i samo ako je taj broj djeljiv

s 1+4u1.

Dokaz. Ako 1+ i dijeli a € Z[i], onda N (1 + i) = 2 dijeli N(«) pa je norma od « parna.
Obratno, pretpostavimo da a + bi € Z[i] ima parnu normu tj. a® 4+ > = 0 (mod 2).
Slijedi da su a i b ili, oba parni, ili, oba neparni. Tada 2|(a — ) tj. a = b (mod 2).

Zelimo naci neke m, n € Z takve da moZemo napisati a + bi = (1 +4)(m + ni), odnosno,

a+bi = (m—n)+ (m+n)i. Stavimo da je m = %2 n = 2L Takvi m i n su iz Z jer je
a=b (mod 2)ia+bi=(1—1q) (%L + 22Li). Dakle, (1+1)|(a+ bi). O

Primijetimo da su svi Gaussovi cijeli brojevi djeljivi s invertibilnim elementima 1, —1,4

te —1.

Lema 3.4. Za o € Zli],a # 0 bilo koji djelitelj od o kojemu je norma jednaka N(«) je

umnozak invertibilnog elementa s a.

Dokaz. Neka Slai N(B) = N(«). Kako f|a, onda je a« = B, v € Z[i]. Djelovanjem
norme dobivamo N(a) = N(«)- N(7) iz ¢ega slijedi N(v) =1 pa je v € {£1,£i}. Dakle,
B mora biti +« ili £ia. O]

Prema Lemi , +a i +ia su jedini djelitelji od @ s normom N(«). Taj rezultat ¢emo
koristiti u poglavlju o prostim brojevima i faktorizaciji. Dokaz iduéeg teorema moze se

pronadci u [1].

Teorem 3.5 (O dijeljenju s ostatkom). Za svaka dva Gaussova cijela broja o, €
Z[i], B # 0, postoje ~y,p € Z[i] takvi da je o =~-5+p i N(p) < N(B). Dodatno,
moZemo izabrati p tako da vrijedi N(p) < 3N (B).

10



Definicija 3.3. Brojeviy i p se nazivaju kvocijent i ostatak, pri cemu je ostatak ogranicen

normom djelitelja 3.

Problemi koji se mogu javiti kod racunanja brojeva v i p najbolje je ilustrirati jednim

primjerom.

Primjer 6. Neka je o« = 25 — 137 i f = 6 + ¢. Pokusajmo pronaci v i p tako da je
a =78+ p, gdje je N(p) <37 = N(B).

Promotrimo: -
a o §_137—103i_137_103i
BB B 37 37 37
137 —103
— =3.702 — = -2.
o 3.7027, o 783

pa stavimo da je vy = 3 — 2.
p=a—y8 = p=>5+4i, N(p) =41« 37.

Vidimo da smo dobili p koji ima puno veéu normu od Zeljene pa moramo promijeniti nacin
biranja broja .

Iskoristimo teorem o dijeljenju s ostatkom w skupu cijelih brojeva:

137_3+26 —103__3+8
37 37’ 37 37

Sada stavimo da jey = 3—3i. Tada je p = 4+2i, §to nam odgovara jer je N (4+2i) = 20.
Ocito je teorem o dijeljenju s ostatkom u skupu cijelih brojeva dobar alat kako bi odabrali
broj .

Ali, Teorem nam turdi i da postoje v i p takvi da je N(p) < sN(B). Uistinu, ako za
v uzmemo 4 — 3i dobit cemo p = —2 + 1, a za njega je norma jednaka 5 < % -37. (Ovdje

smo za 7y uzeli onaj broj koji je najblizﬂ broju %)

Zanimljiva razlika izmedu Teorema o dijeljenju s ostatkom u skupu Z i skupu Z[i] je
ta da verzija teorema za cijele brojeve garantira jedinstvenost kvocijenta i ostatka, sto za
Gaussove cijele brojeve nije istina. No, ta ¢injenica ne smanjuje djelotvornost tog teorema

u primjeni.

20vdje se misli na udaljenost dva kompleksna broja z; = a; + b1i i 25 = as + boi §to se ra¢una po

formuli \/(a1 — a2)? + (b1 — b2)2.

11



Primjer 7. U ovom primjeru uzmimo da je o« =1+ 8i, f =2 — 4.

Kako je ’73 tocno izmedu —2 1 —1 za v moZemo uzeti —2 + 1 ili —1 + 4.
Koristeéi prou opciju dobivamo o = (=24 1) + 1 — 24, iz druge o« = (=1 +14)3 — 1 + 2i.
U oba slucaja je N(p) =5 < 20 = N(p).

3.1 Euklidov algoritam

Euklidov algoritam je metoda za pronalazenje najveéeg zajednickog djelitelja dvaju bro-
jeva a i b, u oznaci M (a,b). Kako u Z[i] nemamo definiran uredaj, to¢nije relaciju <,
podrazumijevamo da je najve¢i zajednicki djelitelj onaj koji ima najve¢u normu. Odmah
mozemo primijetiti da, ako je d najveéi zajednicki djelitelj brojeva « i , onda su to i

brojevi —¢, id, —id, a mozda ima i drugih.

Definicija 3.4. Za «, 8 € Z[i] kaZemo da su relativno prosti ako su im jedini zajednicki

dgelitelyi 1, —1,7 te —i.

Teorem 3.6 (Euklidov algoritam). Neka su «, 8 € Zli], «, 8 # 0. Pretpostavimo da je

uzastopnom primjenom Teorema o dijeljenju s ostatkom u Z[i| dobiven niz jednakosti:

a=pB-m+p, N(p)<N(B)
B=p1-v2+p2, N(p2) <N(p1)

p1=p2-73+p3,  N(ps) < N(p2)

Posljedngi ostatak razlicit od nule djeljiv je sa svim zajednickim djelitelyima od o 1 3 te je

1 sam njthov zajednicki djelitely pa je najveci zajednicki djelitely brojeva o @ 3.

Dokaz. Krenuvsi od prve jednadzbe nadalje, zaklju¢ujemo da svaki zajednicki djelitelj od
a i f dijeli posljednji nenul ostatak. Ako krenemo obrnuto, od zadnje jednadzbe prema
prvoj, zakljuéimo da je posljednji nenul ostatak zajednicki djelitelj od « i . Stoga, taj
posljednji nenul ostatak je djeljiv sa svim ostalim zajednickim djeliteljima brojeva i
pa medu zajednickim djeliteljima ima maksimalnu normu. Prema tome, posljednji nenul

ostatak je najvecéi zajednicki djelitelj brojeva a i 3. O]

12



Primjer 8. Pronadimo najveci zajednicki djelitely brojeva o = 32 4 114 ¢ f = 8 + 9.
2+11i=(8+9)(2—10)+ 7+

8+9i=(T+i)(1+14)+2+i
T+i=(2414)(3—1i)+0.

Posljedngi nenul ostatak je 2 + 1 pa je taj broj najveci zajednicky djelitelj od o = 32 + 112
i B =8+49i, to jest, M(«,5) = 2 +i.

Primjer 9. Dokazimo da su 4 — 5i 1 4 4+ 51 relativno prosti:
4—5i=(4+5i)(—i)—1—1

A4 5i=(=1—i) (=5 —1i) —i
—1—i=(—i)(1—i)+0.

Posljedngi nenul ostatak je —i, odnosno za brojeve 4 — 5i 1 4+ 5t jedint zajednicki djelitelyi

su l,—1,i te —i pa zakljucujemo da su 4 — 5t 1 4 + 5i relativno prosti.

U prethodnom primjeru drugu jednadzbu smo mogli napisati i drugacdije:
4+45i=(-1—i)(=5)—1, 44+5i=(-1—d)(-4)+i, 4+5i=(-1—i)(-4—1)+1.
U svakom od tih slu¢ajeva posljednji nenul ostatak je jedan od invertibilnih elemenata te

bi iz bilo kojeg od njih dosli do istog zakljucka.

Napomena 3.5. Iz Teorema[3.9 slijedi: Ako je M(a, 3) = &, onda N () dijeli N(c) i
N(B) pa dijeli i M(N(a), N(8)).

U Primjeru[§|je N(a) = 1145 = 229-5 i N(B) = 145 = 29-5 pa je M(N(a), N(B)) =
5 = N(6). Naravno, moze biti i da je N(0) < M (N (), N(8)) kao u Primjeru[J} gdje su
4 —5i14+5i (N(4=+5i) = 41) relativno prosti pa im najveéi zajednicki djelitelj ima
normu 1.
Pretpostavimo da je M(N(a), N(f)) = 1. U tom slucaju bilo koji djelitelj od o i § mora
imati normu koja dijeli 1 pa su jedini djelitelji od a i 5 invertibilni elementi (jedino 1, —1,4
te —i imaju normu jednaku 1). Dakle, Gaussovi cijeli brojevi koji imaju relativno proste
norme su relativno prosti. (Obrat ne vrijedi, kao §to je prikazano u Primjeru |§| za 4+ 5i.)
Koristeéi tu tvrdnju, ako pokazemo da je M(N(«), N(f)) = 1, onda odmah znamo da su

a i f relativno prosti u Z[i].
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Iduc¢i korolar Euklidovog algoritma nam kaze da je najveci zajednicki djelitelj dvaju

brojeva u Zl[i] jedinstven do na umnozak s invertibilnim elementima.

Korolar 3.7. Neka su « i  nenul elementi iz Z[i] i neka je 6 njihov najveéi zajednicki
djelitelj dobiven Euklidovim algoritmom. Tada je bilo koji najveci zajednicki djelitelj od o
i B jednak 6 - u, gdje je u € {1, £i}.

Dokaz. Neka je &' € Z[i] najveéi zajednicki djelitelj od o i 8. Iz dokaza Euklidovog
algoritma imamo da ¢'|J, to jest, 0 = &’y pa je N(J) = N(§')N(vy) > N(¢'). Zato sto je ¢
najveci zajednicki djelitelj, njegova norma je maksimalna medu normama svih zajednickih
djelitelja. Iz toga slijedi da mora biti N(6) = N(¢’). Slijedi N(v) = 1 pa je v € {£1, £i}.
Dakle, ¢’ =6 - v, pri ¢emu je v € {£1, +i}. O

3.2 Bezoutov identitet

Bezoutov identitet (ili Bezoutova lema) je fundamentalni rezultat u teoriji brojeva, a kaze
da za bilo koja dva nenul cijela broja a i b postoje z,y € Z takvi da je M(a,b) = ax + by.

Analogon te tvrdnje vrijedi i u skupu Gaussovih cijeli brojeva.

Teorem 3.8 (Bezoutov identitet). Neka je & bilo koji najveéi zajednicki djelitelj nenul
brojeva o, f € Zli]. Tada je 6 = ax + By, za neke x,y € Zli].

Korolar 3.9. Nenul Gaussovi cijeli brojevi a i 3 su relativno prosti ako i samo ako je

1 = ax + By, za neke x,y € ZJ[i].

Brojevi x i y zovu se Bezoutovi koeficijenti, a lako se pronadu tako da provedemo
Euklidov algoritam "unatrag". Cesto se taj postupak naziva prosireni Euklidov algoritam.
Jasno je da koeficijenti z i y, kao i najveéi zajednicki djelitelj, nisu jedinstveni.

Primjer 10. U primjeru [§ Euklidovim algoritmom smo izracunali da je 2 + i najveci
zajednicki djelitelj brojeva 32 + 117 i 8 + 9i. Sada moZemo provesti taj postupak unatrag
da bt 2 + 1 1zrazili v obliku 2 4+ 1 = ax + By.

24+i=8+9 — (T+4)(1+1)

=84 9i — (324 11i) — (8 + 94)(2 — 4))(1 + )

(
(
=8+ 9i — (32 + 110)(1 + i) + (8 + 9i)(2 — 1)(1 + 1)
—a(l+)+ L1+ (2—1i)(1+19))

)

a(—1—1i) + B4 +1).
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Primjer 11. U primjeru[9 vidjeli smo da su 4 — 5i i 4 + 5i relativno prosti. Vrijedi:

—i =4+ 5i— ((—1—i)(~5 — 1))
= 4+ 50 — ((4 — 5i) — (4 + 5i)(—i))(—5 — )
= (4+5) (1 + (=) (=5 — 7)) — (4 — 5i)(—5 — i)

= (4+ 5i)(51) + (4 — 5i)(5 + 7).
MnoZeci posljednju jednadzbu s i dobivamo:

1 = (4 + 5i)(=5) + (4 — 5i)(—1 + 5i).

4 Prosti brojevi i faktorizacija

Prosti brojevi u skupu cijelih brojeva su oni koji su djeljivi samo s 1 i sa samim sobom.
Brojeve ay,as, ..., a, takve da je a = ay - as - ... - a,, zovemo faktorima od a. Dakle, cijeli
broj a je prost ako su jedini njegovi faktori =1 i +a. Analogno tome ¢emo uvesti proste
brojeve u skupu Z[i].

Kada je N(a) > 1, za a € Z[i], 8 ocitih faktora je £1, 41, +«, +ia. Njih zovemo tri-
vijalnim faktorima. Bilo koji drugi faktor od « naziva se netrivijalan. Po Lemi [3.4] svi
netrivijalni faktori od o imaju normu veéu od 1 i manju od N(«). Shodno tome, razliku-
jemo trivijalnu i netrivijalnu faktorizaciju. Ako je a = S, pri ¢emu je N(5), N(y) > 1,

onda je ta faktorizacija netrivijalna.

Definicija 4.1. Neka je o Gaussov cijeli broj takav da je N(a) > 1. KaZemo da je o

prost ako ima samo trivijalne faktore. Inace kaZemo da je sloZen.
Primjer 12. Trivijalna faktorizacija od 9+ 2i je i(2 —9i), a netrivijalna (1 — 24)(1 + 43).
Zanimljivo je uociti da neki brojevi koji su prosti u Z, to nece biti u Z[i].

Primjer 13. Broj 5 je u skupu Z prost, ali u Z[i] nije. Primijetimo da moZemo pisati
5= (1+2i)(1 —2i). Takoder, i broj 2 je slozen u Z[i] jer je 2 = (1 +1i)(1 — ). No, broj

3 ostaje prost i kao Gaussov cijeli broj.

Za provjeru prostosti Gaussovog cijelog broja, korisnom se pokazuje norma zahvalju-
juéi kojoj taj problem promatramo u skupu cijelih brojeva u kojem nam je praktic¢nije

raditi.
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Teorem 4.1. Ako je norma Gaussovog cijelog broja o = a + bi, pri cemu je a,b # 0,

prost broj u Z, onda je a prost u Z[i.

Dokaz. Neka je p = N(«) prost broj i a = 7, 5, € Z[i]. Primjenom norme dobivamo
p = N(B)N(v). p, N(B) i N(y) su nenegativni cijeli brojevi i p je prost pa je jedan
od brojeva N(f) i N(v) jednak 1. Odnosno, jedan od [ i 7 je invertibilni element.

Zaklju¢ujemo da « nema netrivijalnu faktorizaciju. O]

Napomena 4.2. Obrat Teoremal[4.1 ne vrijedi, odnosno, ako je Gaussov cijeli broj prost,
to me znaci da je njegova norma prost broj. Primjerice, 3 je prost u Zli], ali njegova

norma, koja je jednaka 9, je sloZen cijeli broj.

Slika 2: Gaussovi prosti brojevi s normom manjom od 1000 ([4])

Teorem 4.2. Svaki o € Z[i] takav da je N(«) > 1 se mozZe prikazati kao produkt prostih

brojeva iz Z[i].

Dokaz. Dokaz provodimo indukcijom po N(«). Neka je N(a) = 2. Po teoremu
je a prost. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve Gaussove cijele brojeve s normom
jednakom k, za neki k € N. Neka je sada N(a) = k+1. Ako ne postoji o € Z[i] takav da je
N(a) = k+ 1, onda nemamo $to pokazati. Pretpostavimo da postoji « € Z[i] takav da je
N(a) = k+1. Ako je a prost, onda je on produkt prostih brojeva iz Z[i]. Ako je « sloZen,
onda ga mozemo zapisati kao o = fv, 3,7 € Z[i], pri cemu je N(5), N(7) < N(a) = k+1.
Po pretpostavci indukcije, 8 1 v se mogu prikazati kao produkti prostih faktora u Z[i].
Prema tome, njihov produkt, koji je jednak «, je produkt prostih brojeva iz Z[i]. O
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Sad kad smo pokazali egzistenciju faktorizacije na proste faktore, Zelimo do¢i do je-
dinstvenosti te faktorizacije. Medutim, ta jedinstvenost nije jedinstvenost u doslovnom

smislu. Ovdje éemo dobiti jedinstvenost do na umnozak s invertibilnim elementima.

Primjer 14. 5 = (1 4+ 2:)(1 — 2i) = (2 —4)(2 +4). Svi ovi faktori su prosti pa bi
mogli zakljuciti da broj 5 nema jedinstvenu prostu faktorizaciju. Ali, primijetimo da je

142 =(2—d)i i 1—2i=(2+1d)(—i).
Dokaz iduceg teorema moze se pronaci u [IJ.

Teorem 4.3. Svaki o € Z[i| s normom veom od 1 ima jedinstveni rastav na proste

faktore u sljedecem smislu: Ako je

/

!/
o= M. T, = M Ty... T,

gdje su m;, 7 prosti u Z[i], zai € {1,2,...,7}, j€{1,2,...,s}, onda jer = s i svaki m; je
umnozak nekog ; s invertibilnim elementom.

Za odredivanje rastava Gaussovog cijelog broja na proste faktore posluzit ¢emo se

normom, to jest, ¢injenicom da, ako je a = f~, onda je i N(a) = N(B)N (7).

Primjer 15. Uzmimo za a broj 4 + 3i. N(a) = 25 = 5-5. Gaussovi cijeli brojevi s
normom 5 su 1+ 21 1 1 — 2¢ te njihovi umnosct s invertibilnim elementima. Pokusajmo

4 4 31 zapisati kao umnoZak nekih od njih.
(14+2i)(1—2i) =5, (1+2i)(2+1i)=>5i, (1+2i)(—-2+1i)=—4—3i.

Uoc¢imo da je posljednji umnozZak jednak —a pa je —(—4 — 3i) = —(1 + 2i)(—2 + 7).
Dobivamo da je (1 + 2i)(2 — i) rastav od 4 + 3i na proste faktore.

5 Modularna aritmetika

U ovom poglavlju ¢emo se pozabaviti relacijom kongruencije. Teoriju kongruencija je uveo
C.F. Gauss u djelu Disquisitiones arithmeticae ¢iji se naslov prevodi kao Aritmeticke ras-
prave. Analogno kao u skupu cijelih brojeva definiramo relaciju kongruencije za Gaussove

cijele brojeve.

Definicija 5.1. Neka su o, 5,y € Z[i]. KaZemo da je o kongruentno s f modulo vy ako
Y[(a— ). Pisemo: a = (mod ~) ili a=,p.
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Napomena 5.2. Primijetimo da o =0 (mod ) znaci da je o djeljivo s 7.

Primjer 16. Provjerimo vrijedi li 1 +12i =2 — i (mod 3 + ).

1+12i—(2—4) —1+13i
341 341

=1+ 4.
Rezultat je u Z[i] pa moZemo reci da je 1 + 12i kongruentno s 2 — i modulo 3 + i.
Propozicija 5.1. Relacija "biti kongruentno modulo ~v" je relacija ekvivalencije.
Dokaz. Neka su «, 5 € Z][i.

e refleksivnost: a = a (mod 7) jer 7|0, Vv € Z]i].

e simetri¢nost: Pretpostavimo da je a = 5 (mod ). Tada v|(a— /) odnosno postoji
d € Z[i] takav da je v = o — . Pomnozimo tu jednadzbu s —1 i dobijemo

—dv = — a pa kako je —d € Z[i] onda «|( 5 — ) §to znadi da je f = a (mod 7).

e tranzitivnost: Pretpostavimo da je « = 8 (mod ) i 8 = € (mod 7). To znaci da
Y| (a—pB) 1 7|(B—€) papostojedy,ds € Zli] takvidajedyy = a—F 1 doy = f—e.
Posljednje dvije jednadzbe moZzemo zbrojiti. Dobivamo da je (61 + d)y = o — €.

Vrijedi §; + 2 € Z[i] pa slijedi da y|a — € pa zaklju¢ujemo da je a =€ (mod 7)
]

Buduéi da relacija ekvivalencije dijeli skup na kojem je definirana na klase ekvivalen-
cije znamo da je relacijom kongruencije definiran kvocijentni skup Z[i]/=. . Gaussovi cijeli
brojevi av i B se nalaze u istoj klasi ekvivalencije ako je o =, 3.

Gaussov cijeli broj mozemo "reducirati" modulo v tako da ga podijelimo s v i promo-
trimo ostatak. Time dobivamo Gaussov cijeli broj kongruentan pocetnom, ali s manjom

Nnormornl.

Primjer 17. Reducirajmo 1+ 8i modulo 2—4i. U Primjeru[7 te smo brojeve ve¢ podijelili

1 dobili dvije mogucnosti:
1+8=2—-4i)(—2+1)+1— 21 1+8=2—-4i)(—1+1i)—1+ 24
Dakle, 1 +8=1—2i (mod2—4i) i 148 =—1+2i (mod 2 — 44)

Postoji interesantan nacin kojim se moze slikovito prikazati kako djeluje modularna

aritmetika u Z[i].
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Primjer 18. Neka je v = 2 + 2i © wocimo kako izgledaju umnosci od v s elementima iz

Zli], odnosno, visekratnici od 2 + 2i.
(24 2i)(m+ni) = (24 2i))m+ (2+ 2i)ni = (2+ 2))m + (=2 + 2i)n, m,n € Z.

Z[i]-visekratnici od 2 + 2i su zapravo linearne kombinacije od 2 + 2i i —2 + 2i. Ako ih
promatramo kao vektore tj. svaki Gaussov cijeli broj x + yi interpretiramo kao vektor
(z,y) € R?, onda ih moZemo prikazati v kompleksnoj ravnini. Dobivamo poplocavange

ravnine kvadratima koji imaju Gaussove visekratnike od 2 + 2i kao vrhove.

e it
SRS

Slika 3: Z[i]-visekratnici od 2 + 2i ([5])

Ako se dva Gaussova cijela broja nalaze na istoj relativnoj poziciji unutar razlicitih
kvadrata, onda su oni kongruentni modulo 2+ 2i. Owvo vrijedi zato $to svaki kvadrat dijeli
stranice s 4 kvadrata pa je pomicanje iz neke pozicije jednog kvadrata na istu poziciju u
susjednom kvadratu ekvivalentno translaciji za neki od vektora +(2 + 2i),+(—2 + 21) .
Prema tome, sa slike [3 is¢itavamo da su —3 4+ 2i 1 3 + 41 kongruentni modulo 2 + 2i.
Nadalje, sa slike @ moZemo odrediti kvocijentni skup Z[i]/=,,,,. Uzmimo kvadrat koji je
obojan plavom bojom @ napravimo listu Gaussovih cijelih brojeva koji odreduju pozicije
unutar njega, pozicije na dvjema susjednim stranicama i jedan vrh tog kvadrata. To su:
0, 2, 2¢, 3i, 1 4+14, —1+1, —14+2¢ te 1+ 2¢. Svaki Gaussov cijeli broj je kongruentan

modulo 2 + 21 s tocno jednim od njih.
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Koristan rezultat modularne aritmetike iz Z je Fermatov mali teorem koji kaze da
za p prost i a € N takve da p t a vrijedi a?! = 1 (mod p). Sjetimo se da se p — 1
u eksponentu pojavio zato Sto postoji p — 1 nenul brojeva koji daju razli¢ite ostatke pri
dijeljenju s p. Imajuéi to na umu, mozemo izreéi Z[i]-analogon Fermatovog malog teorema

koji navodimo bez dokaza.

Teorem 5.2. Neka je m prost Gaussov cijeli broj i oznacimo s n(m) broj elemenata u

Z[i]/=.. Ako 7t a, onda je ™™ "1 =1 (mod 7).

Kako bi nam prethodni teorem zapravo bio koristan trebamo formulu za n(7) kada

je m bilo koji Gaussov cijeli broj. Dokaz iduceg teorema moze se pronaci u [I].
Teorem 5.3. Ako je o # 0 u Z[i], onda je n(a) = N(«).

U primjeru (18] je vidljivo da je |Z[i]/=,,.,,

= 8, a s obzirom da je N(2+ 2i) = 8, onda
je n(2 4 2i) = N(2 + 2i), §to je u skladu s prethodnim teoremom.

6 Skup Z[i] i aritmetika skupa Z

Sve primjene skupa Z[i] na svojstva u Z vezane su uz zbroj dva kvadrata. Koristeci formulu
a’+b* = (a+bi)(a—0bi), sumu kvadrata na lijevoj strani prikazujemo kao umnozak brojeva
iz Z[i]. 1z toga je jasno zaSto su svojstva skupa Gaussovih cijelih brojeva relevantna kod

analize zbroja dva kvadrata u skupu cijelih brojeva.

Teorem 6.1. Neka je p € Z prost broj. Ako je p = a® + b2, onda su a® i b* jedinstveni

do na poredak (a i b su jedinstveni do na poredak i predznak).

Dokaz. Neka je p = a® + b?, gdje je p prost cijeli broj i a,b € Z. U Z[i] faktorizacija
od p je (a+ bi)(a — bi). Zbog multiplikativnosti norme je N(p) = N(a + bi)N(a — bi) iz
¢ega slijedi da je N(a+ bi) = p = N(a — bi). Po Teoremu [L.1] a + bi i a — bi su prosti u
Z[i]. Pretpostavimo da postoje neki ¢, d € Z razliciti od a i b takvi da je p = ¢* + d? tj.
p = (c+di)(c — di). Analogno kao za a £ bi, mora biti da su ¢+ di i ¢ — di takoder prosti

u Zi]. Po Teoremu o jedinstvenoj faktorizaciji u Z[i] (4.3]) imamo:
a+bi =u(c+di) ili a4+ bi =u(c—di),

gdje je u € {£1,+:}. Promotrimo slucaj kada je a + bi = u(c + di). Ako je u =1, onda

jec=aid=0. Akojeu=—1,ondajec=—aid=—b. Akojeu=1i,ondajec=0>01i
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d = —a. Ako je u = —i, onda je c = —b i d = a. Dakle, ¢ i d su jednaki kao a i b do na

poredak i predznak. Analogno bi se pokazalo ako bi uzeli da je a + bi = u(c — di). O

U prethodnom teoremu vidljivo je da svaki p € Z prost, mozemo na jedinstven nacin
zapisati kao zbroj dva kvadrata, ali to ne vrijedi i za sve slozene cijele brojeve. Skup Z[i]
iskoristit ¢emo za generiranje cijelih brojeva koji se mogu zapisati kao zbroj dva kvadrata

na vise nacina.

Primjer 19. Promotrimo faktorizacije 5 = (1 + 2i)(1 —2i) 1 13 = (2 + 3i)(2 — 3i).

Njihov umnoZak moZemo zapisati kao:
5-13=((1+20)(2+3i)) - ((1 —20)(2 — 30)),

513 = ((1420)(2 — 30) - (1 — 20)(2 + 30)).
Iz te dvije jednadzbe dobivamo: 65 = (=4 + 7i) - (=4 —7i) = (8 + 1) - (8 — ). Dakle,

65 =4*+ 7 =8>+ 12

Mozemo zakljuciti da razlic¢iti prikazi cijelog broja kao zbroja dva kvadrata u Z odgo-
vora preslagivanju prostih faktora u Z[i]. Isti postupak mozemo iskoristiti za dobivanje

cijelog broja koji je suma dva kvadrata cijelih brojeva na tri razli¢ita nacina.

Primjer 20. 5 = (1+2i)(1 —24), 13=(2+3:)(2—3i), 17 = (1+ 4i)(1 — 49).
Uzmimo umnoske:

(1+24)(2+ 30)(1 4+ 4i) = =32 — 94,
(1—20)(2 + 3i)(1 + 44) = 12 + 314,
(1+24)(2—3i)(1 +4i) =4+ 33i.
Sada moZemo pisati:
5-13-17 = 1105 = 9° + 32° = 12° + 31° = 4* + 33%.
Sada ¢emo skup Gaussovih cijelih brojeva iskoristiti za klasifikaciju Pitagorinih trojki.

Definicija 6.1. Uredenu trojku prirodnih brojeva (x,y,z) zovemo Pitagorina trojka ako
vrijedi da je x2 +1y* = 2% tj. ako su x iy duljine kateta, a z duljina hipotenuze pravokutnog

trokuta. Ako su x, y, z relativno prosti, onda kaZemo da je (x,y,z) primitivna Pitagorina

trogka.([2])
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Ako bilo koja dva od brojeva x,y i z imaju zajednicki prosti faktor, onda je to faktor
i treceg. Takoder, u svakoj primitivnoj Pitagorinoj trojki to¢no je jedan od brojeva z
i y paran, dok je z uvijek neparan. Naime, ako pretpostavimo da su x i y oba parni
(tada nisu relativno prosti), onda ( x,y, z) ne bi bila primitivna Pitagorina trojka. A ako
pretpostavimo da su z i y neparni tada bi vrijedilo 22 = 1 (mod 4) i > = 1 (mod 4).
Relacija kongruencije se dobro ponasa sa zbrajanjem pa slijedi 22 = 2% +y* = 2 (mod 4),

ali to ne moZe biti jer ne postoji m € Z takav da je m? =2 (mod 4).

Teorem 6.2. Svaka primitivna Pitagorina trojka (z,y, z), gdje je x neparan, ima oblik:

r =m?—n?, Yy = 2mn, 2z =m?+n?,

pri cemu jem >n >0, mneN, M(m,n) =1.

Dokaz. Jednadzbu 2?2 + y* = 2% moZemo zapisati u obliku (z + yi)(z — yi) = z - z. Neka
je ¢ zajednicki djelitelj od (x + yi) i (z — yi) u Z[i]. Tada ¢ dijeli njihovu sumu i razliku
tj. 0|2z i &|2yi, odnosno, 0|2z i §|2y. Nadalje, 6%|2% pa N(§)?|z%, a 2* je neparan pa
je 1 N(0) neparan. Po Korolaru 3.3, 1 + i dijeli 6 ako i samo ako je N (&) parna. Slijedi,
(1+1) 10, a to je ekvivalentno s tim da je § relativno prost s 2 (jer je 2 = —i(1 +1)?, a
1 + 4 je prost). Sada, mozemo pisati d |x i d|y. Iz toga Sto su z i y relativno prosti u
Z pa i u Zli], slijedi da je 0 € {£1, +i}. Pokazali smo da su (z + yi) i (x — yi) relativno
prosti. U jednadzbi (z + yi)(x — yi) = 22 s lijeve strane su dva relativno prosta Gaussova
cijela broja ¢iji je umnozak kvadrat. Teorem kaze da je svaki faktor s lijeve strane

takoder kvadrat pomnozen s invertibilnim elementom. Dakle, moze biti:
r+yi=(m+ni)?® ili x+yi=i(m+ni)? m+nicZ[i.

v+yi=(m?—n?) + 2mn)i ili x+yi=—-2mn+(m*—n?)i.

Po pretpostavci teorema, x je neparan pa ostaje samo prva moguénost.
Iz x +yi = (m? —n?) + (2mn)i slijedi: x =m? —n?, y=2mn.
Stoga, 22 = (m?—n?)%+(2mn)? = m*—2m?*n?+n*+4m?n? = (m?*+n?) 2. Zakljucujemo,

r=m?—n% y=2mn, z=m?+n’ O
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m 2 3 4 5 4
n 12 1 2 3

r=m?*—n?|3 5 15 21 7
Yy = 2mn 4 12 8 20 24
z=m?>+n?|5 13 17 29 25

Tablica 1: Neke primitivne Pitagorine trojke

Iz dokaza Teorema proizlazi lagan nacin za dobivanje Pitagorinih trojki. Jednos-
tavno uzmemo neki a € Z[i] kojemu realni i imaginarni dio nisu 0 te ga kvadriramo.

Recimo da je o = a + bi. Tada je (|al, |b|, N(«)) Pitagorina trojka.

Primjer 21. Neka je « = 9+ 8i. Tada je (9 + 8i)*> = (92 — 8%) — (2-9-8)i = 17 + 144i
i N(9+8i) = 92 + 82 = 145. Dakle, (17,144,145) je Pitagorina trojka. Stovise, to je

primitivna Pitagorina trojka jer su 8 © 9 relativno prosti.
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7 Zakljucak

U zavrgnom radu smo uveli skup Gaussovih cijelih brojeva tj. skup Z[i]. Taj skup je
prosirenje skupa Z na odredene kompleksne brojeve, odnosno, elementi od Z[i] su brojevi
oblika a + bi, a,b € Z. Skup Z[i] je s operacijama zbrajanja i mnozenja komutativni
prsten s jedinicom. Vidjeli smo i da u Z[i] vrijede neke tvrdnje analogne onima koje
vrijede u Z kao $to su Teorem o dijeljenju s ostatkom, Euklidov algoritam i jedinstvenost
rastava na proste faktore. Takoder, proucili smo primjene skupa Z[i] na aritmetiku u Z

te modularnu aritmetiku u Z[i].
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Popis slika

[l Gaussovi cijeli brojevi u kompleksnoj ravnini (3))] . . . . . . ... ... .. 5
[2 Gaussovi prosti brojevi s normom manjom od 1000 ([4[)f. . . . . . . . . .. 16
B Zli]-visekratniciod 2+2¢ (B))]. . . . . . ..o 19

Popis tablica

(1 Neke primitivne Pitagorine trojkel . . . . . . . . . . .. o000 L. 23
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