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Sazetak

Ovaj rad obraduje temu distancijski regularnih grafova. Na samom pocetku uvode se osnovni
pojmovi teorije grafova te ponesto linearne algebre. Zatim se prelazi na glavni dio rada koji
daje definiciju, svojstva i primjere distancijski regularnih grafova. Uvodi se pojam asocijacijske
sheme kako bi se lakse doslo do odgovora na pitanje koje svojstvene vrijednosti ima distancijski
regularan graf. Na kraju je poglavlje o nekim familijama takvih grafova s kratkim opisom i

definicijama.
Kljuéne rijeci

Graf, svojstvena vrijednost, distancijski regularan graf, intersekcijski niz, asocijacijska shema,

jako regularan graf.
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1. Uvod

Pojam grafa koristi se u sve viSe grana znanosti te ima Siroku primjenu. Grafovi svoju primjenu
pronalaze u raznim podru¢jima poput racunalne znanosti, matematike, operacijskih
istrazivanja, sociologije, biologije i mnogih drugih. Imaju veliku vaznost za inovacijske

tehnologije kod transportnih sustava i ostalih sustava s kompleksnim poveznicama.

Tema rada pripada podrucju teorije grafova. Teorija grafova je grana matematike ¢iji je glavni
pojam graf, ispituje njegova svojstva, vrste, algoritme povezane s grafovima i jo§ mnogo toga.
Osnovni pojmovi koji su vezani uz graf su brid, vrh, susjednost, povezanost,... Vise o tome bit

¢e u poglavlju Osnovni pojmovi.

Distancijski regularne grafove uveo je N. L. Biggs pocetkom 1970-tih. To su grafovi koji sadrze
puno simetrije. Za proizvoljan uredeni par vrhova distancijski regularnog grafa na medusobnoj
udaljenosti i, broj vrhova koji su na udaljenosti j od prvog vrha te na udaljenosti k od drugog
vrha je konstantan i ovisi samo o i,j i k, a ne o izabranom paru vrhova. Poznati primjeri su
Hammingovi i Johnsonovi grafovi. U tre¢em poglavlju detaljnije ¢emo se baviti distancijski
regularnim grafovima. Bit ¢e dani neki jednostavni primjeri takvih grafova. Nakon toga uvest
¢e se pojam spektra grafa, koji je definiran kao spektar njemu pripadne matrice susjedstva.
Kako bi se odredile svojstvene vrijednosti distancijski regularnog grafa, obraduje se pojam
asocijacijske sheme, budu¢i da relacije udaljenosti distancijski regularnog grafa dijametra
d ¢ine asocijacijsku shemu s d klasa. Zatim slijede primjeri nekih familija distancijski

Hammingovi i Grassmannovi grafovi.



2. Osnovni pojmovi

Potrebno je uvesti osnovne pojmove za lakse razumijevanje nastavka rada.
Definicija 2.1. Graf je uredena trojka G = (V(G), E(G),¥) gdje je:

e V(G) # @ skup vrhova od G,
e E(G) skup bridova od G, disjunktan s V(G),
e . funkcija incidencije koja svakom bridu grafa G pridruzuje neuredeni par, ne nuzno

razlicitih, vrhova od G (tj. dvoclani multiskup vrhova grafa G).
Oznake koje se koriste za broj vrhova i bridova grafa G suv(G) = |[V(G)]| i &(G) = |E(G)|.

Definicija 2.2. Neka je G = (V(G),E(G),y) graf. Vrhovi u i v grafa G su susjedni ako
postoji brid e € E(G) takav da je Y. (e) = {u, v} (tj. Y;(e) = uv). Vrhove u i v tada zovemo

krajevima brida e i kazemo da je brid e incidentan s vrhovima u i v.
Dva su brida grafa susjedna ako imaju barem jedan zajednicki kraj.

Definicija 2.3. Neka je G = (V(G), E(G),y¢) graf. Karika ili pravi brid je brid s razlicitim
krajevima. Petlja je brid incidentan samo s jednim vrhom. Dva ili vise bridova s istim parom

krajeva zovu se viSestruki bridovi.

Definicija 2.4. Nekaje G = (V(G), E(G),¢) graf. Graf G je jednostavan ako je bez petlji i
visestrukih bridova. Prazan graf ili nul-graf je graf G za koji je E(G) = @, a oznacava se s N,,.

Trivijalan graf je graf samo s jedinim vrhom.

Definicija 2.5. Stupanj ili valencija vrha v € V(G) je broj bridova incidentnih s njim, pri
cemu po dogovoru svaku petlju u vrhu racunamo kao dva brida incidentna s njim. Oznacavamo
gas dg(v) ili samo d(v). Ako je d(v) = 0, tada je vrh v izoliran. Ako je d(v) = 1, tada je v

list.

Oznake za maksimalan i minimalan stupanj vrhova grafa su AG = max{d(v);v € V(G)},
§(G) = min{d(v); v € V(G)}.
Definicija 2.6. Potpun graf je jednostavan graf u kojem je svaki par vrhova susjedan. Neka je

G = (V(G),E(G),Y;) graf. Tada se potpun graf G oznacava s K, gdje je n = |V(G)| .

Definicija 2.7. Graf je regularan ako su mu svi vrhovi istog stupnja. Graf je k-regularan ili

regularan stupnja k ako je regularan s vrhovima stupnja k.



Definicija 2.8. Graf je bipartitan ako se skup vrhova moze particionirati u dva disjunktna
podskupa X i Y tako da vrhovi iz istog podskupa nisu medusobno susjedni, tj. tako da svaki brid
ima jedan kraj u skupu X, a drugi u Y. Particiju (X,Y) skupa vrhova zovemo biparticijom

grafa.

Definicija 2.9. Potpun bipartitan graf je jednostavan bipartitan graf, s biparticijom (X,Y) u
kojem je svaki vrh iz X susjedan sa svakim vrhom iz Y. Oznacava se s K, ,, 9dje jem < n, |X| =

m,|Y| = n.

Definicija 2.10. Graf je r-partitan (r > 1) ako se skup vrhova moze podijeliti u r disjunktnih

podskupova tako da vrhovi iz istog podskupa nisu medusobno susjedni.

Definicija 2.11. Potpun r-partitan graf je jednostavan r-partitan u kojem je svaki vrh susjedan

sa svakim vrhom koji nije u istom podskupu r-particije.

Definicija 2.12. Komplementaran graf grafa ¢ = (V(G),E(G),y;) Je jednostavan graf s

istim skupom vrhova u kojem su dva vrha susjedna ako i samo ako nisu susjedni u G. Oznacava

sesGliliG.

Definicija 2.13. Graf H = (V(H),E(H),yy) je podgrafgrafa G = (V(G),E(G),;) ako je
V(H) € V(G),E(H) € E(G), Yy = Y¢lpm)-

U tom slucaju koristimo oznaku H € G.

Definicija 2.14. Nekasu H = (V(H),E(H),yy) 1 G = (V(G), E(G),y) grafovi. Kazemo da
su grafovi G i H izomorfni ako postoje bijekcije ©:V(G) — V(H) i ®: E(G) — E(H) takve
da je ocuvana relacija incidencije, tj. takve da je vrh v incidentan s bridom e u G ako i samo

ako je ®(v) incidentan s ®(e) u H.

Uredeni par (0, ¢) zove se izomorfizam sa G u H.

Oznaka za izomorfizamgrafa G i H je G = H.

Definicija 2.15. Izomorfizam grafa na samog sebe zove se automorfizam.

Lema 2.1. (Lema o rukovanju) U svakom grafu je zbroj stupnjeva svih vrhova paran broj te je

jednak:

ZUEV(G) d(v) = 2e.



Definicija 2.16. Neka je G = (V(G),E(G),y;) graf te neka je V(G) = {vq, ..., 1, } 1 E(G) =
{e1, ..., e.}. Matrica incidencije grafa G je v x e matrica M(G) = [m;;], gdje je m;; € {0,1,2}
broj koji oznacuje koliko su puta vrh v; i brid e; incidentni (m; ; = 2 ako je e; petlja u v;).
Matrica susjedstva grafa G je v x v matrica A(G) = [a;;], gdje je a; ; € N, broj bridova ¢iji

su krajevi v; i v;.
Definicija 2.17. Neka je G = (V(G),E(G),Y;) graf te neka je V(G) = {vq, ..., 1, } 1 E(G) =

{eq,...,e:}. Setnja u grafu G je konacan niz w = vye,v,e, ... eV Ciji su clanovi naizmjence

vrhovi v; i bridovi e; od G, gdje su krajevi brida e; vrhoviv;_ iv;, i =1,..,k k < v.

Kazemo da je w §etnja od vy do vy ili (v, vy)-Setnja, a broj k duljina Setnje. Setnja je

zatvorena ako je v, = vy.

Definicija 2.18. Neka je G = (V(G),E(G),y) graf. Staza u grafu G je setnja u kojoj su svi

bridovi medusobno razliciti (vrhovi se mogu ponavljati).

Definicija 2.19. Neka je ¢ = (V(G),E(G),y) graf. Put u grafu G je staza u kojoj su svi

vrhovi medusobno razliciti. Put s n vrhova oznacavat ¢emo s Py.

Definicija 2.20. Neka je G = (V(G),E(G),y) graf. Ciklus u grafu G je zatvorena Setnja u

kojoj su svi vrhovi osim prvog i zadnjeg razliciti. Ciklus s n vrhova oznacavat ¢emo s C,,.

Definicija 2.21. Neka je G = (V(G),E(G),Y) graf. Dva su vrha grafa G povezana u G ako
u grafu G postoji put izmedu njih. Graf G je povezan ako su svaka dva njegova vrha povezana

putem.

Definicija 2.22. Neka je G = (V(G),E(G), ;) graf. Komponenta povezanosti grafa G je

maksimalan povezan podgraf. Broj komponenti povezanosti oznacavamo s w(G).
Za povezan grafje w(G) = 1. Nepovezan graf je unija povezanih grafova.

Definicija 2.23. Neka je G = (V(G),E(G),y) graf. Udaljenost dva vrha u i v u grafu G, u
oznaci dg (u, v) je duljina najkraceg puta izmedu njih. Ako nisu povezani onda je d;(u,v) =

00,

Definicija 2.24. Neka je G = (V(G),E(G),Y) graf. Dijametar grafa G je najveca udaljenost

dva vrha u grafu, tj. :

diam(G) = max{d;(u,v);u,v € V(G)}.



Definicija 2.25. Neka je G = (V(G),E(G),y;) graf. Radijus grafa G je minimalni

ekscentricitet vrha iz G, tj. :
r(G) = minvEV(G){maxueV(G)dG (u,v)},
gdje je e(v) = maxy,ey()de(u, v) ekscentricitet vrha v.

U nastavku rada promatrat ¢emo jednostavne grafove.



3. Distancijski regularni grafovi

U ovom poglavlju bit ¢e opisani distancijski regularni grafovi i njihova osnovna svojstva te

njima pridruzene svojstvene vrijednosti.

3.1. Definicija

Navedimo glavnu definiciju rada, definiciju distancijski regularnih grafova. Prije toga potrebno

je jos uvesti definiciju sfere grafa oko nekog vrha.

Definicija3.1.1. Nekaje G = (V(G), E(G),y) graf. Skup svih vrhova grafa G koji su od vrha

v € V(G) udaljeni za i naziva se i —sfera grafa G oko vrha v i oznacava se s G;(v).

Napomena 3.1.1. Neka je G povezan graf dijametra d. Tada i-sfere oko vrha y grafa G, za i =

0,...,d, daju particiju skupa vrhova od G:

X =G(MUG (U ..UG4(y).

Primijetimo da je G,(y) = {y} te da je G, (y) skup svih susjeda vrha y u G.

Definicija 3.1.2. Neka je G = (V(G),E(G), ) povezan graf te neka je V(G) = {vq, ..., v} i
E(G) = {ey, ..., e.}. Za povezan graf G kazemo da je distancijski regularan graf ako za bilo

koja dva vrha y i 6 grafa G na udaljenosti i = d;(y, §), vrijedi da:

e postoji tocno c; susjeda od § u G;_4(y),

e postoji tocno b; susjeda od § u G;1(y).

Napomena 3.1.2. 1z definicije distancijski regularnog grafa slijedi da je takav graf regularan
graf, stupnja regularnosti k = b,. Naime, za vrhove y i § distancijski regularnog grafa G na
udaljenosti 0, odnosno za y = &, vrijedi da je broj b, jednak broju susjeda od & u G, (8). Slijedi
da je b, jednak ukupnom broju susjeda od & u grafu G, tj. stupnju vrha &, za proizvoljan vrh

6 € V(G). ZakljuCujemo da je G regularan graf sa stupnjem regularnosti k = b,,.
Definicija 3.1.3. Neka je G = (V(G), E(G), ) distancijski regularni graf. Niz
1(G) = {bg, by, ... bdiam(G)—li C1,Coy ey Cdiam(G)}

zove se intersekcijski niz grafa G.



Vrijednosti ¢;, b;, a; gdje je
ai=k—b;—c,zai=0,..,diam(G),
broj susjeda od 6 u G;(y),zai = d;(y, 8), zovu se intersekcijski brojevi od G.

Napomena 3.1.3. Uo¢imo da za vrhove y i & distancijski regularnog grafa G koji su na
udaljenosti i, svaki od k susjeda od § moze biti udaljen od y jedinozai —1,iili i + 1. Dakle,

zaista je:
k =1G1()NG;—1(MI+ 16 ()NG;()I+ 161 ()NG4, (V)] = ¢; + a; + by

Vazno je za napomenuti kako vrijednosti ¢; = |G, (6)NG;—1(¥)| i b; = |GL(6)NG;1(¥)| ne

ovise 0 izboru vrhova y i § ve¢ samo o udaljenosti i izmeduy ié6,i =0, ..., diam(G).

Stovise, za distancijski regularan graf G vrijedi da broj |Gi()/)ﬂGj(5)|, odnosno broj vrhova
grafa G koji su na udaljenosti i od y te na udaljenosti j od &, ovisi samo o indeksima i,j te 0

medusobnoj udaljenosti vrhova y i §, a ne ovisi o izboru vrhova y i § grafa G.

Dakle, brojevi p{fj = |G;(¥)NG;(8)], zay i naudaljenosti k, ne ovise o izboru vrhova y i 8.
Za intersekcijske brojeve distancijski regularnog grafa G i ovako definirane brojeve p‘i’f ; vrijedi:
a; = Pii,1’ b; = Pii+1,1v Ci = P£—1,1-

Zbog jednostavnosti, u nastavku koristimo oznaku diam(G) = d.
Napomena 3.1.4. Uocimo $to jos slijedi iz definicije 3.1.2.

Neka je G distancijski regularan graf, te neka su y i 6 vrhovi grafa na udaljenosti 0. Dakle, y =
d.

Kako je ¢, broj susjeda od 6 u G_;(8) te vrhovi ne mogu biti na udaljenosti koja je jednaka

negativnoj vrijednosti, vrijedi da je ¢, = 0.

Neka je G distancijski regularan graf te neka su sada y i 6 vrhovi grafa G na udaljenosti 1. Kako

je ¢, broj susjeda od & u Gy (y) te je Go(y) ={y}, vrijedi da je ¢; = 1.

Neka je G distancijski regularan graf te neka su y i & vrhovi grafa G na udaljenosti d.
Intersekcijski broj b, jednak je broju susjeda od 6 u Gg,1(Y). SKup G444 (Y) je skup vrhova na
udaljenosti d + 1 od y, a kako je d dijametar grafa, tada je b; = 0.



Navedimo i dokazimo propoziciju o nekim svojstvima intersekcijskih brojeva distancijski

regularnih grafova.
Propozicija3.1.1. Zadistancijski regularni graf G dijametra d i stupnja regularnosti k vrijedi:

i k=b02b1szz"'Zbd_l>bd=0i1=C1SC2S"'ScdSk,

ii. Akojei+j<dtadajec; <b;.
Dokaz.
Pokazimo prvu tvrdnju propozicije.

Neka su y i 6 vrhovi grafa G takvi da je 6 € G;,,(y), gdje jei € {0, ...,d — 1} te nekajey =
YoV1 - Yi+1 = O put duljine i + 1 izmedu njih u grafu G. Vrijednost b; je broj susjeda od y;,1
U Giz1(y1) jer su yy i ¥;41 na udaljenosti i. Odnosno bit ¢e b; = |G;11(y1) N G (Vi41)]-
Vrijednost b;,; je broj susjeda od ¥;41 U Gi42(¥o), J€r SuU y, i y;4+1 Na udaljenosti i + 1. Stoga
jebiv1 = Gi2(¥o) N G (Yisa)l-

Pretpostavimo da je z € G;;5(¥o) N G1(¥i4+1). Posto je z susjed od y;,; te je d(yo,2) =i +

2, slijedi da je z € G441 (y1)- Stoga slijedi da je Giy2(¥o) N G1(Yisr) S Giv1(y1) N G1(Vigr).
ZakljuCujemo da je b; = b;y4, 1 €1{0,...,d — 1}.

Analogno se pokazujedaje 1 =c¢; <c, < < ¢y < k.
Pokazimo drugu tvrdnju propozicije.
Prebrojavanjem susjeda od y; na udaljenosti od i — 1 od y, slijedi navedena tvrdnja.

L]

Neka su y i & vrhovi distancijski regularnog grafa G takvi da je d(y, ) = i te neka vrijednost
k; predstavlja broj elemenata u G;(y), tj. k; = | Gi(y)|,za i € {0, ..., d}. Vrijedi da je k, =

1, k; = k. Sljedeca lema pokazuje kako rekurzivno odrediti k; pomoc¢u k;_4,¢; i b;_4.

Lema 3.1.1. Neka je G distancijski regularan graf dijametra d, stupnja regularnosti k i

intersekcijskog niza {by, by, ... by_1; €1, Cy, ..., Cq}. Tada vrijedi
ki—lbi—l = Ciki,i € {1, ,d}

Dokaz.



Dokaz leme dajemo prebrojavanjem parova susjednih vrhova tako da je jedan vrhu G;_,(y), a

drugi u G;(y), za neki vrh ygrafa G, i € {1, ..., d}.

Neka je y vrh distancijski regularnog grafa G dijametra di intersekcijskog niza

{bo, bl' bd—l; C1,Cpy e,y Cd}'

Znamo da je k;_; = | G;_,(y)| te da je svaki vrh iz G;_,(y) susjedan s to¢no b;_; vrhova iz
G;(y). S druge strane, vrijedi da je k; = | G;(y)| te je svaki vrh iz G;(y) susjedan s to¢no c;
vrhova iz G;_; (y). Dakle, vrijedi k;_1b;_ = c;k;, i € {1, ...,d}.

L]

Napomena 3.1.5. Primijetimo da je ukupan broj vrhova distancijski regularnog grafa

dijametra d jednak:

v=1+k+..+k,.

3.2. Primjeri

Navest ¢cemo nekoliko primjera distancijski regularnih grafova.

Neke klase distancijski regularnih grafova su potpuni grafovi K, potpuni bipartitni grafovi
K, n, potpuni tripartitni grafovi K, ,,, ciklusi C,, prazan graf, Hadammardovi grafovi,

hiperkubni grafovi Q,,, Kneserovi grafovi K (n, 2) te neparni grafovi O,,.
U nastavku ¢emo opisati nekoliko jednostavnih primjera.

Primjer 3.2.1. Kocka je primjer 3-regularnog grafa koji je takoder i distancijski regularan.

Pokazimo da je to zaista tako odredivanjem intersekcijskog niza kocke.

Oznacimo kocku kao graf G. Dijametar kocke je 3, tj. d = 3. Stoga, intersekcijski niz grafa G

bit ¢e oblika {by, by, by; ¢4, C5, c3}. Odredimo intersekcijske brojeve.

i =0:

Vrh koji je na udaljenosti 0 od nekog drugog vrha je sam taj vrh . Susjedi vrha y su «, 6§ i k kao

Sto je oznaceno na slici 1. 1z Napomene 3.1.2. i Napomene 3.1.4. slijedi da je by = 3, ¢, = 0.

i=1:




Neka su y i § vrhovi grafa G na udaljenosti 1. Vrijednost b je broj susjeda od § u G,(y). Skup
G,(y)={e, B, A}, gdje su &, B i A kao na slici 1. Stoga, b; = 2, budu¢i da su samo dva vrha iz

tog skupa susjedna s 6 . 1z Napomene 3.1.4. slijedi da je ¢; = 1.

i=2:

Neka su y i f§ vrhovi grafa na udaljenosti 2. Vrijednost b, je broj susjeda od S u Gs(y). Skup
Gs;(y)={v}. Stoga, b, = 1. Vrijednost c, je broj susjeda od B u G,(y) = {«, §,k}. Stoga je

C2:2.

i =3:

Neka su y i v vrhovi grafa na udaljenosti 3. Vrijednost c; je broj susjeda od v u G,(y) =

{e, B, A}. Stoga je c; = 3. 1z Napomene 3.1.4. slijedi da je b; = 0.

ff./f ‘1/
a B
. ................... ..
¥ o

Slika 1. Kocka

Dakle, intersekcijski niz za kocku je {3,2,1; 1,2,3}.

Primjer 3.2.2. Ciklusi su primjeri distancijski regularnih grafova stupnja regularnosti 2. Ako

ciklus ima paran broj vrhova tada ¢e njegov intersekcijski niz biti oblika:

211,..,1;11,..,2}
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Ako ciklus ima neparan broj vrhova tada ¢e njegov intersekcijski niz biti oblika:
{2,1,1,..,1;1,1,...,1}.
Naime, iz Napomene 3.1.2. i Napomene 3.1.4. slijedi da je by = 2, ¢; = 1.

Neka je G ciklus s parnim brojem vrhova, te neka su y i § vrhovi na udaljenosti i > 1. Kako je
graf G ciklus, te svaki vrh ima to¢no dva susjeda, postoji samo jedan susjed od § na udaljenosti
i+1ody,osimzai=d kada ihje 0. Dakle, b; =1,za 1 <i <d — 1. Kako graf ima paran
broj vrhova, susjeda od § u dvocélanom skupu G;_;(y) biti ¢e 2 samo ako su y i § na
maksimalnoj udaljenosti, tj. za d(y, §) = d. Inace ¢e biti to¢no jedan jer vrh na udaljenosti i —

1 od y koji je susjed od 6.

Analogni zakljucci vrijede i za ciklus neparne duljine, osim §to za i = d tada postoji samo jedan

susjed od § na udaljenosti d — 1 od y, tj. u tom je slucaju c¢; = 1.

Primjer 3.2.3. Petersonov graf je takoder distancijski regularan graf. To je 3-regularan graf

prikazan na slici 2. Odredimo mu intersekcijski niz.

Oznacimo ga kao graf G. Dijametar grafa je 2, tj. d = 2. Stoga, intersekcijski niz grafa G bit ¢e

oblika {by, by; c1, c;}. Odredimo intersekcijske brojeve.

i=0:

Iz Napomene 3.1.2. slijedi da je by = 3, ¢y = 0.

i=1:

Neka su y i § vrhovi grafa na udaljenosti 1. Vrijednost b, je broj susjeda od § u G,(y). Stoga,
b; = 2,, budu¢i da su preostala dva susjeda od §, osim y, oba na udaljenosti 2 od y. 1z

Napomene 3.1.4. slijedi da je ¢; = 1.

i =2:

Neka su y i p vrhovi grafa na udaljenosti 2. Vrijednost c, je broj susjeda od p u G, (y), a takav

je samo jedan. Stoga je ¢, = 1.
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Slika 2. Petersonov graf

Dakle, intersekcijski niz Petersenovog grafa je {3,2; 1,1}.

3.3. Asocijacijske sheme

U ovom potpoglavlju uvodimo asocijacijske sheme. One Cine particiju potpunog grafa tako da
blokovi particije ¢ine regularne razapinjuce podgrafove koji su medusobno povezani odredenim

svojstvima.
Uvedimo definiciju asocijacijske sheme.

Definicija 3.3.1. Neka je X konacan skup. Asocijacijska shema s d klasa je ureden par (X, R)

takav da je:

e R ={Ry,Ry .., Ry} particijaod X x X,

e Ry=A={(x,x)|x € X}

e R, =Rl 1. (x,y) €ER,= (y,x) ER;zai € {0,...,d},

e postoje brojevi p{‘j takvi da za svaki par (x,y) € Ry, broj elemenata z € X, za koje

vrijedi da je (x,z) € R; i (z,y) € R;, je jednak pf5.

Brojevi p{‘j zovu se intersekcijski brojevi asocijacijske sheme (X, R).
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Uvodimo oznake n; = pQ. Vrijednost n; za z € X se zove valencija relacije R; te za broj

elemenata od X, n vrijedi

Napomena 3.3.1. Uo¢imo ny = 1.

Napomena 3.3.2. Ako za distancijski regularan graf dijametra d uzmemo da je par (y,8) € R;
ukoliko su vrhovi y i 6 grafa G na udaljenosti i, tada opisane relacije udaljenosti R; (i =
0,...,d) grafa G ¢ine asocijacijsku shemu s d klasa. Naime, R = {R,, .., Ry} ¢e particionirati
V(G) X V(G), svaki vrh iz V(G) ¢e biti na udaljenosti nula jedino sam od sebe, sve relacije
R; ¢e biti simetri¢ne (ako je y na udaljenosti i od §, tada je i § na udaljenosti i od y). Takoder,

postoje intersekcijski brojevi p{fj koji su u ovom slucaju jednaki:

pf; = 1G:(NNG ()],
za proizvoljne vrhove y i § grafa G na udaljenosti k.

Lema 3.3.1. Parametri n; i p{‘j asocijacijske sheme s d klasa zadovoljavaju sljedece:

k _
I pOj - 5]’('
0
1l pl} 51‘]’”]’
k _ .k
m Pij = Pji»
k

Vi. leilj P;]rcl = Zr plr;lp;k'

Napomena 3.3.3. U prethodnoj lemi &;; predstavlja Kroneckerov simbol koji se definira na

sljede¢i nacin:

C(Li=j
51‘}"{0,#]'
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3.3.1. Bose-Mesner algebra

Bose-Mesner algebra je algebra koja se gradi iz matrica susjedstva relacija asocijacijske sheme.

Njena primjena bit ¢e u narednom poglavlju.

Definicija 3.3.1.1. Skup A naziva se algebra (nad poljem K) ako je (A, +,-) vektorski prostor

nad poljem K i ako je definirana operacija o : A X A — A za koju vrijedi sljedece:

e ao(b+c)=aob+aoc,zasvea,b,c €A
¢ (a+b)occ=aoc+acoh, zasvea,b,c € A,

e a-(aob)=(a-a)eb=ao-(a-b),zasvea,b€eAia €K
Neka je (X,XR) asocijacijska shema s d klasa takva da je |X| = n.

Svakoj relaciji R; pridruzena je matrica susjedstva A;, zai € {0, ...,d}. Stoga, matrice

susjedstva A; definirane su kao:

_ 1' (x,y) € Ri
(Ai)xy - {0’ (X,y) & Ri .

Matrice A4; su simetri¢ne n X n matrice.

Cetiri svojstva iz definicije asocijacijske sheme mogu se u terminima matrica susjedstva

A; relacija R; iskazati kao:

il AO = ],
iii. A, =ATl,

iv.  AA; =X oplAr.

Izi. slijedi dasu A;, zai € {0, ...,d}, linearno nezavisne. Iz iii. i iv. slijedi da ¢e one generirati
(d + 1) — dimenzionalnu komutativnu algebru simetri¢nih matrica. Ta algebra naziva se Bose-

Mesner algebra sheme i oznacava s B.

Bose-Mesner algebra ima jos jednu istaknutu bazu, koja se sastoji od simetri¢nih idempotentnih

matrica, gdje se kvadratna matrica M naziva idempotentnom ako je M = M2,

Ta baza sastoji se od u parovima ortogonalnih idempotentnih matrica E,, Ey, ..., E; za koje

vrijedi:

14



. 1
l. Eo = ;],
i. X oE =1

ii.  A;E; = P;;Ej, za neke parametre P;;,

iv. r(E)=tr(E)je{0,..d}.
Izi.i1iii. slijedi da je
d d
j=0 Jj=0
Matrice E, Ey, ..., E4 nazivamo glavnim idempotentama od B.

Iz tvrdnje iii. takoder moZemo zakljuciti kako vrijednosti Pj; predstavljaju svojstvene

vrijednosti matrice A;, koje ¢e biti svojstvene vrijednosti Bose-Mesner algebre.

Kako matrice Ay, A4, ...,A; Cine bazu Bose-Mesnerove algebre, vrijedi da se matrice

Ey, E;, ..., E4 mogu prikazati kao
E; = % 4 0Qjid;.

Vrijednosti Q;; nazivat ¢emo dualnim svojstvenim vrijednostima Bose-Mesnerove algebre.
Definicija 3.3.1.2. Matrica P definirana na sljedeci nacin

(P)ij = P;
naziva se svojstvena matrica asocijacijske sheme, a matrica Q definirana na nacin

(@Q)j = Qij,
zove se dualna svojstvena matrica asocijacijske sheme.
Vrijedit ¢e PQ = QP = nl.

Ako se vrijednosti P;; i Q;; mogu prikazati kao vrijednosti polinoma u nekoj tocki, tada se

asocijacijska shema naziva P-polinomijalna asocijacijska shema, odnosno Q -polinomijalna

asocijacijska shema. Uvedimo njenu definiciju.

Definicija 3.3.1.3. Neka su P i Q svojstvene matrice asocijacijske sheme s d klasa. Shema se
naziva P-polinomijalna shema ako postoje polinomi p; stupnja k s realnim koeficijentima i

realni brojevi z,, .., z,; takvi da vrijedi P;, = p,(z;),za 0 < i,k < d. Analogno tome, shema je
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Q@-polinomijalna ako postoje polinomi g, stupnja k s realnim koeficijentima i realni brojevi

Zo, .., Zg takvi da vrijedi Q;, = qx(z;),za0 < i,k < d.

3.4. Svojstvene vrijednosti

U ovom potpoglavlju uvest ¢emo pojam svojstvene vrijednosti grafa te re¢i neSto vise o
svojstvenim vrijednostima distancijski regularnih grafova. Za pocetak uvodimo neke pojmove

poznate iz linearne algebre.

Definicija 3.4.1. Skalar A € F je svojstvena vrijednost kvadratne matrice A € M,,(F),n € N,

ako postoji vektor v € M, ; (IF), v #©O, takav da je Av = Av.

Vektor v zove se svojstveni vektor pridruzen svojstvenoj vrijednosti A. Skup svih svojstvenih

vrijednosti matrice A zove se spektar matrice A.

Definicija 3.4.2. Svojstveni (karakteristi¢ni) polinom k, kvadratne matrice A reda n, dan je

sa ks (1) = det(F — AI), gdje je I jedinicna matrica reda n.

Definicija 3.4.3. Neka je A svojstvena vrijednost matrice Ae M, (F). Skup S(1) =
{ve Mn,l(]F)| Av = Av} zove se svojstveni potprostor matrice A pridruZen svojstvenoj

vrijednosti A.

Definicija 3.4.4. Dimenziju svojstvenog potprostora pridruzenog svojstvenoj vrijednosti A

zovemo geometrijska kratnost svojstvene vrijednosti A.

Propozicija 3.4.1. Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A € M,,(F) ako i samo ako je

A korijen karakteristicnog polinoma matrice A.

Definicija 3.4.5. Neka je A, svojstvena vrijednost matrice A te neka je ky njen karakteristicni
polinom. Broj k u k(1) = (A — 25)*p(1),p(1) # 0, zove se algebarska kratnost svojstvene

vrijednosti A,.
Napomena 3.4.1. Neka je A kvadratna matrica reda n. Vrijedi:

i) Matrica A ima n svojstvenih vrijednosti, uklju¢ujuci i njihove kratnosti (dakle ne

moraju sve biti razlicite).
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i) Suma n svojstvenih vrijednosti od A jednaka je tragu od A, odnosno zbroju elemenata
na glavnoj dijagonali od A.

i) Produkt n svojstvenih vrijednosti od A jednak je determinanti od A.

iv) Skup svojstvenih vektora od A, pri ¢emu svaki od njih odgovara drugoj svojstvenoj

vrijednosti od A4, je linearno nezavisan.

Navedimo jos jednu lemu ¢iji ée se iskaz koristiti u nastavku.

Lema 3.4.1. Neka je 8 svojstvena vrijednost kvadratne matrice A te neka je p anihilirajuci

polinom od A, tj. neka je p(A)=0. Tada je 8 nultocka od p, odnosno p(6)=0.

Za matricu T kazemo da je nenegativna ako su svi njeni elementi nenegativni te tada piSemo

T =0.

Definicija 3.4.6. Za nenegativnu kvadratnu matricu T reda n kazemo da je primitivha ako

postoji k € N takav da je T* > 0, odnosno takav da su svi elementi matrice T* pozitivni.

Nenegativna realna kvadratna matrica T reda n je ireducibilna ako za svaki par i, j postoji takav

k € N da je element Tl-f‘j > 0. Period d ireducibilne matrice T je najveci zajednicki djelitel]

cijelih brojeva k za koje je Tl-f‘j > (. Period je neovisan o izabranom indeksu i.

Navedimo teorem koji ¢e se koristiti u nastavku.
Teorem 3.4.1. Svojstvene vrijednosti simetricne matrice su realni brojevi.

Slijedi Perron-Frobeniusov teorem koji daje neka svojstva svojstvenih vrijednosti nenegativnih

i ireducibilnih matrica.

Teorem 3.4.2. Neka je T realna ireducibilna, nenegativna n X n matrica. Vrijede sljedece

tvrdnje:

i.  Postoji realan broj 6, i realan vektor x,takavda T x, = 64 xo, xo > 0,6, > 0. Ako je
x=20,x#0i Tx=>=6x,0ndajef,=>06.
ii.  Svojstvena vrijednost 6, od T ima algebarsku i geometrijsku kratnost jednaku 1.
iii.  Zasvaku svojstvenu vrijednost 8 od T vrijedi |6] < 6,. Ako je T primitivnatada iz |6| =
0, slijedi 8 = 6,. Generalno, ako T ima period d, tada T ima tocrno d svojstvenih

vrijednosti 0 takvih da |8| = 6, to su 8 = 6,29/ zaj =0, ...,d — 1.
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iv.  Bilo koji ne-nula nenegativan lijevi ili desni svojstveni vektor od T ima svojstvenu
vrijednost 6,. Generalno ako je x > 0,x #0 i Tx<6x tada je x>01i 6 = 6,.
Stovise, 8 = 6, ako i samo ako T x = Ox.

v. Akoje0<S<TiS=+T,ondasvaka svojstvena vrijednost o od S zadovoljava |o| <
0,-

Teorem 3.4.3. Graf je povezan ako i samo ako je njegova matrica susjedstva ireducibilna.
Analogno svojstvenim vrijednostima matrica zelimo definirati svojstvene vrijednosti grafa.

U poglavlju Osnovni pojmovi dali smo definiciju matrice susjedstva. Uvedimo pojam spektra

grafa.

Definicija 3.4.7. Svojstvene vrijednosti grafa G definiraju se kao svojstvene vrijednosti matrice
susjedstva grafa G. Spektar grafa G je skup svih svojstvenih vrijednosti njemu pripadne matrice

susjedstva. Oznacavat cemo ga sa S, (G).

Najveca apsolutna vrijednost elemenata spektra grafa zove se spektralni radijus.
Dva razlicita grafa mogu imati jednake spektre, odnosno jednake svojstvene vrijednosti.

Definicija 3.4.8. Karakteristicni polinom grafa, cija je matrica susjedstva A, definiran je kao
pa(0) = det(61 — A).

Pokazimo primjer spektra grafa.
Primjer 3.4.1. Neka je graf G zadan matricom susjedstva

0 1 0
1 0 1f

0 1 0

A=

Zadani graf G je na slici 3.

Slika 3. Graf G

Odredimo karakteristi¢ni polinom grafa.

Prema definiciji je
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6 -1 0
-1 6 -1
0 -1 ¢

pa(0) = det(01 — A) =

=6(0%2—-1)+(-0)
=0(0%2-1)—0

=60(60 —V2)(6 +V2).

Korijeni karakteristiénog polinoma su 0, /2, —/2. Stoga je spektar grafa S, (G)={0, V2, —2}.

Iz definicije matrice susjedstva grafa zakljuCujemo da je matrica susjedstva svakog grafa

nenegativna. Takoder, ako je graf neusmjeren njegova matrica susjedstva bit ¢e simetri¢na.
Iz teorema 3.3.1 slijedi da ¢e matrica susjedstva grafa imati realne svojstvene vrijednosti.

U nastavku ¢emo odrediti neka svojstva spektra i matrice susjedstva distancijski regularnih

grafova.

Uoc¢imo, iz prethodnih definicija i tvrdnji zaklju¢ujemo da je distancijski regularan graf
povezan, neusmjeren i b, — regularan. Stoga, mozemo zakljuciti da ¢e njegova matrica
susjedstva biti nenegativna, simetri¢na i ireducibilna. Takoder, njegova matrica susjedstva ¢e

imati realne svojstvene vrijednosti.

Neka je G distancijski regularan graf ¢ija je matrica susjedstva A, X skup vrhova, |X| = n te je

d dijametar grafa.
Uvedimo oznake za lakSe pracenje sljedeceg sadrzaja.
Neka je A; matrica za koju vrijedi da je
(A)sy = 1akojed(d,y) =1
(A))s, = 0akojed(d,y) #i,zai=0,..,d.

Tada je A, = I jer samo za 6 = y vrijedi d(5,y) = 0te A, = A jer samo za susjedne vrhove
Siyvrijedid(5,y) = 1.

Sve su matrice 4; zai = 0, ..., d reda n, te se one nazivaju i-te matrice udaljenosti.

Uoc¢imo da vrijedi:
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Ay + -+ A4 =],
Ay =441 =0.
Takoder vrijedi:
AA; = cjj1Ai1 + A+ bi_1A;_4,i=0,..,d.
Stovise, moZe se pokazati sljedeca lema.

Lema 3.4.2. Graf G je distancijski regularan graf ako i samo ako se AA; moze zapisati kao

linearna kombinacija A; 1, 4; 1 4;_1,i =0, ..., d.

Dokaz.

PokaZzimo prvi smjer.

Pretpostavimo da je graf G distancijski regularan te neka su y i § vrhovi grafa G.

Uocimo $to vrijedi za elemente matrice AA; na poziciji (y,d). Matrica A na poziciji (y,d) ima
1 ako su y i 6 susjedni, a matrica A; na poziciji (y,6) ima 1 ako su y i§ na udaljenosti i.
Takoder, prisjetimo se da ako su y i § na udaljenosti k, tada susjed od y moze od & biti udaljen
jedino za k — 1, k ili k + 1. Zaklju¢ujemo da ukoliko d(y,6) ¢ {i — 1,i,i + 1}, tada ne moze
postojati susjed od y na udaljenosti i od §, odnosno tada je |G;(y) N G;(6)] = 0. Kad bi
postojao susjed od y na udaljenosti i od &, tada bi y i § morali biti udaljeniilizai+ 1,iilii —
1. Stoga,
(bi-1, zad(y,6) =i-1
_ _ ) a  zad(y,6) =i
(4405 = lGING@1 = 4 204D 7L
0, inace
Iz toga slijedi da je:
AAL' = Ci+1Al'+1 + al-Ai + bi—lAi—l! i = 0, ,d (1)
Pokazimo drugi smjer.
Neka je G graf ¢ija je matrica susjedstva A te pretpostavimo da vrijedi (1). Specijalno ¢e
vrijediti:
AAj_y = ¢ Aj + a; A1 + bi5A; 5, (2)

AAiyy = Ci2lia + 41441 + biA; 3)

20



Da bi pokazali da je graf distancijski regularan, moramo mu odrediti intersekcijske brojeve.
Neka su y i 6 vrhovi na udaljenosti i. Tada ¢e matrica A; na poziciji (y,8) imati 1, a preostale
matrice udaljenosti ¢e imati 0. Znamo da za b; mora vrijediti da je b; = |G, (y)NG;,(5)]. Iz
(3) vrijedit ¢e da AA;, 4 na poziciji (y,6) imati b;. 1z (2) slijedi vrijedit ¢e da AA;_, na poziciji
(y,6) imati ¢;, a za ¢; mora vrijediti da je ¢; = |G, (y)NG;_1(5)|. Stoga, graf G je distancijski

regularan.
[]
Sljedeca lema pokazuje kako se matrice udaljenosti mogu dobiti kao vrijednost polinoma u A.

Lema 3.4.3. Matrice udaljenosti A; mogu se dobiti kao vrijednosti polinoma stupnjaiu A4, tj.
Ui(A) = Ai ,i € {O, . d}

Dokaz.

Uoc¢imo Ay = 1,A; = A. 1z (1) slijedi da je
AA; = Ay + a1 44 + by4y
= A% = A, + a1 A + byl

= —C2A2 = alA - AZ + bo]

a 1 b
= A, = ——A+—A2 - 2]
% % %

Zadajmo polinome v; rekurzivno kao:

1 a; b,
vo(x) =1L, v,(x) =x,v,(x) = —x%2 ——x ——.
C2 C2 &)

Tada ¢e vrijediti vy(A4) =1,v,(A) = A,v,(4) = A,.
Odredimo sada As. 1z (1) slijedi
AA, = c3A3 + aA, + b4y
= —c343 = a,A, + bjA — AA,
= —c34;5 = (a,—A)A, + bjA

A —a b
——— A, —— A
C3 C3

$A3=
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U tom je slu¢aju v3(x) definiran je kao

xX—

a b
- . v, (x) —C—lvl(x),
3 3

v3(x) =
paje v3(4) = As.
Nastavljajucéi dalje dobili bi definiciju polinoma v; stupnja i kao

v_1(x) =0,vy(x) = 1,v,(x) = x,

x—a; b

v;(x) — —=v,_,(x),i € {0, ..., d}.

Vi1 (%) = =
l+1( ) Cit1 Cit1

Stoga se matrice A; mogu zapisati kao vrijednosti polinoma u A stupnja i, to¢nije
v;(A) = 4;,i €{0,...,d + 1},
gdje su v; polinomi stupnja i, definirani rekurzivno na sljedeci nacin:
v_1(x) =0, vo(x) = Ly (x) = x,
Cir1Vip1(¥) = (x — ap)v;(x) — bi_qv;_1(x),i € {0, ..., d}.
Mozemo zakljuciti da ¢e vrijediti
AA; = 2, pliA
za neke brojeve pf.
Posebno, pl{ ; su cijeli brojevi te vrijedi:
Po; = 8i1n PY; =61 ki DF; =¥
pii=0zal>i+jilil<|i—j

Brojeve pf_ ; mozemo odrediti pomocu intersekcijskog niza, jer vrijedi:

c, i=1l—-1

T a, i=1

PLi=) b, i=1+1
0, inace
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Takoder, vrijedi i sljedeca rekurzija:

! ! L i1 ! 1+1
bi_1Pi-1,j + aipij + Cix1Pis1,j = Pij € T pija + pij b,

iz koje se rjeSavanjem po p! +1,j rekurzivno odreduje pl@, ;- Rekurzija se dobiva odredivanjem
(AADA; = A(Al-Aj) te usporedivanjem elemenata na poziciji (y,8) za vrhove §i yna

udaljenosti L.

Usporedbom elemenata na poziciji (y,§) moze se vidjeti da je za vrhove § i y na udaljenosti |,
broj pf, ; to¢no jednak broju vrhova od G koji su na udaljenosti i od y te na udaljenosti j od &

(,j,1=0,...,4d).

Uoc¢imo da su matrice A4;, za i = 0, ...,d, matrice susjedstva P-polinomijalne asocijacijske
sheme s d klasa nad skupom vrhova distancijski regularnog grafa s relacijama udaljenosti.

Stoga ¢e vrijediti da su one linearno nezavisne.

Budu¢i da je za i € {0, ...,d}, v;(A) = A; polinom stupnja i u varijabli A te vrijedi v, (4) =
Agz+1 = 0, 0odnosno v, je anihiliraju¢i polinom za A, iz Leme 3.4.1 slijedi da svojstvene

vrijednosti od A moraju biti nultocke od v, 4.

Kako je v,,, polinom stupnja d + 1 vrijedi da ima d + 1 nultocaka. Dakle, matrica A ima
najvise d + 1 razli¢itih svojstvenih vrijednosti. Tocnije, ona ima to¢no d + 1 svojstvenih

vrijednosti.
Sada je cilj odrediti te svojstvene vrijednosti.
Neka su 8, > 6, > -+ > 6, svojstvene vrijednosti matrice A.
1z
AA; = Cji1Aip1 + @;A; + b1 A1 1 v;(A) = A; i € {0, ...,d}
slijedi da za svaku svojstvenu vrijednost 6 od A vrijedi
0v;(0) = ¢i41Vi41(0) + a;v;(0) + bi_1v;_1(0) ,i € {0, ..., d}.

Uocimo da ée vrijediti A- 1 =k-1,za 1 =[1,1,..,1]7, k = b,. Stoga, k je jedna svojstvena

vrijednost grafa G.

Uvodimo nove polinome u; definirane na nacin
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Ui(e) .

u;(0) = i€ {—1,..,d + 1},

gdje vrijedi k; = v;(k).
Niz (uy(60),..,uy(60)) zove se standardni niz od G koji odgovara svojstvenoj vrijednosti 6.
Za standardni niz vrijedit ¢e

u_1(8) = 0,10(6) = 1,1, (6) = 2,

9u1(9) = ciui_l(H) + aiui(H) + biui+1(9) ,i € {0, ,d}

Vrijedit ¢e da ¢e svojstvene vrijednosti distancijski regularnog grafa biti svojstvene vrijednosti

trodijagonalne (d + 1) x (d + 1) matrice L;:

'ﬂo bu
cp a4 bl 0
c
Ll = 2
0 . . by,
Cqg 4y
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4. Neke familije distancijski regularnih grafova

U ovom poglavlju opisat ¢emo neke poznatije familije distancijski regularnih grafova.
4.1. Jako regularni grafovi

Jako regularni grafovi imaju zanimljiva svojstva te ¢e u nastavku ¢e biti pokazano kako su to
primjeri distancijski regularnih grafova. Koriste se u teoriji kodiranja, algebarskoj teoriji

grafova i teoriji dizajna.
Slijedi definicija i nekoliko primjera ovakvih grafova.

Definicija4.1.1. Neka je G = (V(G),E(G), ;) graf, te neka je V(G) = {vq, ..., 1} I E(G) =
{eq,...,es}. Za povezan k-regularan graf G kazemo da je jako regularan graf ako postoje

pozitivni realni cijeli brojevi A i u takvi da:

e svaki par susjednih vrhova ima A zajednickih susjeda,

e svaki par nesusjednih vrhova ima u zajednickih susjeda.
Regularan graf koji nije jako regularan zove se slabo regularan graf.
Vrijednosti (v, k, 4, 1) zovu se parametrima jako regularnog grafa.

Neki primjeri jako regularnih grafova te odgovarajuci parametri dani su u sljedecoj tablici.

(v,k, A, 1) Graf

(4,2,0,2) Kocka Q5

(5,2,0,1) Peterokut Cs
(10,3,0,1) Petersenov graf
(14,7,0,7) Potpun bipartitan graf K ,
(9,6,3,6) Potpun tripartitan graf K3 3 5

Tablica 1 Primjeri jako regularnih grafova

Primjer 4.1.1. Peterokut Cs je primjer jako regularnog grafa. Odredimo njegove parametre.

Graf je dan na slici 4.

Svi susjedni parovi vrhova grafa su (a, 8), (8,7v), (v,6), (8, 1), (A, ). Uoimo, svaki par ima
toéno 0 zajedni¢kih susjeda. Svi nesusjedni parovi su (B,6), (y,4),(8, a),(4,B),(a,y) te
svaki od njih ima to¢no jednog zajednickog susjeda. Graf ima 5 vrhova i svaki je stupnja 2.

Stoga, parametri peterokuta kao jako regularnog grafa su (5,2,0,1).
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Slika 4. Peterokut

Sljedeci teorem daje poveznicu izmedu jako regularnih i distancijski regularnih grafova.

Teorem 4.1.1. Povezan graf koji nije potpun je jako regularan ako i samo ako je distancijski
regularan dijametra 2. Tada ¢ce intersekcijski niz tog grafa ciji su parametri (v, k, A, p) biti

jednak {k, k — 1 —1;1,u}.
Dokaz.
Pokazimo prvi smjer.

Pretpostavimo da je graf G distancijski regularan graf dijametra 2 intersekcijskog niza

{by, by; ¢y, c, }. Prema definiciji distancijski regularnog grafa slijedi
by = 1G,(y) N G, (8)],zad(y,6) =1
c; =1G1(y) N G1(8)],za d(y,8) = 2,
by =k, c; = 1.
Kako bi pokazali da je G jako regularan, moramo odrediti parametre A i i s trazenim svojstvima.

Neka su a i B proizvoljni par susjednih vrhova grafa G, tj. d(a, ) = 1. Moramo odrediti koliko

oni imaju zajednickih susjeda.

Kako znamo da u distancijski regularnom grafu, vrijednosti by, by, cy | ¢; nNe ovise o izboru

vrhova, za a i 8 vrijedit ¢e sljedece.

Svaki je vrh stupnja k, prema tome, broj zajednickih susjeda mora biti manji od k. Broj susjeda
od a, ne ukljucujuéi B, je k — 1. Kako je graf dijametra 2, postoje vrhovi grafa koji su na
udaljenosti 2 od a. U G,(a) N G,(B) nalaze se nesusjedni vrhovi od « i susjedni od 3, prema

tome oni sigurno nisu zajednicki susjedi od a i 8. Zakljucujemo da je A = k — b; — 1.
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Neka su a i B proizvoljni par nesusjednih vrhova grafa G, tj. d(a, ) = 2. Moramo odrediti

koliko oni imaju zajedni¢kih susjeda. U G, (a) N G, (B) nalaze se susjedi od « i 8, prema tome

U = Cy.
Pokazimo drugi smjer.

Pretpostavimo da je graf G povezan jako regularan graf s parametrima (v, k, A, u) Kkoji nije
potpun. Kako bi dokazali da je on distancijski regularan dijametra 2, moramo pokazati da vrijedi
definicija 3.1.2 te odrediti vrijednosti by, by, c; i c,. 1z definicije 3.2.2.1 slijedi da za svaka dva
vrha y,8 € V(G) vrijedi

A dy,8) =1

6NN G@I={ Gl S

Jasno je da je u = 0. Pretpostavimo da je u = 0. Relacija ,,biti susjedan® u tom slucaju je
relacija ekvivalencije. Tada bi vrhovi grafa G ¢inili klasu ekvivalencije, $to bi znadilo da je G
potpun ili disjunktna unija potpunih grafova. Pretpostavka da je G potpun daje kontradikciju.
Pretpostavka da je G disjunktna unija potpunih grafova znaci da bi G bio nepovezan S$to takoder
daje kontradikciju. Stoga vrijedi u > Opaje d(y,6) < 2,zaVy,§ € V(G). Kako G nije potpun,
nisu svi vrhovi susjedni pa postoji barem jedan par vrhova na udaljenosti 2. Stoga je dijametar

grafa jednak 2.
Moramo odrediti vrijednosti by, by, c; i c;.

Neka su vrhovi y i § takvi da d(y,6) =0, tj. y = &. Vrijedi da je by = |G,;(y) N G,(Y)| =
|G, (V)] = k.

Neka su vrhovi y i 6 takvi da d(y,8) =1, tj. oni su susjedni vrhovi. Vrijedi da je b, =
|G,(y) N G,(6)]. Broj susjeda od § mora biti manji od k. Vrh y mu je jedan susjed. Vrijednost
A je broj njihovih zajednickih susjeda, Sto znacCi da medu njima nema vrhova koji su od y

udaljeni za 2. Prema tome, b; =k — 1 — 1.
Vrijedi da je ¢c; = |Gy(y) N G1(8)]. Kako je Go(y) = {y}, vrijediti ¢e ¢; = 1.

Neka su vrhovi y i & takvi da d(y, §) = 2, tj. oni su nisu susjedni vrhovi. Vrijedi da je ¢, =
|G, (y) N G1(8)] = A.

Stoga, graf G je distancijski regularan graf dijametra 2 intersekcijskog niza {k,k — A1 — 1; 1, u}.

L]
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Dakle, distancijski regularni grafovi dijametra 2 su upravo jako regularni grafovi.

Zelimo odrediti svojstvene vrijednosti jako regularnog grafa. Odredimo prvo svojstva njegove

matrice susjedstva.
Neka je G jako regularan graf s parametrima (v, k, 4, ) te neka je A njegova matrica susjedstva.

Kako je graf G neusmjeren, matrica A bit ¢e simetri¢na. Graf ne sadrzi petlje, prema tome

dijagonala matrice A sadrzavati ¢e samo 0.

Graf je povezan i k —regularan stoga svaki vrh ima barem jednog susjeda. Svaki par susjednih
vrhova imaju A zajednickih susjeda, prema tome svaki vrh ima barem 1 + A susjeda. Svaki vrh
je stupnja k. Slijedi da preostali broj susjeda svakog vrha je k — 1 — A. Suma elementa u

svakom stupcu/retku matrice Abiti¢ce 1 + 1+ (k — 1 — A), {j. k.

Iz definicije 3.2.2.1 slijedi da postoji to¢no A stupaca s, ..., s; matrice A takvih da za redak i i
redak j, koji odgovaraju susjednim vrhovima v; i vj, vrijedi A;5 =11 4;, =1,zai,j=

1,..,v,m=1,...,A. Analogno vrijedi za stupce.

Odredimo A2. Kako A sadrzi samo 0 i 1, A% na dijagonali sadrzi samo k. Kod mnoZenja retka
i stupca koji pripadaju vrhovima koji su susjedni dobivamo samo vrijednosti A, jer se oni
»podudaraju u jedinicama® to¢no A puta. Analogno tome, kod mnoZzenja retka i stupca koji

pripadaju vrhovima koji nisu susjedni dobivamo samo vrijednosti p.

Odnosno vrijedi
k, zav; = v
Al?j ={Aza d(vi,vj) =1,
wza d(v,vj) > 1
A2 =kl+2A+u(J—-1-A4)=Q—-wA+ul + (k—wl,

gdje je J matrica koja na svim pozicijama ima 1.
Osim toga, jasno jeda A] = JA = kJ.
Ponovimo teorem iz linearne algebre koji ¢e nam trebati u nastavku.

Teorem 4.1.2. Neka je M simetricna matrica takva da su njeni elementi realni brojevi. Tada

su svojstveni vektori pridruzeni razlicitim svojstvenim vrijednostima medusobno ortogonalni.
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Nakon nekih navedenih 1 pokazanih tvrdnji mozemo odrediti svojstvene vrijednosti grafa G.
Uocimo, trivijalna svojstvena vrijednost k — regularnog grafa je k za svojstveni vektor 1 =
[1,1,...,1]7.

Zelimo odrediti preostale svojstvene vrijednosti jako regularnog grafa. Broj razligitih
svojstvenih vrijednosti matrice A jednak je njenom rangu. Prema tome, A ima najviSe

v svojstvenih vrijednosti.

Jedan svojstveni vektor matrice A je 1. 1z Teorema 4.1.2. slijedi da su preostali svojstveni

vektori matrice A ortogonalni na 1.

Uocimo da je 1 svojstveni vektor i za matricu J, za svojstvenu vrijednost v. Neka je x svojstveni

vektor od A, §to prema Teoremu 4.1.2. znaci da je x ortogonalan na 1.
Zax = [xq,...,%,] vrijedi
x1=0 &x+-+x,=0.

Uocimo, Jx = 0. Sto zna¢i da svaki vektor koji je ortogonalan na 1 je svojstveni vektor od J za

svojstvenu vrijednost 0.
Iz svega navedenog vrijedi
A%x = (A — wAx + (k — wx.
Posto je Ax = 6x, za neki 6 € R, slijedi
02 = (A —wo + (k—p.

Stoga, preostale dvije svojstvene vrijednosti matrice A dane su kao rjeSenja prethodne

jednadzbe.

Svojstvene vrijednosti r i s dane su kao sljedece

rs=;0-pt Q=W +a0k - .

Upravo smo vidjeli da su distancijski regularni grafovi dijametra 2 zapravo jako regularni
grafovi. Distancijski regularni grafovi dijametra 3 ili viSe mogu se klasificirati u Cetiri (ne

iskljucujuce) klase:

I.  grafovi s klasiénim parametrima,

ii.  particijski grafovi,
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iii.  regularni skoro poligoni,

iv.  preostali distancijski regularni grafovi.
Svaka od ovih klasa je podijeljena je u primitivne i imprimitivne grafove.

U sljedec¢im potpoglavljima opisat ¢emo neke od navedenih klasa grafova.

4.2. Distancijski regularni grafovi s klasi¢nim parametrima

Definicija 4.2.1. Neka je G distancijski regularan graf G s dijametrom d > 3. Graf G je
distancijski regularan graf s klasi¢nim parametrima (d, b, a, ) ako njegovi intersekcijski

brojevi b; i ¢; zadovoljavaju sljedece uvjete:
d . .
b= ([y) - 1) (8 - a[3])
a=[l(+a 7))

zai =0,...,d, gdje je

-1

bl —bJ’

ako jeb # 1

Gaussov binomni koeficijent s bazom b.

Iz gornjih uvjeta za b; i ¢; slijedi da je

k=198 w=a+p0+,

w=[lo-reedl)-[1-[7 D>

Distancijski regularni grafovi s klasicnim parametrima i dijametrom d = 3 imaju odredeno

svojstvo koje je dano u sljede¢em teoremu.

Teorem4.2.1. Intersekcijski brojevi distancijski regularnog grafa dijametra d > 3 s klasicnim

parametrima (d, b, «, §) zadovoljavaju uvjet:
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Civ1 >Ci,i =O,,d—1

Poznati su svi distancijski regularni grafovi dijametra d = 3 s klasi¢énim parametrima

(d, b, a, B) takvi da je b = 1, a neki od njih dani su u sljedeéoj tablici.

d b a+1 p+1 Graf
d 1 2 n—d+1 Johnsonov graf
J(n,d),n = 2d
d 1 1 n Hammingov
graf H(n,d)
d q q+1 [n —d+ 1] Grassmannov
1 graf, n > 2d
3 1 5 10 Gosset graf
E7(1)

Tablica 2 Neki distancijski regularni grafovi dijametra d > 3 s klasi¢nim parametrima (d, b, a, ) (d, n pozitivni cijeli
brojevi, q potencija prostog broja)

Sada ¢emo reci nesto vise o beskonacnim familijama distancijski regularnih grafova s klasi¢nim
parametrima. Familije koje ¢e biti opisane su Johnsonovi grafovi, Hammingovi grafovi i

Grassmannovi grafovi.

4.2.1.  Johnsonovi grafovi

Krenimo s Johnsonovim grafovima.

Veeo

vrhova jednak (¥), odnosno vrhovi su podskupovi od X kardinaliteta e. Dva vrha & i y su

susjedna ako je 5Ny kardinaliteta e — 1.

Napomena 4.2.1.1. Ako je |X| = n, tada se skup vrhova umjesto (%) zapisuje kao (%) te se kao

oznaka za graf koristi J(n, e).
Grafovi J(n, 2) nazivaju se triangularni grafovi, a za njih se ponekad koristi oznaka T (n).
U sljede¢em primjeru dan je J(4,2).

Primjer 4.21.1. Neka je X=1{1,234} Svi 2-Clani podskupovi od X su
{1,2},{1,3},{1,4},{2,3}, {2,4} i {3,4}, to zna¢i da ¢e J(4,2) imati (;) = 6 vrhova. Radi lakseg

pracenja, uvedimo oznake:
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a=1{12},p={13},y ={14},6 = {2,3}, 1 ={2,4}iu={34}.
Odredimo susjedne vrhove.
Odredujuc¢i presjeke vrhova, zakljucujemo sljedece:
susjedni vrhovi vrha a: 8,v, 6, 4,
susjedni vrhovi vrha B: a,v, 6, u,
susjedni vrhovi vrha y: a, 8, A, 1,
susjedni vrhovi vrha §: a, 8, A, i,
susjedni vrhovi vrha 1: a, y, 6, i,
susjedni vrhovi vrha u: 8,v, 8, A.

Graf J(4,2) prikazan je na sljedecoj slici.

Slika 5. J(4,2)

Petersenov graf je komplement Johnsonovog grafa J(5,2). Dakle, Petersenov graf je graf s
(g) = 10 vrhova, koje moZemo promatrati kao dvoclane podskupove 5-Clanog skupa. U njemu
¢e dvarazlicita vrha biti susjedna ukoliko nemaju toéno e — 1 = 2 — 1 = 1 element u presjeku,

odnosno ukoliko su disjunktni.
Potpun graf K, je takoder Johnsonov graf, to¢nije J(n, 1).

Slijedi lema koja govori kada su dva Johnsonova grafa skupova iz X medusobno izomorfna.
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Lema 4.2.1.1 Neka je |X| = e + f. Tada su Johnsonov graf e- skupova iz X i Johnsonov graf

f- skupova iz X izomorfni.
Dokaz.

Izomorfizam jedans y — X\y.

4.2.2.  Hammingovi grafovi

Sljedec¢a familija distancijski regularnih grafova s klasi¢nim parametrima su Hammingovi

grafovi. Slijedi definicija takvih grafova.

Definicija 4.2.2.1. Neka je X konacan skup kardinaliteta q = 2. Hammingov graf ¢ nad X

d
dijametra d je graf kojem je skup vrhova jednak X4 = x X, Kartezijev produkt d kopija od
i=1

X. Dva vrha grafa G su susjedna ako se razlikuju u tocno jednoj koordinati. Odnosno, dva vrha

y i1 & su na udaljenosti j ako i samo ako se razlikuju u tocno j koordinata.
Oznaka Hammingovog grafa dijametra d nad X je H(d, q).
Raspisimo primjer Hammingovog grafa.

Primjer 4.2.2.1. Neka je X = {1,2} te neka je d = 2. Vrhovi Hammingovog grafa H(2,2) nad
Xsu(1,1), (1,2), (2,1)i(2,2).

Iz definicije Hammingovog grafa zaklju¢ujemo koji su vrhovi susjedni;
susjedni vrhovi vrha (1,1): (1,2), (2,1),
susjedni vrhovi vrha (1,2): (1,1), (2,2),
susjedni vrhovi vrha (2,1): (1,1), (2,2),
susjedni vrhovi vrha (2,2): (1,2), (2,1).
Hammingov graf H(2,2) prikazan je na sljedecoj slici.

Jednostavniji primjeri Hammingovih grafova su potpuni grafovi K, (u oznaci Hammingovog
grafa H(1, q)), K; (u oznaci Hammingovog grafa H(d, 1)) i d-kocke (u oznaci Hammingovog
grafa H(d, 2)).
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1,1 2,1
( ]'. .[ )

(1,2) '(2.2}

Slika 6. H(2,2)

4.2.3.  Grassmannovi grafovi

Posljednja familija grafova koje ¢emo spomenuti u ovom djelu su Grassmannovi grafovi.

Definicija 4.2.3.1. Neka je F polje, a V n-dimenzionalni vektorski prostor nad poljem [F.
Grassmannov graf e- potprostora od V je graf ¢iji je skup vhova jednak [Z] odnosno vrhovi

su linearni potprostori od V dimenzije e. Dva vrha § i y su susjedna ako je dimenzija
potprostora Ny jednaka e — 1. Linearni potprostor od V dimenzije e naziva se e-prostor od
V.

4.3. Regularni skoro-poligoni

Prvo ¢emo uvesti definiciju skoro-poligona te nakon toga regularnog skoro-poligona.

Zavrh y grafa G, s y* oznacit ¢emo skup vrhova od G koji sadrzi y i njegove susjede. Za skup
vrhova 4, neka je AL = Nyea y1 skup svih vrhova na udaljenosti najvise jedan od svakog vrha

iz A.

Definicija 4.3.1. Singularni pravac grafa G je skup oblika {y, 6}llgdje su y i & susjedni

vrhovi.

Definicija 4.3.2. Povezan graf G dijametra d > 2 je skoro- poligon ako zadovoljava sljedeée

uvjete:

I. graf G nema induciranih podgrafova oblika K12,

Ii.  ako je y vrh grafa, a L singularni pravac grafa G takav da je d(y, L) < d, tada postoji

Jedinstvena tocka singularnog pravca L koja je najbliza vrhu y.

34



Graf iz prethodne definicije naziva se jo$ i skoro n —gon, gdje je n = 2d + 1 ako postoji vrh

grafa koji je na udaljenosti d od nekog singularnog pravca, inace je n = 2d.

Definicija 4.3.3. Regularan skoro-poligon je skoro-poligon koji je ujedino i distancijski

regularan graf.
Vazna klasa regularnih skoro n — poligona su generalizirani skoro- poligoni.
Definicija 4.3.4. Generaliziran 2d-gon reda (s, t) je regularan skoro-poligon za ije parametre
vrijedi
k=st+1),A=s—-1,¢,=1,i=0,..,d—1,cy =t + 1.
Sljedeci teorem daje uvjete kada je distancijski regularan graf ujedno i regularan skoro- poligon.

Teorem 4.3.1. Distancijski regularan graf G s dijametrom d i intersekcijskim nizom brojeva
((G) ={bg, by, ...b4g_1; €1,C2,...,cq} Je regularan skoro-poligon ako i samo ako vrijedi

sljedece:

I.  graf G nema induciranih podgrafova oblika K ; ,,

ii.  postojicijelibroj Atakavdaje b; =k — (A+ 1)c;zai=0,...,d — 1.
U tom slucaju je
k > (A + 1)Cd,

te ako vrijedi jednakost u prethodnom izrazu, tada je G skoro 2d-gon, a inace je G skoro (2d +

1) —gon.

4.4. Preostali primjeri distancijski regularnih grafova

Preostali primjeri distancijski regularnih grafova koje ¢emo navesti i definirati su Mooreovi
grafovi, kavezi, a osim njih poznati su i imprimitivni regularni skoro-poligoni i antipodalni

distancijski regularni grafovi.

Definicija 4.4.1. Mooreov graf tipa (k, g) je regularan graf valencije k i struka g, ¢iji je
broj vrhova jednak v, koji je neparnog struka te za koji vrijedi jednakost u sljedecoj donjoj

ogradi za v:
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- 1+k+k(k—1)+ -+ k(k— 1)g_3/2,akojeg neparan
v > _ .
2(1 +k—-1D+-+ (k- 1)g 2/2),ak0jegparan

Vrijedi da je struk Mooreovog grafa dijametra d jednak g = 2d + 1.

Neki primjeri Mooreovih grafova dani su u sljedecoj tablici.

(k, g) Graf

(3,5) Petersenov graf

(3,6) Heawoodov graf
(7,5) Hoffman-Singletonov graf

Tablica 3. Neki primjeri Mooreovih grafova

Teorem 4.4.1. Mooreov graf valencije k = 2 je poligon i svaki (2d + 1) — poligon je

Mooreov graf. Mooreov graf valencije k > 3 je dijametra 2 te je k € {3,7,57}.
Uvedimo sada definiciju kaveza i dajmo vezu izmedu kaveza i Mooreovih grafova.
Nekajek > 2ig = 3.

Definicija4.4.2. (k, g) kavez je regularan graf valencije k, struka g i s minimalnim brojem

vrhovav = v(k, g).

Za poznate vrijednosti k i g, teSko je odrediti broj vrhova v, medutim moze se odrediti

donja granica za v.

Donja granica n za v, za koju vrijedi n < v, definirana je kao

1+k+k(k—1)+ -+ k(k— 1)9_3/2,akojeg neparan
n= _
2(1 +k—-1+-+ (k- 1)g 2/2),ak0jegparan

Uocimo, ukoliko je v = n kada je g neparan, tada ¢e kavez biti Mooreov graf.

U sljedecoj tablici dano je nekoliko primjera kaveza.

(k,9) Graf
(3,3) K,
(3,5 Petersenov graf
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(4,3)

Ks

(7,5)

Hoffman-Singleton graf

(4,5)

Robertsonov graf

Tablica 4. Nekoliko primjera kaveza
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5. Zakljucak

Distancijski regularni grafovi su grafovi kod kojih za bilo koji par vrhova na udaljenosti i, broj
vrhova koji su na udaljenosti j od prvog vrha te na udaljenosti k od drugog vrha je konstantan
teovisioi,j ik, ali ne i oizabranom paru vrhova. Takoder, svaki takav graf je definiran svojim
intersekcijskim nizom brojeva. Ovakvi grafovi imaju to¢no d + 1 svojstvenih vrijednosti, gdje
je d dijametar grafa, a one se mogu odrediti kao svojstvene vrijednosti matrice L,. Ovisno o
dijametru, primjere familija distancijski regularnih grafova mozemo podijeliti u 2 skupine.
Distancijski regularni grafovi ¢iji je dijametar jednak 2 su upravo jako regularni grafovi. Kada
pricamo o dijametru ve¢em od 2, tada takve grafove mozemo podijeliti u 4 neiskljucive klase.

takvih grafova su Johnsonovi, Hammingovi i Grassmannovi grafovi.
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Popis slika
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