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SAZETAK

U ovom radu bavit ¢emo se linearnim rekurzivnim relacijama reda
k. Razlikovat ¢emo homogene i nehomogene rekurzivne relacije.
Navest ¢emo neka njihova svojstva te opisati postupke nalazenja
rjeSenja za obje vrste rekurzija. Sve navedeno objasnit ¢e se na
primjerima Fibonaccijevog niza i problema Hanojskih tornjeva, koji
su ujedno i jedni od najpoznatijih problema rijeSenih rekurzijama.
Na samom pocetku rada navest ¢emo osnovne pojmove iz linearne

algebre koje ¢emo koristiti.

Kljuc¢ne rijec¢i: Niz, vektorski prostor, homogene i nehomogene

rekurzivne relacije, Fibonaccijev niz, Hanojski tornjevi.
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1 UVOD

Rekurzija! je pojam koji u svojoj definiciji koristi sam taj pojam.
U svakodnevnom se zivotu upotrebljava u razli¢itim kontekstima.
Primjerice, u fizici, dva ogledala koja stoje paralelno jedno nasu-
prot drugome prikazivat ¢e ugnijezdene slike, odnosno, sliku unutar
slike koja se ponavlja beskona¢no mnogo puta. Rekurzije se koriste
i u knjizevnosti (ugnijezdene recenice), muzici, filmu, informatici,
ra¢unarstvu itd. U ovom radu govorit ¢emo o linearnim rekurzi-
jama u matematici.

S rekurzijama se ponajvise susre¢emo u linearnoj algebri te kom-
binatornoj i diskretnoj matematici, ali su opc¢enito primjenjive i u
ostalim granama matematike.

Cilj ovog rada je pojasniti $to su to linearne homogene i nehomogene
rekurzije i kako se rjesavaju. Koristit ¢emo matri¢ni oblik navedenih
relacija te éemo navesti dva zanimljiva primjera primjene rekurzija

- Fibonaccijev problem zeceva i problem Hanojskih tornjeva.

IRije¢ rekurzija dolazi od latinske rije¢i recurrere, to znadi vrac¢anje.



2 OSNOVNI POJMOVI

Prije nego $to krenemo s definiranjem rekurzivnih relacija, ponovit
¢emo neke pojmove i tvrdnje iz linearne algebre koji ¢e nam trebati
u razumijevanju daljnjeg sadrzaja ovog rada.

Dokazi svih tvrdnji iz potpoglavlja 2.1 i 2.3 se mogu pronaci u [7].

2.1 Vektorski prostori

Definicija 2.1.1 Neka je V neprazan skup i + :V xV —= V bi-
narna operacija na V. Uredeni par (V, +) naziva se Abelova grupa
ako vrijedi:

1. (a+b)+c=a+(b+c), Ya,b,ceV,

2. WMaeV)(E30€V)a+0=0+a=a,

3. WVaeV)(F—-a€V)a+(—a)=(—a)+a=0,

4. a+b=b+a, Ya,beV.

Definicija 2.1.2 Neka je F neprazan skup na kojemu su definirane
binarne operacije + i -. KaZemo da je uredena trojka (F,+,-) polje
ako vrijedi:

1. (F,+4) je Abelova grupa,
a-(b-c)=1(a-b)-c, Va,bceF,
(VaeF) (31€F) a-1=1-a=a,
(Va € F\{0}) (Fa~ ! e F\{0}) a-at=a"'-a=1,
a-b=>b-a,Va,bek,

S S e

a-(b+c)=a-b+a-c, (a+b)-c=a-c+b-c, Ya,b,c€F,.

Elemente polja F zovemo skalarima.



Primjer 2.1.1 Neka je C skup svih kompleksnih brojeva te + i -
operacije zbrajanja i mnoZenja kompleksnih brojeva. Tada je (C, 4+, -)

polje kojeg nazivamo poljem kompleksnih brojeva.

Definicija 2.1.3 Neka je (V,+) Abelova grupa i F polje. Ako je
zadano preslikavanje - : F xV =V (piSemo a-a = aa, a € F,a €
V') za koje vrijedi:

a(fa) = (a- B)a, YVa,B €F, Ya eV,

2. (a+B)a=aa+ fa, Va,f €F, Va eV,

3. afla+b)=aa+ab, YVa €T, Ya,beV,

4. la=a, Ya eV,

~

tada se uredena trojka (V,+,-) naziva vektorski prostor nad po-

lijem F. Elemente skupa V zovemo vektorima.

Primjer 2.1.2 Neka je C" = {(ay,...,a,) | a; €C, i=1,...,n}
te neka su (ay,...,a,),(b1,...,b,) € C" i a € C. Neka je + :

C™ x C™ — C™ operacija definirana sa
(a1,...,a,) + (b1, ..., b,) := (a1 + by, ..., a, + by).
Neka je - : C x C" — C™ operacija definirana sa
alay, ... a,) = (aa,. .., aa).
Uredena trojka (C", 4+, ) je vektorski prostor nad poljem C.

Definicija 2.1.4 Potprostor vektorskog prostora (V,+,-) nad po-
liem F je podskup W C V' koji je © sam vektorski prostor nad F s

obzirom na operacije + i -. U tom slucaju pisemo: W < V.

Teorem 2.1.1 Neka je (V,+, ) vektorski prostor nad F i Wneprazni
podskup od V. Tada je W potprostor vektorskog prostora V' ako i
samo ako vrijedi ca + b e W, Ya,b e W, Va, 5 € F.



Definicija 2.1.5 Neka je V' wvektorski prostor i neka je Oy € V
vektor sa svojstvom a + Oy = Oy + a = a, za svaki a € V. KaZemo

da je Oy nulvektor.

Definicija 2.1.6 Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F. Ka-

zZemo da je konacan skup vektora {ai,as,...,ar} €V, k € N, li-
. . k

nearno nezavisan ako za oy, aq,...,ap € F iz Y7 a0, = Oy

slijedi oy = ag = -+ = a = 0.

KazZemo da je beskonacan skup vektora iz V' linearno nezavisan ako

je svaki njegov konacan podskup linearno nezavisan.

Definicija 2.1.7 Neka je V' wektorski prostor nad poljem F 1 S
neprazan podskup od V. Linearna ljuska skupa S oznacava se

sa [S] i definira kao

[S}:{Zk:aiai:aiG]F, a; € S, kEN}.

i=1
Definicija 2.1.8 Neka je V vektorski prostor 1S CV. KaZemo da

je S skup izvodnica za V ili da S generira (razapinge) prostor

Vako je [S] = V.

Definicija 2.1.9 Skup B u vektorskom prostoru V' se naziva baza
za 'V ako je B linearno nezavisan skup izvodnica za V. Ako je broj
vektora u bazi jednak n, kaZemo da je n dimenzija vektorskog pros-

tora Vi pisemo dim(V') = n.

Primjer 2.1.3 Skup {(1,0,...,0),(0,1,...,0),...,(0,0,...,1))} je

baza vektorskog prostora C", dim(C")= n.

Teorem 2.1.2 Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Tada je
dim(V') = n ako i samo ako je svaki linearno nezavisan skup u V'

koji se sastoji od n vektora baza za prostor V.



2.2 Linearni operatori i matrice

Definicija 2.2.1 Neka su V i+ W vektorski prostori nad istim po-
liem F. Preslikavanje f : V. — W naziva se linearni operator ako

vrigedi f(ax + By) = af(x)+ Bf(y), za sve x,y € V i sve a, f € F.

Definicija 2.2.2 Linearni operator f : V. — W je izomorfizam

vektorskih prostora Vi W ako je f bijekcija?.

Definicija 2.2.3 KaZemo da su vektorski prostori V i W nad istim
poljem F 1zomorfni ako postoji izomorfizam tih vektorskih pros-

tora.

Dokaz sljedeceg teorema se moze pronaci u |7].

Teorem 2.2.1 Neka su V i W wvektorski prostori nad istim po-
liem F. Vektorski prostori V-1 W su izomorfni ako i samo ako je

dim(V') =dim(W).
Definicija 2.2.4 Neka su m,n € N. Svako preslikavanje
A:AL...om}yx{l,...,n} - F

se naziva matrica reda m X n s koeficijentima iz polja F. Pisemo:

11 19 Ce Ay
21 99 e Ao,
A= ,
_Oéml aAm2 ... Oémn_

il A = [jlmxn, gdje je A(1,7) = auj,i=1,...,m, j=1,...,n.
Skup svih matrica reda m x n s koeficijentima iz polja F oznacava

se s My, (F).

2Funkcija f : X — Y je bijekcija ako za svaki element y € Y postoji
jedinstveni element x € X tako da vrijedi f(z) = y.



Definicija 2.2.5 Neka je A € M,,,,(F). Matrica A je kvadratna
matrica ako je m = n. Skup svih kvadratnih matrica reda n X n s

koeficijentima iz polja F oznacava se s M, (F).

Napomena 2.2.1 Neka su A = [®ijlmxn, B = [Bijlmxn € Mpn(F)
i a €F. Definiramo operacije + : M (F) X My (F) — My, (F) i
X My (F) = My, (F) sa

A+ B = [ + Bijlmxn, A = [a®;]mxn-
Uredena trojka (M, (F),+, ) je vektorski prostor nad poljem F.

Definicija 2.2.6 Neka je S neprazan skup. Svaku bijekciju p :
S — S zovemo permutacijom skupa S. Skup svih permutacija

skupa {1,...,n} oznacavamo sa S,, n € N.

Definicija 2.2.7 Neka jen € N ip € S,,. Uredeni par (i,j) takav
da jei < j, p(i) > p(j), nazivamo inverzija u permutaciji p. Broj

svih inverzija u permutaciji p oznacava se s 1(p).

Definicija 2.2.8 Neka je p € S,,, a I(p) broj inverzija u toj per-
mutaciji. Definiramo funkciju det : M, (F) — F sa:
det(A) = > (=1)'Pasp)azp) - - Onpin
PESn
za sve A = [jlnxn € My (F). Skalar det(A) € F zovemo determi-

nanta matrice A.

Definicija 2.2.9 Neka su xq,...,x, skalari iz polja F. Matricu

1 ... 1
T T e Tn
_ 2 2 2
Vi(zy,...,zn) = | 22 23 ... 22
—1 n—1 n—1
| 71 ) Tn "]

nazivamo Vandermondeova matrica reda n X n.



Dokaz sljedeceg teorema se moze pronaci u [10].

Teorem 2.2.2 Neka suxq,...,x, medusobno razliciti skalari iz po-
lja F te neka je Vy,(xq, ..., xz,) Vandermondeova matrica reda n X n.

Tada je det(Vy(xy,...,x,)) # 0.

Definicija 2.2.10 KaZemo da je A = [ijlnxn € M,(F) dijago-
nalna matrica ako je cy; = 0 za sve 1 # j. KaZemo da je dija-
gonalna matrica A = [jlnxn jediniéna ako je a;; = 1, za sve

1=1,...,n. Jedinicnu matricu reda n X n oznacavamo s I,.

Definicija 2.2.11 Neka su A = [tjj|mxn € Mmn(F) i B = [Bijlnxp €
M,,(F). Produkt matrica A i B je matrica AB = [Yijlmxp €
My, (F), gdje je

n
Yij = E aikﬁkj>
k=1
za svet=1,...,m,3=1,...,p.

Definicija 2.2.12 Neka je A € M, (F). Potencije matrice A su

definirane s:

A" =1, A" = A" A m €N
Dokaz sljedece propozicije se moZe pronadi u [7].

Propozicija 2.2.1 Neka je A = [ij]nxn € M (F) dijagonalna ma-

trica. Tada je

om0 0]
0 o ... 0
Am=| 0 E T T meN
0 0 am

Definicija 2.2.13 Za matricu A € M,(F) kaZemo da je regu-
larna ako postoji matrica A~' € M, (F) takva da vrijedi AA™' =

A7YA =1,. Matricu A~ zovemo inverzna matrica matrice A.

7



Dokaz sljedeceg teorema se moze pronaci u [7].

Teorem 2.2.3 Neka je A € M, (F). Matrica A je reqularna ako i
samo ako je det(A) # 0.

Definicija 2.2.14 Za matrice A, B € M, (F) kaZemo da su sli¢ne
ako postoji regularna matrica T € M, (F) takva da je A =T 'BT.

Matematickom indukcijom se moze pokazati da u tom slucaju vri-
jedi:

A™ =T 'B™T, ¥m € N. (2.1)
Definicija 2.2.15 Neka je A € M, (F). Skalar A € F zovemo svoj-
stvenom vrijednos$éu matrice A ako postoji vektor v € M, (F),
razli¢it od nulvektora, takav da je Av = \wv.
Svaki vektor v € M,y (F), razlicit od nulvektora, koji zadovoljava
uvjet Av = \v, zovemo svojstvenim wvektorom matrice A pri-

druZen svojstvenoj vrijednosti \.

Karakteristicni polinom matrice A je polinom
ka(\) = det(A — \I,,).
Karakteristicna jednadzZba matrice A je jednadzba
ka(X) = 0.
Dokaz sljedeceg teorema se moze pronaci u |7].

Teorem 2.2.4 Skalar A € F je svojstvena vrijednost matrice A €
M, (F) ako i samo ako je A korijen karakteristicne jednadzbe te

matrice.

Definicija 2.2.16 Za matricu A € M, (F) kaZemo da se moZe di-

jagonalizirati ako je slicna dijagonalnoj matrici.



Dokaz sljedeceg korolara se moze pronaci u |7].

Korolar 2.2.1 Ako matrica A € M,(F) ima n razlicitih svojstve-

nth vrijednosti, tada se matrica A moZe dijagonalizirati.

Napomena 2.2.2 Neka je A € M, (F) matrica koja ima n razlici-
tih svojstvenih vrijednosti Ay, ..., A, € F. Neka su

U = GMnl(F)a k:L"'ana

svojstveni vektort matrice A redom pridruzeni svojstvenim vrijed-
nostima A\, k=1,...,n. Neka je T = [t;;]lnxn- Tada je

MO 0
R LI
00 ... A

(vise o ovome se moZe pronaci u [7], u potpoglavijima 10.9 1 10.10).

2.3 Sustavi linearnih jednadzbi

Definicija 2.3.1 Linearna jednadzba nad poljem F u nepozna-
nicama x1, Ty . .., T, je izraz oblika cyxy + asxs + - - - + ax, = [,

gdje su ;, B EF, i =1,...,n.

Definicija 2.3.2 Sustav od m linearnih jednadzbi u nepozna-
nicama x1,Ts . . ., T, nad poljem F je skup linearnih jednadzbi oblika

A
a1 + oy + -+ aqpx, = B

2121 + Qga%o + -+ + Qo Xy, = P (2.2)

Am1T1 + QmaTe + ++ + QunTn = B

9



gdje su ayj, B; €F,i=1,...,m, j=1,...,n. Matricu

Q11 (12

Qg1 Q22
A=

_aml A2

nazivamo matricom sustava (2.2).

q1p

Qop

amn

Ako je m = n 1 ako je A reqularna matrica, kaZemo da je sustav

(2.2) Cramerov.

Svaka uredena n-torka (71,72, ...,7) € F" koja zadovoljava sve

jednadzbe sustava (2.2) zove se rjeSenje sustava linearnih jed-

nadzbi (2.2).

Teorem 2.3.1 Cramerov sustav ima jedinstveno rjesenje.

10



3 HOMOGENE LINEARNE
REKURZIJE

3.1 Pojam homogenih linearnih rekurzija

Definicija 3.1.1 Niz kompleksnih brojeva je svaka funkcija f -
Ny — C,? gdje je Ng = NU{0}. Kompleksni broj f(n — 1) zovemo

n-tim clanom niza f, za svaki n € N.

Definicija 3.1.2 Homogena linearna rekurzija reda k je re-

lacija oblika
fn)=ap,1f(n—1)+a,of(n—=2)4+---+a, rf(n—k), (3.3)
gdje je k € Nja, , € Coi=1,...,k.

Kazemo da je relacija (3.3) homogena jer je mozemo napisati u

obliku
O=—fn)+apn1fln—1)4a,of(n—1)4+ -+ a,_rf(n—Fk)

te da je reda k jer, ukoliko su nam poznati kompleksni brojevi
f(0),..., f(k — 1), koje nazivamo po¢etnim uvjetima, mozemo

izrac¢unati i f(n), za sve n > k.

Primjer 3.1.1 Promotrimo homogenu linearnu rekurziju reda 2

fn) = fln=1)+2f(n-2),

3Niz kompleksnih brojeva se moze definirati i kao funkcija f : N — C.

11



s pocetnim wvjetima: f(0) = 0, f(1) = 1. Pocetni uvjeti nam daju
prva dva clana niza f. Tzacunajmo nekoliko sljedecih clanova niza:
F2) = f)+2£(0) =1+2-0=1,
F(3) = f@)+2f() =1+2-1=3,
fA)=f3B)+2f(2)=3+2-1=5.
Kako bismo, primjerice, izracunali stoti clan, f(99), niza f¢ Tre-
bali bismo nagjprije racunati redom svih 99 ¢lanova koji mu prethode.

U nastavku éemo vidjeti brzi nacin za ovaj izracun.

3.2 Prostor rjesenja homogene linearne

rekurzije reda k

Neka je V ={f | f: Ny — C}. V je vektorski prostor svih nizova
kompleksnih brojeva nad poljem C sa standardnim zbrajanjem + :
V x V — V i mnozenjem funkcija skalarom iz C.

Promotrimo homogenu linearnu rekurzivnu relaciju reda k (3.3)

te neka je
S = {f € V| f zadovoljava relaciju (3.3) bez zadanih pocetnih uvjeta}.

Za skup S vrijedi sljedece.

(i) Funkcija f : Ny — C takva da je f(n) = 0, za svaki n € Ny,
zadovoljava relaciju (3.3), pa je skup S neprazan.

(ii) S je potprostor vektorskog prostora V. Naime, ako su fi, fo €
S, tada vrijedi:

—(fit+ o)) +an - (it f)(n=1)+Fan i (fi+f2)(n—k) =
= (=filn) +an1- filn = 1)+ + anp - iln —k))+

+(_f2(n) + ap_1- fQ(?”L — 1) 4+ o+ A - f2(n — k)) =

=0+0=0,

12



paje fi+ fo€S.
Neka je f € S'ir € C. Vrijedi:

—(r- )+ anr-(r-Hlln=1) 4 Fanp-(r-flln—k) =
= (S F )+ G S ) [ = K) =
=r-0=0,

pajer-fesS.
Dakle, prema teoremu 2.1.1, S je vektorski potprostor od V.
Nadimo dimenziju od S. Definirajmo preslikavanje L : S — C*
sa
fe (£00), f(1),. ., f(R—1)).
Pokazimo da je tako definirano preslikavanje L linearni operator.
Neka su f1, fo € S,a, 8 € C proizvoljni. Tada je:
aL(fi) + BL(f2) =
= Oé(f1(0),f1(1), o filk = 1)) +5<f2(0)af2(1)a oy falk — 1)) =
= (a- fi(0)+ B+ fo(0),c- fi(1)+ B+ fo(1),....a- filk = 1)+ B+ fa(k — 1)) =
= (- fi+B-12)0), (- fr+ B f2)1),.... (- fr+ B fo)(k—1)) =
=Lla-fi+ 5 f2).
Bilo koje rjesenje relacije (3.3) jednozna¢no je odredeno s k po-
¢etnih uvjeta, pa je preslikavanje L bijekcija. Prema tome, L je
izomorfizam vektorskih prostora S i C*. Dakle, prema teoremu
2.2.1, dimenzija vektorskog prostora S je k.

Pronadimo bazu potprostora S. ZapiSimo relaciju (3.3) u ma-

tricnom obliku:

-an_l Gp_9 Qp_3 ... Gp_ji1 an_k-
[ f(n) ] 1 0 0 0 0 | [fn-1]
fn—1) 0o 1 0 0 0| [f(n—-2)
Lo o0 1 0 0
-k +1)) - k),
00 0 1 0 |

13



Neka je

ap—1 Gp—2 Ap-3 ... Gp_k+1 QAn—k
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
A=
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
f(n)
fn—=1)
Up = .
| f(n—k+1)

Tada je v, = Av,_; te vrijedi

Moze se pokazati da je

v, = A" Ry .

(3.4)

Ea(\) = (=N 4 an i A a0 N2 e A ). (3.5)

Kazemo da je polinom (3.5) pridruzen relaciji (3.3).

Ako karakteristi¢ni polinom k4(\) nema visestrukih nultoc¢aka, po

korolaru 2.2.1 slijedi da se matrica A moze dijagonalizirati. U tom

sluéaju je A = TDT~*, za matrice T'i D opisane u napomeni 2.2.2.

Prema (2.1) i (3.4) dobivamo: A" *! =T Dr=rrT=1

f(n—k+1)

_ Tank+1T71

iz ¢ega mozemo dobiti formulu za f(n).

fk=1)
flk=2)
£(0)

(3.6)

U nastavku navodimo drugi na¢in za odredivanje formule za f(n).
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Ukoliko pronademo k£ linearno nezavisnih funkcija koje zadovolja-

vaju relaciju (3.3), tada ¢e skup tih funkcija generirati cijeli prostor

S = {f € V| f zadovoljava relaciju (3.3) bez zadanih pocetnih uvjeta}.

Pretpostavimo da sury, 7o, ..., 7 € C medusobno razli¢ite nultocke
karakteristicnog polinoma k4(A) matrice A. Kako je k4(0) = a,_y,
vrijedi da je r; #0, Vi=1,... k.

Promotrimo funkcije f,, : No — C, f.(n) = rl', i = 1,... k.

Pokazat ¢emo da je skup

{fm)frg;"-afrk}

baza prostora S.

Neka su aq, as, ..., a5 € C te neka je
ap-ri +oag Ty + -+ ap -y =0, ne N (3.7)

Dobivamo sustav od prebrojivo mnogo jednadzbi s nepoznanicama
aq,Q, ..., Promotrimo prvih k jednadzbi sustava (3.7), od-

nosno sustav

0 0 0 )
al.rl+a2.7ﬂ2+...+ak.rkzo

ar ritag Tyt oy =0

041~7’f+042~7”§+~~+04k'7“;3=0 : (3.8)
a1-rf_l+0z2-7“§_1+--'+&k'7‘;l§_1 =0 )

Matrica sustava (3.7) je Vandermondeova matrica V(rq,..., 7).

Kakosury,ryg, ..., ry medusobno razli¢iti kompleksni brojevi, prema

teoremu 2.2.2 slijedi da je det(V(rq,...,r;)) # 0. Dakle, sustav
(3.7) ima jedinstveno rjesenje (ay, ag,...,a;) = (0,0,...,0) pa je
skup {frs fra - -+, fr, } linearno nezavisan.

Niz f,.,(n) = r} je rjeSenje relacije (3.3) ako i samo ako vrijedi

-1 -2 —k
L Y e Y e T A (3.9)
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Dijeleéi jednadzbu (3.9) s 7% dobivamo:
N — P — o™ — o~y = 0. (3.10)

Kako vrijedi
k’A(’l“l) = 0,

vrijedi i (3.10), pa je onda f,. (n) = r} rjeSenje relacije (3.3). Ana-
logno se pokaze da i ostale funkcije f,..(n) = r*, i = 2,3,...,k
zadovoljavaju relaciju (3.3).

Stoga je, prema teoremu 2.1.2, skup { f,,, fr,, ..., fr, } baza prostora
S. Proizvoljan niz f € S je oblika:

fn)=cirl +earh+- +cprp, (3.11)

za neke skalare ¢, co, ..., ¢, € C.
Uvrstimo li pocetne uvijete f(0),..., f(k — 1) u (3.11), dobit

¢emo sustav
F0) =¥+ cord + ... + )

D=crl+erl+ ... +cprk
f() 171 %2 kT E 7 (3'12)

flk=1) =ciri ™ +ears ™+ ..o+ it )

Sustav (3.12) je sustav od k linearnih jednadzbi s nepoznanicama
1,02, ..., ck. Matrica sustava (3.12) je matrica V (rq, ..., ) koja
je regularna pa je rjeSenje (cy, ¢a, . . ., ¢x) sustava (3.12) jedinstveno.

O postupku rjesavanja u slucaju kada karakteristi¢ni polinom

matrice A ima viSestruke nultocke moze se procitati u [9].

3.3 Fibonaccijev niz

Leonardo Bonacci (1170.-1250.), poznatiji pod imenom Fibonacci®

ili Leonardo od Pise je bio talijanski matematicar, jedan od najta-

lentiranijih matematicara srednjeg vijeka. 1202. godine Fibonacci

4Fibonacci je skracenica za filius Bonacci (Bonaccijev sin).
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je postavio problem zeceva:

Neki covjek stavi par zeceva (musko-Zensko) u ogradeni prostor.
Svaki mjesec od svakog para zeceva nastane jedan novi par (musko-
Zensko). Zecevi moraju navrSiti barem dva mjeseca da bi se mogli
poceti razmnozZavati. Koliko ée taj covjek imati parova zeceva nakon
godine dana?

Rjesenje: Promotrimo sliku 3.1.

Kraj ?jeseca: 55- Broj ps:rmra:
2. 1
3 2
4. 3
5. 5

Slika 3.1: Fibonaccijev problem zeceva

Na kraju prvog mjeseca imamo jedan par zeceva. Na kraju drugog
mjeseca imamo par odraslih zeceva koji se mogu poceti razmnoza-
vati. Na kraju trec¢eg mjeseca imamo prvi par zeceva i par novoro-
denih zeceva (ukupno dva para zeCeva). Na kraju ¢etvrtog mjeseca
imat ¢emo dva para zeceva iz proslog mjeseca te jedan novi par
koji je nastao od prvog para zeCeva (ukupno tri para zeCeva). Na
kraju petog mjeseca imamo tri para iz proslog mjeseca, te jos dva
nova para od dva para odraslih zeceva iz proslog mjeseca (ukupno
pet parova zeCeva). Vidimo da se ukupni broj parova zeceva u ne-
kom mjesecu moze izracunati kao zbroj parova koji su bili zivi u
proslom mjesecu i parova koji su u proslom mjesecu bili odrasli,

odnosno, ukupan broj parova zeceva u nekom mjesecu jednak je
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zbroju ukupnih brojeva parova iz prethodna dva mjeseca. Dakle,

vrijedi:
F(n)=F(n—-1)+ F(n—2), (3.13)

gdje F(n) oznacava broj parova zeceva nakon n mjeseci. Relacija
(3.13) je homogena linearna rekurzija reda 2. Pocetni uvjeti su:

F0)=0iF(1)=1.

n o |0[1]2/3/4|5|6|7 |8 |9/|10]|11] 12
Fn)|0|1|1]2[3|5|8[13|21|34]|55|89| 144

Tablica 3.1: Broj parova zeCeva nakon n mjeseci

U tablici 3.1 vidimo kako se broj parova zeceva mijenja kroz 12
mjeseci. Dakle, odgovor na Fibonaccijev problem zeceva je 144.

U potpoglavlju 3.2 smo vidjeli kako mozemo dobiti formulu za
F(n) bez rac¢unanja prethodnih ¢lanova niza F'.

Zapisimo relaciju (3.13) u matri¢nom obliku:

F(n) R F(n—-1) F)| |1
F(n—1) 1 0| |F(n=2)|" [|F(0) 0
. 1 F(n) .
Neka je A = iv, = . Tada je:
10 F(n—1)
v, = A" oy, (3.14)
zan € N.

Karakteristi¢ni polinom matrice A je ka(\) = A2 — X\ — 1. k4 ima

nultocke

1+5 . 1-+5
5 1)\2: 9 .

Formulu za F'(n) izra¢unat ¢emo na dva nacina:

)\1:

1. pomocu (3.6),
2. pomocu (3.9).
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1. Kako matrica A € My(C) ima dvije razli¢ite svojstvene vri-

jednosti, po korolaru 2.2.1 slijedi da se matrica A moze dija-

gonalizirati.
Pronadimo svojstvene vektore matrice A. Kako je \; = 1+2‘/5
svojstvena vrijednost matrice A, vrijedi:
1 5
Av = V5 v,
2
gdje je v = svojstveni vektor matrice A. Dalje vrijedi:

T2

2 0
1_2\/5 1 T o 0
1 — 1+2\/5 T 0
Rjesenje ovog sustava je
| 1+2\/5
v = = Tq, xo9 € C.
)

Analogno dobivamo da su svojstveni vektori matrice A pri-

druzeni svojstvenoj Ay = %5 jednaki

1-v5
i Y2, Y2 € C\{0}.
Tada je
A=TDT™,
gdje je
1+v5 15 1+V5 0 % 5—5
2 2 _ 2 -1 _ 5 10
T= 1 1 ! D= 0 1—/5 ’ T o =1 5+v5
2 V5 10
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Dakle, iz (3.14) slijedi

F(n) _ g1 F(1)
F(n—1) F(0)
= (TD"'T™)
0
115\ "
_T ( 2 ) 0

Stoga, za sve n € Ny vrijedi

ror= [0 - ()]

2. Prema (3.11) bilo koje rjesenje relacije (3.13) je oblika:

F(n)=c (1 +2‘/5>n + ¢y (1 _2‘/5)”,

za neke c1, ¢y € C. Iskoristimo pocetne uvjete:

F0)=0 = ¢ +c=0,

1++/5 1—+/5
Fl)=1 = +2\/_c1+ 2\/_0221,

pa rijeSimo sustav

C1+ Ccy = 0
—1+2*/Bc1 + —1_2\/502 =1

—

Dobivamo ¢; = \/ig, ¢y = == i formulu

S

S

L) - (57 e



4 NEHOMOGENE LINEARNE
REKURZIJE

4.1 Pojam nehomogenih linearnih rekur-
zija

Definicija 4.1.1 Nehomogena linearna rekurzija reda k je

relacyja oblika:

f(n) = an—lf(n - 1) + an—Qf(n - 2) +---+ an—k;f(n - k) + b(”)? (415)
keN, a,;,€C,1=1,...,k,

gdje je b : Ng — C niz takav da je b(n) # 0, za neki n € Ny.

Relaciju
F(1) = anaf(n = 1) + anaf(n—2) + -+ ay_xf(n — k)

zovemo pripadnom homogenom rekurzijom nehomogene re-

kurzije (4.15).

U nastavku je opisan postupak rjesavanja linearne rekurzije (4.15)
o kojemu se vise moze pro¢itati u [10] i [11].

Najprije pronademo rjesenje fi(n) pripadne homogene rekurzije.
To rjeSenje zovemo opéim rjeSenjem nehomogene rekurzije (4.15).
Zatim odredimo rjeSenje fo(n) koje ovisi o funkciji b(n). To rjesenje
zovemo partikularnim rjeSenjem nehomogene rekurzije (4.15).
Do partikularnog rjeSenja dolazimo na sljede¢i nacin. Neka su
A, B,C k,p € C te neka Py, Qk, (), oznacavaju polinome u va-

rijabli n stupnja k, k£ i p redom. U tablici 4.2 navedeno je ¢emu je
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jednako partikularno rjesenje fo(n) nehomogene rekurzije (4.15) u

ovisnosti o funkciji b(n).

b(n) | C C-n Pi(n) | C-b" | nP-a"
fa(n) | Al A-n+B | Qg(n) | A-b" | a™- Qp(n)

Tablica 4.2: Partikularno rjesenje nehomogene rekurzije (4.15)

Rjesenje rekurzije (4.15) je f(n) = fi(n) + fa(n).

4.2 Tornjevi Hanoja

Francuski matemati¢ar Edouard Lucas (1842.-1891.) 1883. godine
postavio je poznati problem Hanojskih tornjeva:

U velikom hramu Benares, ispod kupole koja oznacuje centar
svieta, nalazi se mjedena ploca u koju su postavijene tri dijamantne
wgle, svaka lakat visoka 1 Siroka poput tijela pcele. Na jednu od
tih 1gala, pri stvaranju svijeta, Bog je postavio 64 zlatnih diskova,
tako da najveci disk lezi na mjedenoj ploci, a ostali diskovi leZe
na njemu, poredani po velicini na nacin da je najmangi disk na
vrhu. Ovako posloZeni diskovi na prvoj dijamantnoj igli nazivaju se
Brahma tornjem. Svecenici danju i nocu neprestano premijestaju
diskove s jedne dijamantne igle na drugu, tako da svecenik koji je
na duznosti smije premjestiti samo jedan disk i ispod tog diska ne
smige biti manygi disk. Kada se svih 64 diskova presloZi s prve igle,
torang i hram cée se urusiti © svijet ce uz grmljavinu nestati.

Pitanje kojim ¢emo se ovdje baviti jest koliko poteza (pomicanja
diskova) ¢e biti potrebno da se svi diskovi presloze s jedne igle na
drugu na trazeni nacin.

Za pocetak ¢emo krenuti od trivijalnih sluc¢ajeva. U slucaju

jednog diska trebat ¢e nam jedan potez. U slucaju dva diska, manji
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disk ¢emo premjestiti na srednju iglu, vec¢i disk na zadnju iglu i
zatim manji disk staviti na vec¢i. To su ukupno tri poteza.
Sada ¢emo razrijesiti slucaj s tri diska. Na pocetku su sva tri

diska na prvoj igli kao na slici 4.2.

Slika 4.2: Toranj Hanoja u slucaju tri diska

Najmanji disk stavimo na zadnju iglu, srednji disk stavimo na sred-
nju iglu i zatim najmanji disk stavimo na srednji disk, kao na slici

4.3.

Slika 4.3: Polozaj diskova nakon prva tri poteza

Sada najveci disk stavimo na zadnju iglu. Najmanji disk preselimo
na prvu iglu, a srednji disk na najveéi disk. Preostaje jos zadnji
potez, staviti najmanji disk na srednji disk. Sada su sva tri diska
premjestena na trec¢u iglu i poredana po veli¢ini kao na pocetku.
Trebalo nam je ukupno sedam poteza za to uciniti.

Promotrimo sada sluc¢aj s n diskova. Ozna¢imo s T'(n) broj
poteza koji su nam potrebni za premjestaj n diskova s prve igle na
zadnju uz zadane uvjete. Primijetimo da smo u slucaju s tri diska
najprije morali premjestiti sve diskove osim najveéeg na srednju

iglu, zatim najveci disk na zadnju iglu, a onda opet sve diskove osim
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najveceg preseliti na zadnju iglu. U sluc¢aju n diskova, najprije éemo
morati premjestiti n — 1 diskova na srednju iglu (to ¢e biti pomo¢ni
toranj), zatim najveéi disk staviti na zadnju iglu i onda jo§ jednom
preseliti n — 1 disk na kraj. To znaci da ¢e broj poteza potrebnih za
premjestaj n diskova biti jednak zbroju broja poteza potrebnih za
premjestaj n — 1 diska, joS jednom potezu za premjestaj najveceg
diska te ponovno broju poteza za premjestaj n — 1 diska. Na taj

na¢in dobivamo rekurzivnu formulu:
T(n)=Tn-1)+1+T(n—-1)=2T(n—1)+1.  (4.16)

To je nehomogena rekurzivna relacija reda 1, gdje je b(n) = 1, za

sve n € N.5 Pocetni uvjet ¢e biti T'(1) = 1.

n |1(2|3|4 5|67 8 9 10
T(n) | 13715 ]31|63|127 | 255 | 511 | 1023

Tablica 4.3: Broj poteza za premjestaj n diskova

U tablici 4.3 prikazane su vrijednosti 7'(n) zan € {1,2,...,10}.
Primijetimo da je broj T'(n) za jedan manji od n-te potencije broja
2.

Rijesimo sada rekurziju (4.16) zajedno s po¢etnim uvjetom 7'(1) =

1 postupkom opisanim u poglavlju 4.1. Zapisimo je u obliku:
—1=-T(n)+2T(n—1).
Najprije rijesimo pripadnu homogenu rekurziju:
0=-T(n)+2T(n—1). (4.17)

Relacija (4.17) je linearna homogena rekurzivna relacija reda 1.

Njezin matri¢ni oblik je: [T(n)] = [2} [T(n — 1)} . Neka je A =

50vdje promatramo niz T : N — C.
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[2]. Karakteristi¢ni polinom matrice A je ka(\) = —X + 2. Svoj-
stvena vrijednost matrice A je A\; = 2. Dakle, opce rjesenje rekurzije
(4.16) je

Ti(n) = ¢ - 27,

za neki ¢; € C. Prema tablici 4.2, partikularno rjeSenje rekurzije
(4.16) je oblika
T2 (?7,) = A,

gdje je A € C. Rjesenje rekurzije (4.16) je:
T(n)=c 2"+ A.

Uvrstimo li partikularno rjeSenje T5(n) = A u rekurziju (4.16) do-
bijemo:

A=24+1,

odnosno

Dakle, imamo

T(n)=rc -2" — 1.
Preostaje nam odrediti skalar ¢;. Kako je T'(1) = 1, imamo:
2c; — 1 =1,
odnosno ¢; = 1. Konaé¢no, dobivamo rjesenje rekurzije (4.16):
T(n)=2"—1, n €N, (4.18)

Sto znaci da je potrebno 2" — 1 poteza za premjestaj n diskova na
trazeni nacin.

Da bi odgovorili na problem Hanojskih tornjeva, trebamo izracu-
nati koliko je potrebno poteza za premjestaj 64 diskova, odnosno,

trazimo broj 7'(64). Iz (4.18) dobivamo
T(64) = 2% — 1 = 18446744073709551616,
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odnosno priblizno 18 kvintilijuna poteza. Kada bi za premjestaj
jednog diska bila potrebna jedna mikrosekunda ($to je nemoguce),
rjeSavanje problema Hanojskih tornjeva potrajalo bi vise od 5000

stoljeca.
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5 ZAKLJUCAK

U radu smo objasnili pojam linearne rekurzije. Najprije smo naveli
osnovne pojmove i tvrdnje koji se koriste u radu, a koji su klju¢ni u
razumijevanju teme. Definirali smo homogenu linearnu rekurzivnu
relaciju reda k, naveli neka njena svojstva te trazili njeno rjesenje.
Pritom smo koristili matri¢ni oblik relacije. Skup rjeSenja relacije
promatrali smo kao vektorski prostor. Pokazali smo da je baza
vektorskog prostora rjeSenja relacije skup n-tih potencija razli¢itih
nultocki karakteristicnog polinoma pridruzenog relaciji. Pokazali
smo kako, koriste¢i bazu prostora rjesenja relacije, mozemo dobiti
jedinstveno rjeSenje relacije ukoliko znamo k pocetnih uvjeta. Vi-
djeli smo da se rjeSenje relacije moze pronaéi i pomoc¢u dijagonali-
zacije koriste¢i matri¢ni zapis.

Objasnili smo postupak nalazenja rjeSenja rekurzivnih relacija na
primjeru Fibonaccijevog niza. Takoder smo pojasnili i pojam neho-
mogene rekurzivne relacije reda k te postupak nalazenja njezinog
rjeSenja, Sto smo potkrijepili primjerom problema Hanojskih tor-

njeva.

27



POPIS TABLICA

3.1 Broj parova ze¢eva nakon n mjeseci

4.2 Partikularno rjesenje nehomogene rekurzije (4.15) .

4.3 Broj poteza za premjestaj n diskova



POPIS SLIKA

3.1 Fibonaccijev problem zeceva . . . . .
4.2 Toranj Hanoja u slucaju tri diska . .

4.3 Polozaj diskova nakon prva tri poteza



LITERATURA

[1] Antolis, S., Copi¢, A., Matematika 4, 2. izdanje, Skolska knjiga,
Zagreb, 2007.

[2] Baki¢, D., Linearna algebra, Skolska knjiga, Zagreb, 2008.

[3] Fibonacci, URL:  https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci
(23.3.2021.).

[4] Fibonaccijev niz, FER Repozitorij, URL: https://www.fer.uni
zg.hr/ _download /repository /diskont1-06.pdf (15.3.2021.).

[5] Graham, R.L., Knuth, D.E., Patashnik, O., Concrete mathema-
tics - A foundation for computer science, 2. izdanje, Addison-

Wesley Publishing Company, SAD, 1994.

[6] Hefferon, J., Linear algebra, 4th edition, URL: http://joshu
a.smevt.edu/linearalgebra/book.pdf. (20.10.2021.).

[7] Horvati¢, K., Linearna algebra, 9. izdanje, Tehnicka knjiga,

Zagreb, 2004.

[8] Rekurzija, FER repozitorij, URL: https://www.fer.unizg.
hr/ download /repository/diskont1-07.pdf (15.3.2021.).

9] Sto znaci rekurzija, URL: https:/ /beasthackerz.ru/hr/odnoklas
sniki/chto-znachit-rekursiya-rekursiya-i-rekursivnye-algoritmy-
analiz.htmlhttps: / /beasthackerz.ru/hr /odnoklassniki/chto-

znachit-rekursiya-rekursiya-i-rekursivnye-algoritmy-analiz.html
(21.3.2021.).


https://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci

[10] Veljan, D., Kombinatorna i diskretna matematika, Algoritam,

Zagreb, 2001.

[11] Zubrini¢, D., Diskretna matematika, 2. izdanje, Element, 2002.



	1 UVOD
	2  OSNOVNI POJMOVI
	Vektorski prostori
	Linearni operatori i matrice
	Sustavi linearnih jednadžbi

	3  HOMOGENE LINEARNE REKURZIJE
	Pojam homogenih linearnih rekurzija
	Prostor rješenja homogene linearne rekurzije reda k
	Fibonaccijev niz

	4 NEHOMOGENE LINEARNE REKURZIJE
	Pojam nehomogenih linearnih rekurzija
	Tornjevi Hanoja

	5  ZAKLJUCAK

