Grafovi i Covid-19

Rabar, Karmen

Master's thesis / Diplomski rad
2023

Degree Grantor / Ustanova koja je dodijelila akademski / strucni stupanj: University of
Rijeka / Sveuciliste u Rijeci

Permanent link / Trajna poveznica: https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:196:484919

Rights / Prava: In copyright /Zasti¢eno autorskim pravom.

Download date / Datum preuzimanja: 2024-09-08

Repository / Repozitorij:

A/ \ Repository of the University of Rijeka, Faculty of
Mathematics - MATHRI Repository

SVEUCILISTE U RIJECI
FAKULTET ZA MATEMATIKU

UN (] 2siaxa aopar

Z i r. n 5 k. h r DIGITALNI AKADEMSKI ARHIVI I REPOZITORILII



https://urn.nsk.hr/urn:nbn:hr:196:484919
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
http://rightsstatements.org/vocab/InC/1.0/
https://repository.math.uniri.hr
https://repository.math.uniri.hr
https://zir.nsk.hr/islandora/object/mathri:270
https://www.unirepository.svkri.uniri.hr/islandora/object/mathri:270
https://dabar.srce.hr/islandora/object/mathri:270

Sveuciliste u Rijeci

Fakultet za matematiku

Diplomski studij Diskretna matematika i primjene

Karmen Rabar

Grafovi i Covid-19

Diplomski rad

Rijeka, 2023.



Sveuciliste u Rijeci

Fakultet za matematiku

Diplomski studij Diskretna matematika i primjene

Karmen Rabar

Grafovi i Covid-19

Mentor: izv. prof. dr. sc. Andrea Svob

Diplomski rad

Rijeka, 2023.



Sadrzaj

Uvod 1
1 Osnovni pojmovi 2
2 Tolerancijski grafovi 6
2.1 Povijest nastajanja i motivacija . . . . . . ... ... ... .. 6
2.2 Grafovi presjeka i intervalni grafovi . . . . . .. ... ... .. 9
2.3 Tolerancijski grafovi . . . . . ... ... 0oL 11
2.4 Savrseni grafovi . . . . .. ..o 15
3 Primjena tolerancijskih grafova 15
3.1 Organizacija letova . . . . . . . . ... ... ... ... ... . 16
3.2 Koristenje u¢ionica pri nastavi uzivo . . . ... .. .. .. .. 20
3.3 Posjetiumuzej . ... ... 20
3.4 Trazenje kriti¢cnih dogadaja . . . . . . . ... ... ... ... 21
4 Algoritmi 22
4.1 Algoritam za organizaciju letova . . . . . . .. ... ... .. 22
4.2 Algoritam za koristenje ucionica u nastavi uzivo . . . . . . .. 23
4.3 Algoritam za raspored posjeta u muzej . . . . . . ... . ... 23
4.4 Algoritam za trazenje kriticnih dogadaja . . . . . . . . . . .. 24
5 Grafovi slicnosti 24
5.1 Uvod u grafove slicnosti . . . . . . .. ... ... ... ... . 24
5.2 Grafovislicnosti . . . . .. ... oo 25
5.3 Vrste grafova slicnosti. . . . .. .. ... 26
6 Spektralno grupiranje 27
6.1 Laplaceove matrice . . . . . . . . . .. ... ... ... . ... 27
6.2 Algoritam k-srednjih vrijednosti . . . . . . .. ... ... 29
6.3 Vrste spektralnog grupiranja . . . . .. .. ... 30



7 Primjena temeljena na grafovima slicnosti

7.1 Obrada podataka . .

7.2 Konstrukcija grafa slicnosti. . . . . .. ... ... 0.

7.3 Spektralno grupiranje
Zakljucak
Literatura
Popis slika

Popis tablica

32
32
33
34

35

36

37

37



Sazetak

U ovom je radu predstavljena primjena teorije grafova u borbi protiv pande-
mije COVID-19. Opisani su tolerancijski grafovi, koje su 1982. godine pred-
stavili Golumbic i Monma kao generalizaciju intervalnih grafova. Navedene
primjene ukljucuju pronalazenje klika odredene veli¢ine i izracunavanje kro-
matskog broja grafa. Takoder, uvedeni su grafovi slicnosti koji igraju glavnu
ulogu u metodologiji za prac¢enje Sirenja zaraze koja se sastoji od prikuplja-
nja i obrade podataka, modeliranja pomoc¢u grafova slicnosti, spektralnog

grupiranja i vizualizacije podataka.

Kljucne rijeci

COVID-19, pandemija, graf, klika, kromatski broj, bojenje grafa, graf pre-
sjeka, intervalni graf, tolerancijski graf, savrsen graf, graf slicnosti, spektralno

grupiranje.



Uvod

Od svog prvog pojavljivanja u prosincu 2019. godine, pandemija COVID-19
je postala siroko polje znanstvenog istrazivanja. Neka podrucja u matema-
tici, poput umjetne inteligencije sluze kao mocan alat za pracenje i predvida-
nje izbijanja virusa koristedi razlic¢ite vrste modela. Takoder, teorija grafova
ima vaznu ulogu u rjeSavanju problema optimizacije i rasporeda koji mogu
biti od velike pomo¢i. Grafovi se mogu koristiti za modeliranje odredenih
odnosa izmedu objekata te za modeliranje razli¢itih problema povezanih s
pandemijom COVID-19. Oni su takoder jedan od osnovnih dijelova umjetne
inteligencije. Na primjer, mogu sluziti za prac¢enje kontakata zarazenih ljudi,
provodenje medicinskih analiza za razumijevanje dinamike virusa i bolesti i
predvidanje dinamike pandemije opcenito. Cilj je ovog rada istaknuti vaznost
algoritama i metoda temeljenih na grafovima, tocnije tolerancijskim grafo-
vima i grafovima sli¢nosti, u pra¢enju Sirenja virusa, modeliranju razlicitih
situacija koje se javljaju tijekom pandemije i u borbi protiv pandemije te

usporavanju procesa Sirenja virusa.



1 Osnovni pojmovi

Definicija 1.1 Graf G je uredena trojka G = (V(G), E(G),¥(G)), gdje
je 0 £V = V(G) skup vrhova, E = E(G) (skup disjunktan s V(G)) skup
bridova od G, a (G) funkcija incidencije koja svakom bridu od G' pridruZuje

neuredeni par (ne nuzno razlicitih) vrhova od G.

Definicija 1.2 Funkcija incidencije ¥(G) : E(G) — ((V(QG))) svakom bridu
e € E(G) pridruzuje 2-clani multiskup vrhova (G)(e) = {u,v}, gdje su
u,v € V(G). KaZemo da brid e spaja vrhove u i v, koje zovemo krajevi
brida e, pisemo ¥(G)(e) = wv. KaZemo da su vrhovi u i v susjedni vrhovi,

incidentni s e, u oznaci e = {u,v} ili e = uv.

Definicija 1.3 Brid koji je incidentan samo s jednim vrhom zove se petlja.

Dwva ili vise bridova s istim parom krajeva zovu se viSestruki bridowvi.

Definicija 1.4 Neka je G graf sa n vrhova, V(G) = {vy,...,v,}. Matrica
susjedstva grafa G je n x n matrica A = [a;;] gdje je a;; € No broj bridova

koji spajaju vrhove v; i vj, i,j € {1,...,n}.
Napomena 1.1 Matrica susjedstva je simetricna matrica.

Definicija 1.5 Stupanj ili valencija vrha v u grafu G je broj bridova od

G incidentnih sa v pri cemu svaku petlju brojimo dvaput.

Definicija 1.6 Matrica stupnjeva grafa G sa skupom vrhova V(G) =
{v1, ..., 0.} je dijagonalna matrica D = [d;;] 1,7 € {1,...,n} u kojoj svaki

element dijagonale oznacava stupanj odgovarajuceg vrha. Odnosno,

stupanj vrha v;, ako i = j

A o
0, ‘nace.
Definicija 1.7 Graf je jednostavan ako ne sadrzi petlju i visestruke bri-

dove.

Definicija 1.8 Jednostavan graf G je potpun ako su svaka dva razlicita

vrha v G susjedna.



Definicija 1.9 Neka je G = (V(G), E(G),¥(G)) graf. TeZinski graf je
uredeni par (G,w) gdje je w: E(G) — R funkcija koju nazivamo teZinska

funkcija te ona svakom bridu od G pridruzuje nenegativan realan broj.

Definicija 1.10 Neka je G = (V(G), E(G),¥(Q)) tezinski graf sa skupom
vrhova V = {v1,...,u,} te neka svaki brid izmedu dva vrha v; i v; nosi nene-
gativnu tezinu w;; > 0. TeZinska matrica susjedstva grafa G je matrica
W = [wy], i,j =1,...,n. Ako je w;; = 0 znaci da vrhovi v; i v; nisu povezani

bridom.

Definicija 1.11 Stupanj vrha v; € V(G) = {v4,...,v,} teZinskog grafa
G definiran je kao

n
di = Z Wy -
j=1

Matrica stupnjeva D je definirana kao dijagonalna matrica sa stupnjevima

dy,...,d, na glavnoj dijagonali.

Definicija 1.12 Neka su G i H grafovi. Graf H je podgraf grafa G, u
oznaci H C G, ako je V(H) CV(G), E(H) C E(G), a svaki brid iz H ima
iste krajeve uw H kao sto ih ima u G. Ako je H C G i H # G, pisemo H C G
t H zovemo pravi podgraf od G.

Definicija 1.13 Podgraf H grafa G za koji vrijedi V(G) = V(H) je raza-
pinjujuéi podgraf od G.

Definicija 1.14 Podgraf od G ¢iji je skup vrhova V', § # V' C V(G), a
skup bridova je podskup od E(G) kojeg cine bridovi s oba kraja u V' zove se

podgraf induciran s V' i oznacava se s G[V'].



©

Slika 2: Razapinju- Slika 3: Inducirani
Slika 1: Graf G juéi podgraf od Gy podgraf od G,

Definicija 1.15 Klika K u grafu G je potpuni podgraf grafa G. Veli¢ina
klike je broj vrhova koje klika sadrzi.

Dakle, klika K u grafu G je podskup skupa vrhova V' od G takav da su svaka

dva razli¢ita vrha povezana bridom.

Definicija 1.16 Za kliku K kaZemo da je meprosiriva ako joj se ne moze

dodati jos jedan susjedan vrh.

Drugim rije¢cima, neprosiriva klika je klika koja nije sadrzana u niti jednoj

vecoj kliki.

Definicija 1.17 Za kliku K kaZemo da je najveca u grafu G ako ne postoji

klika s vise vrhova.

Napomena 1.2 Oznacimo s w(G) broj vrhova najvece klike u grafu G.

Slika 4: Graf G, Slika 5: Neprosiriva klika  Slika 6: Najveca klika



Definicija 1.18 Za zadani prirodni broj k, k-bojenje vrhova grafa G je
preslikavangje ¢ : V(G) — {1,2, ..., k}, koje svakom vrhu iz G pridruzuje jednu

od k boja. Ako je c(v) =1, kaZemo da je vrh v obojen bojom 1.

Definicija 1.19 Pravilno k-bojenje vrhova grafa G, k € N, je preslika-
vanje ¢ : V(G) — {1,2, ..., k}, takvo da c(v) # c(w) kad god suv iw povezani

bridom.
Napomena 1.3 Samo grafovi bez petlji dopustaju pravilno bojenje vrhova.

Definicija 1.20 KaZemo da je graf G k-obojiv ako dopusta pravilno k-

bojenje vrhova.

Definicija 1.21 Najmangji broj k, takav da je graf G k-obojiv, nazivamo kro-
matski broj i pisemo x(G) = k. Ako za G vrijedi x(G) = k, kaZemo da je
G k-kromatsks.

Slika 7: Pravilno 3-bojenje Petersenovog grafa

Definicija 1.22 Neka je A kvadratna matrica reda n. KazZemo da je vektor

Z, T#0, T € R" svojstveni vektor matrice A ako vrijedi
A-Z=X\7

za neki A € R. Pritom se skalar A\ naziva svojstvena vrijednost. Skup

svih svojstvenih vrijednosti naziva se spektar.

b}



Primijetimo da se izraz AZ = AZ moze zapisati u obliku (A — \I)Z = 0,
gdje je I jedini¢na matrica reda n, iz ¢ega proizlazi da vrijedi det(A—\I) = 0.
Nadalje, det(A — AI) je polinom po varijabli A kojeg nazivamo karakteris-

ticnim polinomom i pisemo
p(A) = det(A — AI).

Korijeni karakteristi¢nog polinoma, ili drugim rijecima rjesenja jednadzbe
det(A — XI) = 0, su svojstvene vrijednosti koje odgovaraju pripadnom svoj-

stvenom vektoru.

Definicija 1.23 Slucajni proces je familija slucajnih varijabli koje su de-

finirane na nekom vjerojatnosnom prostoru:

Skup indeksa T moZemo shvatiti kao vremensku komponentu podataka te onda
govorimo o vremenskom nizu. Obicno promatramo T = [0,t], T = [0, +00)

ili T ={t; :i € I}. Pri mjerenju se opaza realizacija dijela vremenskog niza
{Xt(W) 1t e T()} = {.Z't :te TO},

gdje je Ty C T konacan.

2 'Tolerancijski grafovi

2.1 Povijest nastajanja i motivacija

Na 13. Jugoistoc¢noj konferenciji o kombinatorici, teoriji grafova i racunarstvu
(13th Southeastern Conference on Combinatorics, Graph Theory and Com-
puting) u gradu Boca Raton 1982. godine, Golumbic i Monma su predstavili
matematicki model tolerancije, nazvan tolerancijski grafovi. Motivacija za
uvodenje tolerancijskih grafova bila je rjesavanje problema rasporeda u ko-

jima resursi (kao Sto su primjerice prostorije, vozila, pomoéno osoblje i sli¢no)



mogu biti ograniceni, ali postoji dopustena mjera fleksibilnosti ili tolerancije
za dijeljenje tih resursa, u slucaju kada je zbog ogranicenja nemoguce doci
do rjesenja.

Tijekom narednih godina proucavana su svojstva tolerancijskih grafova, a
u literaturi se pojavio veliki broj varijacija, uklju¢ujué¢i biotolerancijske gra-
fove, ¢—tolerancijske grafove, NeST grafove, tolerancijske digrafove i druge.
Ovo je i dalje zanimljivo i aktivno podrucje istrazivanja s brojnim primje-
nama.

Kod tolerancijskih grafova, promatra se kolekcija intervala na realnoj osi.
Intervali mogu predstavljati trajanje skupa dogadaja ili pak fragmente DNK
na genomu. Neki od intervala mogu se medusobno sjeéi, a drugi mogu biti di-
sjunktni. Postoje mnoge veze izmedu intervala koje bismo mogli proucavati,
no u ovom ¢e radu naglasak biti na presjecima tih intervala koje mozemo
protumaciti na vise nacina. Moze znaciti da imaju nesto zajednicko, poput
prilike za razmjenu informacija. Na primjer, ako je svaki interval predstav-
ljao vremenski period tijekom kojeg bi skupina skolske djece posjetila muzej,
tada bi dvije grupe ¢iji se intervali sijeku mogle sudjelovati u zajednickoj
aktivnosti. S druge strane, presjek intervala moze znaciti sukob, kao sto je
natjecanje za resurs koji se ne moze dijeliti. Primjerice, u kuc¢anstvu s jed-
nom televizijom, kada roditelj zeli gledati vijesti, a u isto vrijeme tinejdzer
zeli gledati film na drugom kanalu, dolazi do vremenskog sukoba.

U ovom ¢e radu presjeci intervala biti povezani s virusom COVID-19. Od-
nosno, predstavljat ¢e vremenske intervale u kojima moze postojati opasnost
od potencijalne zaraze. Promatrat ¢emo ih u cilju pronalazenja rasporeda

odredenih aktivnosti kako bi se daljnje Sirenje i moguénost zaraze sprijecili.

Primjer 2.1 Ponedjeljkom ujutro se Sest sastanaka treba odrzati prema fik-
snom rasporedu, pri cemu je odrZavanje sastanka s; predvideno za vremenski

interval I; = [a;, b;]. Svakom sastanku mora biti dodijeljena prostorija.

I, =[8:00—9:45], I, =1[9:00—11:30], I3 =[8:30—11: 15],
I,=1[10:00—11:00], Is = [10: 15 — 12 : 00], I5 = [10: 45 — 12 : 30].
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Slika 8: Vremenski intervali trajanja sastanaka (preuzeto iz [2])

Vidimo da bi sastanak sy mogao biti u istoj prostoriji kao sy uli s5 ili sg
jer se njegov pripadni vremenski interval Iy ne preklapa s vremenskim in-
tervalima 1y, I5 ili Ig. Buduci da vrlo strogo promatramo intervale, vidimo
da je u 10:50 potrebno pet prostorija istovremeno. No, pretpostavimo sada
da postoje samo cetiri prostorije za sastanke. Umgjesto da se otkaZe neki od
sastanaka, pokusajmo naci odredenu fleksibilnost u vremenskim intervalima
koja bi mogla omoguditi prihvatljivu dodjelu prostorija. Pomocu tolerancij-
skih grafova, kojeg éemo formalno definirati u nastavku, moZemo pridruziti
toleranciju svakom sastanku. Tolerancija indicira stupanj fleksibilnosti u do-
pustanju velicine presjeka s drugim intervalima te bi nam mogla pomoci u
pronalasku dodjele prostorija. Primgjerice, kada bi sastanci sy i s¢ dopustali
preklapange dulje od 15 minuta, bilo bi moguce odrzZati sve sastanke u cetiri

prostorije.

Problemi s dodjelom resursa ove prirode javljaju se u mnogim kontek-
stima: dostava hrane ili poste, koriStenje pec¢nice u restoranima, raspored
medicinskih sestara u operacijskim sobama i slicno. U stvarnoj situaciji,
neki sastanci ili dostave mogu doista imati stroge rokove koji se moraju po-
Stovati, dok drugi mogu biti fleksibilniji. Uzimajuci u obzir pripadne toleran-
cije, ¢esto se mogu pronadi rjeSenja koja inace ne bi postojala pod strogim

ogranicenjima.



2.2 Grafovi presjeka i intervalni grafovi

Definicija 2.1 Neka je F kolekcija skupova. Graf presjeka je graf dobiven
dodjeljivanjem razlicitog vrha svakom skupu uw F i spajanjem dvaju vrhova

bridom onda kada njihovi odgovarajuci skupovi imaju neprazan presjek.

Sljedeca slika prikazuje primjer grafa presjeka G, gdje je skup vrhova jed-
nak V(G) = {1, 2, 3,4}, a kolekcija skupova je F = {{a, b, ¢}, {a, c}, {b,d}, {c}}.
Vrhu 1 je pridruzen skup {a, b, c}, vrhu 2 skup {a, c}, vrhu 3 skup {b,d}, a
vrhu 4 skup {c}. Vidimo da je presjek skupova pridruzenih vrhovima 11 2 jed-
nak {a, c}, odnosno, neprazan je, NIy = {a,b,c}N{a,c} = {a, c} # 0. Stoga
vrhove 1 i 2 povezujemo bridom. Nadalje, skupovi pridruzeni vrhovima 3 i 4
su disjunktni iz ¢ega slijedi da oni nece biti susjedni, I3N1y = {b,d}N{c} = 0.
Slicno se dobiva da ¢e vrhovi 11 3, 114, 2 i 4 biti susjedni, a ostali parovi

vrhova nece.

{a, ¢}

Slika 9: Graf presjeka

Mozemo promatrati razne vrste skupova u F te tako dobiti zanimljive
klase grafova. Najvazniji ¢e nam biti intervalni grafovi koji nastaju kada su

skupovi u F intervali na realnoj osi koje zelimo proucavati.

Definicija 2.2 Graf G = (V(G), E(G),¥(Q)) je intervalni graf ako se
svakom vrhu v € V. moZe dodijeliti realan interval I, tako da xy € E <=
L.NI, #0, za sve z,y € V. Skup intervala {I, | v € V} predstavlja

reprezentaciju intervalnog grafa G.



Na sljedecoj slici prikazan je primjer intervalnog grafa G ciji je skup vr-
hova V(G) = {1,2,3,4,5,6}. Reprezentacija intervalnog grafa je jednaka
{[10,15], [10, 20}, [20, 30], [15, 40], [40, 50], [90, 100]}. Odnosno, vrhu 1 pridru-
zen je interval [10, 15], vrhu 2 interval [10,20], vrhu 3 interval |20, 30], vrhu
4 interval [15,40], vrhu 5 interval [40, 50], a vrhu 6 interval [90, 100]. Primi-
jetimo da su intervali pridruzeni vrhovima 1 i 6 disjunktni, dakle, oni nece
biti susjedni, I; NI = [10, 15]N[90, 100] = (. Takoder, vidimo da se intervali
pridruzeni vrhovima 1 i 2 sijeku, I; N Iy = [10,15] N [10,20] = [10,15] # 0,
sto implicira da ¢e biti povezani bridom. Na isti nac¢in dobijemo da ¢e vrhovi

1i4,1i3,2i4,31i4,41b5 biti susjedni te ostali parovi vrhova nece.

[20, 30]
[10, 15]

[40, 50]

Slika 10: Intervalni graf

Ako je graf G = (V(G), E(G),¢(G)) graf presjeka (intervalni graf), onda
je svaki inducirani podgraf H od G takoder graf presjeka (intervalni graf),
gdjeje V(H) =X CV(G), E(H) = {uw € E(G)|u,v € X}.

Intervalni grafovi vazni su zbog njihove primjene na probleme planiranja.
U primjeru 2.1., intervali su predstavljali fiksne vremenske intervale za skup
sastanaka kojima je trebalo dodijeliti prostorije. Pripadni intervalni graf pri-
kazan je na slici 11. Pronalazenje odgovarajuc¢e dodjele prostorija moze se
promatrati kao problem pravilnog bojanja intervalnog grafa, gdje su prosto-
rije za sastanke boje, a susjednim vrhovima moraju biti dodijeljene razlicite

boje. U navedenom primjeru ne postoji pravilno 4-bojenje zbog toga sto in-

10



tervalni graf ima kliku veli¢ine 5. Doista, jedini podskupovi koji bi u ovom

primjeru mogli biti obojeni istom bojom su {1,4} ili {1,5} ili {1,6}.

Slika 11: Pripadni intervalni graf za primjer 2.1.

2.3 Tolerancijski grafovi

Tolerancijske grafove mozemo shvatiti kao generalizaciju intervalnih grafova
te ih slicno i definiramo, ali sada ¢e velicina presjeka intervala imati kru-
cijalnu ulogu. Naime, hoc¢e li dva vrha biti susjedna ili ne ovisi o veli¢ini
presjeka njihovih pripadnih intervala. Drugim rijec¢ima, ako se presjek moze
"tolerirati" ili zanemariti, onda oni nece biti susjedni. Formalno ih definiramo

u nastavku.

Definicija 2.3 Graf G = (V(G), E(G),¥(Q)) je tolerancijski graf ako se
svakom vrhu v € V' moZe pridruziti zatvoreni interval I, i tolerancija t, € R
tako da je vy € E ako @ samo ako |I, N 1,| > min{t, t,}.

Kolekcija intervala i tolerancija, (I,t), naziva se tolerancijska repre-
zentacija gdje je [ ={I, |z €V} it={t, | x € V}.

Definicija 2.4 Ako u grafu G vrijedi t, < |I,| za sve v € V, tada se G
naziva ogranicent tolerancijski graf, a pripadna reprezentacija se naziva

ogranicena tolerancijska reprezentacija.

Razmotrimo jos jednom primjer 2.1., ako bi svaka od tolerancija bila

5 minuta, onda bi tolerancijski graf bio isti kao intervalni graf jer su svi

11



neprazni presjeci ve¢i od 5 minuta. Medutim, ako su tolerancije od I, i I
20 minuta (ili nesto veée od 15 minuta), a svaka od ostalih 5 minuta, tada
tolerancijski graf ne bi imao brid izmedu vrhova 4 i 6, kao sto je prikazano
na slici 12;
IyNIg=1[10:00—11:00]N[10:45 —12:30] = [10: 45 — 11 : 00]
= |I4NIg| = (10 :45—11: 00| = 00 : 15 < min{00 : 20,00 : 20} = 00 : 20
= vrhovi 4 i 6 nisu susjedni.
U ovom slucaju, tolerancijski graf je 4-obojiv, sto osigurava dosljednu dodjelu

Cetiri prostorije za sastanke.

Slika 12: Pravilno bojenje tolerancijskog grafa iz primjera 2.1. gdje Iy i Ig
imaju toleranciju od 20 minuta, a ostali intervali 5 minuta

Napomena 2.1 Za danu (ogranicenu) tolerancijsku reprezentaciju (I,t) grafa
G, za bilo koji podskup vrhova W C V(Q) intervali {I,, | w € W} i tole-
rancije {t,, | w € W} daju reprezentaciju Gy . Dakle, inducirani podgrafovi
tolerancijskih grafova su takoder tolerancijski grafovi, a inducirani podgrafovi

ogranicenth grafova tolerancije takoder su ograniceni grafovi tolerancije.

U tolerancijskoj reprezentaciji grafa G mozemo imati intervale oblika
I, = [ag,a;], za neki x € V(G). U ovom slucaju, za bilo koji drugi inter-
val I, za neki y € V(G), vrijedi |I, N I,| = 0 < min{t,,t,}. Bududi da su
tolerancije elementi iz R™, nejednakost je stroga. Dakle, zy € E(G). Medu-
tim, u ogranic¢enoj tolerancijskoj reprezentaciji nemoguce je da ¢e bilo kakav

interval I, biti tocka jer mora vrijediti |I,| > ¢, > 0.
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Napomena 2.2 (i) Ako je (I,t) tolerancijska reprezentacija grafa G i I,
tocka, tada je odgovarajuci vrh v izolirani vrh u G, tj. vrh koji nije incidentan
ni s jednim bridom.

(7i) Ako je (I,t) ogranicena tolerancijska reprezentacija grafa G, tada nijedan

interval I, nije tocka, odnosno graf G nema izoliranih vrhova.

Cesto je potrebno da tolerancijska reprezentacija grafa G zadovoljava

jedno ili vise dodatnih svojstava:

(1) Ako za vrh x € V(G) vrijedi |I,| < t,, onda t, = oo,
(svaka tolerancija veéa od duljine odgovarajuceg intervala jednaka je

beskonacno).

(2) Va,y € V(G), z # y t.d. t,,t, # oo vrijedi t, # t,,

(sve tolerancije su razli¢ite, osim onih koje su jednake beskona¢no).

(3) VI, = [ag, by, I, = [ay, by, I, # I, vrijedi a, # ay, a; # by, b, #
ay, by # by,
(ne postoje dva razli¢ita intervala koja imaju istu krajnju tocku).

Definicija 2.5 Tolerancijska reprezentacija koja zadovoljava sva tri pret-

hodno navedena svojstva naziva se regularna reprezentacija.
Lema 2.1 Svaki graf tolerancije ima regularnu reprezentaciju.

Dokaz:
Neka je G = (V(G), E(G),¥(G)) graf tolerancije i neka je (I, t) njegova tole-
rancijska reprezentacija. Pozivat ¢emo se na krajeve intervala u tolerancijskoj
reprezentaciji grafa. Lijevi kraj intervala I, oznacit ¢emo s L(v), a desni kraj
s R(v). Dakle, neka je I, = [L(v), R(v)] za svaki v € V(G).

Dokaz od (1):
Ako je t, > |I,| za neki vth v € V(G), onda vrijedi zy € E(G) <=
|I, N I,| > t,. Navedeno vrijedi i u slu¢aju kada je t, = oo.

Dokaz od (2) i (3):

Definirajmo sljedec¢e skupove:
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(1) {|L(z) = L(y)| - 2,y € V(G)},
(i) {|R(x) = R(y)| : 2,y € V(G)},
(iii) {|L(z) — R(y)| : z,y € V(G)},
(iv) {tz -z € V(G)},

(V) {ltz = ty| - 2,y € V(G)},

(vi) {ts — [, N 1,| - z,y € V(G)}.

Neka je € najmanji pozitivan broj koji se pojavljuje u uniji skupova (i)-
(vi). Ako su z iy razliciti vrhovi iz V' (G) za koje vrijedi ¢, = t,,, onda uzmimo
jedan od njih. Bez smanjenja opcenitosti, neka to bude x. Zamijenimo ¢, sa
t, = t, — 5 i ostavimo ¢, nepromijenjen. Pokazat ¢emo da se time dobiva
reprezentacija grafa G s jednom tolerancijom koja se ponavlja manje. Ako
je zz € E(G), onda vrijedi |1, N I,| > min{t,,t.} > min{t,,t.}. Ako pak
vrijedi zz ¢ E(G), onda vrijedi |I,NI,| < min{t,,t.} te zbog tako odabranog
€, znamo min{t,,t,} —|I,NI,| > e. Dakle, slijedi |I,NI,| < min{t,,t.} —€ <
min{t,t,}, Sto se i trebalo pokazati. Ako joS postoje dva razli¢ita vrha s
istom tolerancijom, ponovno se izracuna € te se ponovi navedeni postupak
dok sve tolerancije nisu razlicite.

Pretpostavimo sada da dva intervala imaju jednak neki od krajeva. Neka
je S ={L(v),R(v) : v € V(G)} skup svih krajeva intervala u tolerancijskoj
reprezentaciji grafa G. Oznacimo sa s najmanji kraj u S koji se pojavljuje
barem dva puta, odnosno najmanji kraj koji se ponavlja. Neka su x iy
razli¢iti vrhovi u V(G) za koje je s neki od krajeva intervala I, i I,. Ako
postoje x € V(G) tako da je R(xz) = s, uzmimo onaj ¢iji je interval I,, najduzi
i zamijenimo I, s I, = [L(z)+§, R(z) + §]. Ako ne postoji z € V(G) tako da
je R(z) = s, onda zbog nacina na koji smo odabrali z sigurno postoje vrhovi
x € V(G) tako da je L(z) = s. Uzmimo onaj za koji je || najveéa moguca i
zamijenimo I, s I} = [L(x) + ¢, R(z)+ 5]. Vidimo da na ovaj nacin dobivamo
tolerancijsku reprezentaciju grafa G s jednim parom intervala, koji imaju
jednak neki od krajeva manje. Sve tolerancije su ostale razlicite. Ako i dalje

postoji par intervala takav da svi krajevi nisu razli¢iti, potrebno je ponovno
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izracunati € i ponoviti navedeni postupak sve dok krajevi svih intervala nisu

medusobno razli¢iti. O

Napomena 2.3 Transformacija v dokazu Leme 2.3. ne mijenja duljinu in-

tervala.

2.4 Savrseni grafovi

Jedno od bitnih svojstava tolerancijskih grafova je to da su savrSeni grafovi.

Definicija 2.6 Za graf G kaZemo da je savrsen ako je, za svaki inducirani
podgraf H od G, kromatski broj od H jednak broju vrhova u najvecoj kliki u
H. Odnosno, ako vrijedi x(H) = w(H).

Nadalje, L. Lovasz je dokazao da je graf savrsen ako i samo ako je nje-
gov komplement takoder savrSen. Navedeni rezultat je izvorno pretpostavio
C. Berge, a poznat je kao Teorem o savrsenom grafu (The perfect graph
theorem).

Savrsene grafove koristimo zato Sto imaju svojstvo da, za probleme koji
su generalno NP-potpuni, dopustaju algoritme za rjesavanje u polinomnom

vremenu.

Slika 13: Savrsen graf

3 Primjena tolerancijskih grafova

U cilju suzbijanja Sirenja zaraze virusom COVID-19, u ovom su poglavlju

predstavljene razli¢ite primjene tolerancijskih grafova. Svaka od navedenih
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primjena dana je s algoritmom implementiranim u programu SageMath. Al-

goritmi se nalaze u 4. poglavlju, a preuzeti su iz [3].

3.1 Organizacija letova

Nacin na koji se mogu organizirati letovi tijekom COVID-19 pandemije jedan
je od problema u stvarnom zivotu koji se moze modelirati pomoc¢u toleran-

cijskih grafova.

Problem je sljededi:
Zracna luka Z ima pravilo da oni putnici koji koriste domace letove moraju
do¢i na ulazna vrata barem 2 sata prije polaska, a oni putnici koji koriste
medunarodne letove moraju do¢i barem 3 sata prije. Kako bi se smanjila
mogucénost Sirenja zaraze medu putnicima, zrac¢na luka zeli rasporediti letove
a i b na razlicite ulaze ako se vremenski period u kojemu putnici moraju biti
na ulaznim vratima poklapa za vise od 30 minuta za domace letove, a vise od
15 minuta za medunarodne. Dakle, potrebno je nac¢i najmanji moguci broj

razlicitih ulaza koji se mogu koristiti svaki dan u zracnoj luci Z.

Neka s; oznacava vrijeme predvideno za polazak leta j. Ako je let j me-
dunarodan, onda neka je I; = [s; — 3, s;], zbog toga Sto putnici moraju biti 3
sata prije polaska na ulazu. Ako je j domaci let, putnici moraju doéi 2 sata
prije pa piSemo [; = [s; —2, s;]. Nadalje, neka je I = {I1, ..., Iy, Lst1, ..., Loty }
skup intervala za svaki let planiran za odredeni dan s x domacih i y medu-
narodnih letova. Svaki interval predstavlja vrh u grafu G. Svakom vrhu
dodajemo toleranciju t;, i = 1,..,v, (v = z + y), koja ovisi o broju putnika
predvidenih za i—ti let. Ako je |I, N Iy| < min{t., t} za letove a i b, onda
ista ulazna vrata mogu biti koristena. Najmanji broj vratiju koja se moraju
koristiti je jednak kromatskom broju pripadnog tolerancijskog grafa, gdje

svaka boja predstavlja jedna ulazna vrata.

Primjer 3.1 Promotrimo raspored odlaznih letova, medunarodnih i doma-
¢ih, iz zracne luke Venecija Marco Polo, Italija, na dan 17. oZujka 2022.
godine. Oznaka M znaci da je let medunarodan, a D da je let domaci. Uve-

dimo sada tolerancije; Neka je tolerancija za medunarodne letove jednaka 15

16



minuta. Kako je opcenito broj putnika na domacim letovima manji, tole-
rancija ce biti veca pa neka ona iznosi 30 minuta. Dakle, tolerancija nam
oznacava vremenski period u kojemu je dozvoljeno da se putnici za dva raz-
licita leta nalaze na istim vratima za ulazak. Podaci o letovima su prikazani

u tablici 1.

Broj leta ‘ Odrediste ‘ Vrijeme polaska ‘ Medunarodni/domadi

0 Minchen 6:15 M
1 Paris 6:25 M
2 Amsterdam 6:30 M
3 Bruxelles 6:45 M
4 Manchester 7:00 M
5 Madrid 7:15 M
6 Palermo 8:50 D
7 Bari 9:55 D
8 Istanbul 10:20 M
9 Frankfurt 10:40 M
10 Rim 11:10 D
11 Barcelona 13:15 M
12 Berlin 13:30 M
13 Catania 13:40 D
14 Zurich 14:55 M
15 Dubai 15:25 M
16 Naples 17:00 D
17 Catania 17:15 D
18 Lisabon 17:40 M
19 London 18:10 M
20 Vienna 19:15 M
21 Casablanca 19:30 M
22 Dublin 19:45 M
23 Palermo 22:20 M

Tablica 1: Letovi iz Venecije 17.3.22.
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Zelimo nadéi najmanji moguéi broj razli¢itih ulaza koji se moraju koristiti
toga dana uz navedene pretpostavke. Odnosno, problem se svodi na pro-
nalazak kromatskog broja pripadnog tolerancijskog grafa. Drugim rijecima,
kromatski broj je najmanji broj vratiju koja se moraju koristiti pri ¢emu
svaka boja predstavlja jedna ulazna vrata.

Promotrimo intervale nekoliko letova. Za let 0 za Miinchen, ¢iji je polazak
u 6:15 vrijedi da je medunarodan pa ¢e stoga njegov pripadni interval biti
Ip =1[3:15—6:15], a tolerancija ¢e iznositi 00:15. Let 6 za Palermo krece u
8:50 te je domadi pa ¢e njegov interval biti Ig = [6 : 50 — 8 : 50], a tolerancija
00:30. Pitamo se mozemo li koristiti ista ulazna vrata za navedena dva leta.

Pogledajmo presjek njihovih intervala:
IoNIlg=[3:15—=6:15]N[6:50 —8:50] = 0.
Dakle, imamo:
|Io N Is] = 0 < min{ty,ts} = min{00 : 15,00 : 30} = 00 : 15,

Zakljucujemo da letovi 0 i 6 mogu koristiti ista ulazna vrata. Nadalje, za let
5 za Madrid, ¢iji je polazak u 7:15, vrijedi [5 = [4: 15 —7:15] i t5 = 00 : 15.

Provjerimo trebaju li nam nova ulazna vrata za let za Madrid.

IoNIy=[3:15—-6:15]N[4:15—-7:15]=[4:15—6: 15],
Iy N Is| =|[4: 15— 6: 15]] = 02 : 00 > min{to, ts} = 00 : 15,
LNIg=[4:15—7:15]N[6:50 — 8:50] = [6: 50 — 7: 15,
|Is N Ig| =|[6 : 50 — 7 : 15]| = 00 : 25 > min{ts,ts} = 00 : 15.

Dobivamo da su presjeci pripadnih intervala letova 0 i 5 te 5 1 6 veci od
minimuma pripadnih dviju tolerancija pa slijedi da se dobiveno vremensko
preklapanje ne moze "tolerirati". Dakle, za let 5 moramo koristiti razlicita

ulazna vrata od vratiju za letove 0 i 6.
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Slika 14: Tolerancijski graf za raspored letova u primjeru 3.1

Nakon pokretanja programa s danim podacima, dobivamo da najmanji
broj vratiju koja se moraju koristiti jest 7. Kao $to je prikazano na slici 14,
graf je 7-kromatski.

Nadalje, dobivamo sljedece rjesenje:

Vrata 0 koristena su za letove 0, 6, 10, 13, 18, 23;

vrata 1 koristena su za letove 1,7, 11, 16;

vrata 2 koristena su za letove 2, 8,12, 19;

vrata 3 koristena su za letove 3,9, 14, 17;
vrata 4 koristena su za letove 4, 15, 20;
vrata 5 koristena su za letove 5, 21;

vrata 6 koriStena su za let 22.
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3.2 Koristenje ucionica pri nastavi uzivo

Tijekom pandemije moguce je neka predavanja ili sastanke organizirati uzivo,
uz postivanje epidemioloskih mjera. Jedan od glavnih problema koji se po-
javljuje je koristenje ucionica za odrzavanje nastave iz razlicitih kolegija. To
jest, pojavljuje se problem izrade rasporeda tako da se koristi minimalan broj

ucionica za razlicite kolegije, a da se pri tome mjere postuju.

Problem glasi:

Neka zgrada sveucilista ima £k ucionica te neka je v broj kolegija ¢ija bi se pre-
davanja trebala odrzati u jednom danu. Za svaki kolegij je to¢no odredeno
vremensko razdoblje u kojem ¢e se nastava odrzati. Nakon svakog preda-
vanja, dodan je joS jedan sat za ciS¢enje ucionice izmedu dvije upotrebe.
Pod tim uvjetima trazimo minimalan broj razli¢itih ucionica koje se moraju
koristiti svaki dan u zgradi sveucilista.

Neka je I; = [s;,e; + 1], gdje su s; 1 e; vrijeme pocetka i zavrSetka
nastave iz kolegija j predvidene za taj dan, respektivno. Pretpostavimo
da je za ciséenje dodano 60 min (1 h). Nadalje, neka je I = {I1,...,I,}
skup intervala za v kolegija. Svaki interval predstavlja vrh grafa G. Svakom
vrhu dodajemo toleranciju ¢;, ¢ = 1,..,v, gdje tolerancija t; predstavlja broj
studenata koji su upisali kolegij. Ako je |I, N I,| < min{t,,t,}, za kolegije
x 1 y moze se koristiti ista ucionica. Minimalni broj ucionica koje se mora
koristiti jednak je kromatskom broju odgovarajuceg tolerancijskog grafa gdje
svaka boja predstavlja jednu ucionicu. Vazno je istaknuti da se navedeni

pristup moze koristiti i za organizaciju sastanaka i mnogih drugih dogadanja.

3.3 Posjeti u muzej

Dok je pandemija prisutna u nasim zivotima, obilasci muzeja, izlozbe i mnoga
druga slicna dogadanja obi¢no se organiziraju u skladu s propisanim mjerama
i odgovaraju¢im rasporedom. Jedan od glavnih ciljeva epidemiologa je otkri-
vanje kontakata osobe zarazene virusom, a tolerancijski grafovi mogu nam

pomoci da epidemiolozima damo popis moguc¢ih kontakata.

Imamo sljedeéi problem:
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Neka je I; = [s;, e;], gdje su s; i e; vrijeme pocetka i zavrSetka posjeta osobe
(ili grupe ljudi) odredenom muzeju, respektivno. Neka je v broj ljudi (ili
razlicitih grupa ljudi) predvidenih za posjet muzeju i neka je I = {1y, ..., I, }
skup navedenih intervala. Svaki interval predstavlja vrh grafa G. Svakom
vrhu dodajemo toleranciju ¢;, « = 1, .., v, gdje tolerancija t; predstavlja vre-
menski period koji im je epidemiolog definirao kao trajanje kontakta koje bi
moglo dovesti do infekcije. Ako je I, N I,| > min{t,,t,} , za osobe (grupe)
x iy, a osoba (grupa) z je zarazena virusom, tada epidemiolozi mogu pro-
pisati odgovarajuée mjere za osobu (grupu) y. Isti pristup moze se koristiti
za druge slicne dogadaje koji ukljucuju razlicite skupine ljudi koji posjecuju

isto mjesto.

3.4 Trazenje kriticnih dogadaja

Jedan od najvaznijih koraka u sprjecavanju Sirenja virusa jest otkrivanje
dogadaja na kojima postoji moguc¢nost od zaraze velikog broja ljudi. Zbog
toga ih nazivamo kriticnima. Postoje dvije moguénosti; jedna je da se oni u

potpunosti zabrane, a druga je da se ograni¢i broj sudionika tog dogadaja.

Model navedenog problema je sljededi:
Neka je G graf ¢iji skup vrhova odgovara skupu intervala I = {1y, ..., [, }.
Svaki je vrh predstavljen intervalom I; = [s;,e;], pri ¢emu s; predstavlja
inicijalno vrijeme kada je osoba j zaraZena, a e; predstavlja vrijeme prestanka
zaraze. Svakom vrhu dodana je tolerancija t;, ¢ = 1, ..., v odredena od strane
epidemiologa. Ako vrijedi da je |I,N 1| > min{t,,t,} za osobe a i b, onda su
vrhovi koji odgovaraju tim osobama susjedni. U navedenom grafu tolerancije
trazimo neprosirive klike ili maksimalne klike. Promatrajuc¢i dobivene klike,
epidemiolozi mogu ispitati jesu li odgovarajuéi ljudi bili prisutni na nekom
dogadaju. Ako pronadu takav dogadaj koji odgovara velikoj kliki, odnosno
veliki broj zarazenih osoba koja su povezane, mogu ga obiljeziti kriti¢nim.
Tada, potrebne mjere se mogu uvesti i tako smanjiti Sirenje zaraze na takvom

i slicnim dogadajima.
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4 Algoritmi

U ovom poglavlju navedeni su algoritmi implementirani u programu Sage-
Math koji su koristeni u svrhu pronalaska rjesenja problema iz prethodnog

poglavlja. Algoritmi su preuzeti iz literature [3].

4.1 Algoritam za organizaciju letova

ULAZ: uredena trojka (s;,e;,t;) gdje (s;,e;) predstavlja segment (odnosno
vrh grafa) na realnoj osi, a t; pripadnu toleranciju.

[Z1LAZ: podaci o broju vrhova grafa i pravilno bojenje vrhova

int_tol = [(s_j.e_j,t_j) zaju [1,...,V]]

def schedule_flights(int_tol):
g = graphs.ToleranceGraph(int__tol)
from sage.graphs.graph_coloring import chromatic_number
cronum = chromatic_number(g)
from sage.graphs.graph_coloring import all_graph_colorings
GraphColoring = all_graph__colorings(g,cronum)

return [g, cronum, next(GraphColoring)]

U primjeru opisanom u potoglavlju 3.1. imamo sljedeé¢e podatke:

int_tol = [(3.15,6.15,0.15), (3.25,6.25,0.15), (3.30,6.30,0.15), (3.45,6.45,0.15),
(4.00,7.00,0.15), (4.15,7.15,0.15), (6.50,8.50,0.3), (7.55, 9.55, 0.3), (7.20,10.20,0.15),
(7.40,10.40,0.15), (9.10,11.10,0.3), (10.15,13.15,0.15), (10.30,13.30,0.15),
(11.40,13.40,0.3), (11.55,14.55,0.15), (12.25,15.25,0.15), (15.00, 17.00,0.3),
(15.15,17.15,0.3), (14.40,17.40, 0.15), (15.10, 18.10,0.15), (16.15, 19.15, 0.15),
(16.30,19.30,0.3), (16.45, 19.45,0.15), (20.20,22.20, 0.3)]

Nakon pokretanja programa dobivamo:

[Graph on 24 vertices,
71
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{0: [0, 6, 10, 13, 18, 23],
1: [1, 7, 11, 16],

2:[2, 8, 12, 19],

3:[3, 9, 14, 17],
4: 4, 15, 20],
5: [5, 21],
6: [22]}]

4.2 Algoritam za koristenje ucionica u nastavi uzivo

ULAZ: uredena trojka (s;,e; + 1,t;) gdje (s;,¢e;) predstavlja segment (od-
nosno vrh grafa) na realnoj osi, a ¢; pripadnu toleranciju.

[ZLLAZ: podaci o broju vrhova grafa i pravilno bojenje vrhova

int_tol = [(s_j.e_j+1,t_j)zaju[l,..V]]

def classroom(int_tol):
g = graphs.ToleranceGraph(int_tol)
from sage.graphs.graph_coloring import chromatic_number
cronum = chromatic_number(g)
from sage.graphs.graph_coloring import all_graph_colorings
GraphColoring = all_graph__colorings(g,cronum)

return [g, cronum, next(GraphColoring)]

4.3 Algoritam za raspored posjeta u muzej

ULAZ: uredena trojka (sj,e; + 1,t;) gdje (s;,e;) predstavlja segment (od-
nosno vrh grafa) na realnoj osi, a ¢; pripadnu toleranciju.

[Z1LAZ: popis susjednih vrhova

int_tol = [(s_j.e_j,t_j) zaju [1,...,V]]

def museum_vis(int_tol):
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g = graphs.ToleranceGraph(int_tol)
ver = g.vertices()
neigh = [g.neighbors(v) for v in range(len(ver))]

return neigh

4.4 Algoritam za trazenje kriticnih dogadaja

ULAZ: uredena trojka (s;, e;,t;) gdje (s;, e;) predstavlja segment (odnosno
vrh grafa) na realnoj osi, a t; pripadnu toleranciju.
IZLAZ: ureden par (num_c,maz_c) gdje je num_c broj vrhova najvece

klike, a max__c najveca klika u pripadnom grafu.

int_tol = [(s_j.e_j,t_j) zaju [1,...,V]]

def critical_events(int_tol):
g = graphs.ToleranceGraph(int_tol)
max_c = g.cliques_maximum()
num_c = g.clique_number()

return [num_c,max_c]

5 Grafovi sli¢nosti

5.1 Uvod u grafove sli¢nosti

U pracenju i predvidanju Sirenja pandemije vrlo je vazna umjetna inteli-
gencija koja koristi razlicite skupove podataka. Primjerice, rendgenske slike
prsnog kosa ili vremenski niz podataka. Primjenom klasifikacijskih tehnika
na rendgenske slike prsnog kosa dobivaju se dobri rezultati u otkrivanju je
li osoba preboljela zarazu Covidom-19. Klasifikacijske tehnike se koriste za
klasifikaciju slika u unaprijed definirani skup klasa, koji se takoder nazivaju
izlazni slojevi u neuronskim mrezama. S druge strane, tehnike grupiranja

(eng. clustering) se koriste za podjelu podatka u skupine tako da se u istoj
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skupini nalaze podaci koji dijele slicna svojstva prema kojima ih razvrsta-
vamo. Primjerice, moguce je grupirati zemlje prema slicnom Sirenju zaraze
Covidom-19.

Mnoge primjene grafova nastale su zahvaljujuéi analitici grafova, nedav-
nom podrucju istrazivanja. Analitika grafova povezuje matematicku defini-
ciju grafa s njegovom primjenom u racunalnoj znanosti, gdje se na graf gleda
kao na slozenu podatkovnu strukturu. Jedna od vaznije analitike grafova je
otkrivanje zajednica - inteligentno i nenadzirano grupiranje skupa podataka
modeliranih grafovima koristenjem njihove sli¢nosti. Dakle, iz toga proiz-
lazi motivacija za uvodenje i koristenje grafova slicnosti. Vazan algoritam za

otkrivanje zajednica je spektralno grupiranje.

5.2 Grafovi sli¢nosti

Jedan od nacina na koji se podaci mogu predstaviti, odnosno modelirati je

pomocu grafa sli¢nosti.

Definicija 5.1 Neka je dan skup podatkovnih tocaka x4, ..., x, i nenegativnih
slicnosti s;; izmedu svakog para tocaka x; i x;. Nekaje G = (V(G), E(G),¥(G))
graf sa skupom vrhova V. = {vy,...,v,} gdje svaki vrh v; predstavlja podat-
kovnu tocku ;. Dva su vrha v; i v; povezana ako je slicnost s;; izmedu od-
govarajucih podatkovnih tocaka x; i x; pozitivna ili veca od odredenog praga,
a tezina tog brida iznosi s;;. Takav graf G' nazivamo grafom slicnosti te

je on neusmgjeren tezinski graf.

Intuitivno, cilj grupiranja je podatkovne tocke podijeliti u nekoliko sku-
pina tako da tocke u istoj skupini dijele slicna svojstva, a da se one koje su
u razli¢itim skupinama razlikuju. S obzirom na to da su tezine bridova u
grafu zapravo slicnosti izmedu odgovarajuc¢ih krajnjih tocaka, grupiranje u
kontekstu grafa slicnosti je sljedec¢e: treba pronaci particiju grafa tako da
bridovi izmedu razli¢itih skupina imaju vrlo male tezine, a bridovi unutar

iste skupine imaju velike tezine.
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5.3 Vrste grafova slicnosti

Postoji nekoliko nacina za konstrukciju grafa sli¢nosti, odnosno transforma-
ciju skupa podatkovnih tocaka s danom sli¢nosc¢u ili udaljenoséu izmedu sva-
kog para. Cilj je modelirati susjedne odnose izmedu tocaka. Razlikujemo

sljedece vrste grafova sli¢nosti:

» Graf e- susjedstva: Dvije su tocke povezane (pa time i odgovarajuci
vrhovi) ako je udaljenost izmedu njih manja od e. Graf e susjedstva

nije tezinski.

o Graf k-najbliZih susjeda: Vrhovi v; i v; ¢e biti susjedni ako je v;

medu k-najblizih susjeda od v; ili v; medu k-najblizih susjeda od v;.

Postoji jos jedna vrsta grafa k-najblizih susjeda, a to je da su vrhovi
v; 1 v; susjedni ako je istovremeno v; medu k-najblizih susjeda od v; i
v; medu k-najblizih susjeda od v;. Time se dobiva graf medusobnih

k-najblizih susjeda.

U oba slucaja, nakon povezivanja odgovarajué¢ih vrhova bridom, uvo-

dimo tezine bridova ovisno o sli¢nosti izmedu njihovi krajeva.

« Potpuno povezani graf: Dva su vrha v; i v; susjedna ako je sli¢nost
s;; izmedu njih pozitivna ili ve¢a od nekog odredenog praga, a svakom

bridu dodana je tezina s;;.

Prije nego se krene s konstrukcijom grafa sli¢nosti, potrebno je definirati
funkciju sli¢nosti na podacima. Buduc¢i da ¢e se konstruirati graf susjedstva,
lokalna susjedstva inducirana ovom funkcijom sli¢nosti moraju imati smisla.
Dakle, moramo biti sigurni da su tocke koje funkcija slicnosti smatra "vrlo
slicnim" takoder blisko povezane u skupu podataka iz kojih dolaze. U uobi-
cajenom slucaju kada podatkovne tocke zive u euklidskom prostoru, dobar
izbor za funkciju slicnosti je Gaussova funkcija slicnosti

_Mei—ayl1?
s(x;,xj) =e 22
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gdje parametar ¢ kontrolira Sirinu susjedstva. Ovaj parametar igra slicnu
ulogu kao parametar € u slucaju grafa e-susjedstva.

Svi navedeni grafovi redovito se koriste u spektralnom grupiranju.

6 Spektralno grupiranje

Spektralno grupiranje je kompatibilno s podacima koji su modelirani grafo-
vima te je jedno od glavnih tehnika grupiranja grafova. Sastoji se od izracu-
navanja Laplaceove matrice ulaznog grafa pomocu njegove matrice stupnjeva
i tezinske matrice susjedstva, ili matrice susjedstva ako bridovima nisu do-
dane tezine, primjerice kod grafa e-susjedstva. Zatim se svojstvene vrijednosti
i svojstveni vektori dobivaju iz Laplaceove matrice. Konacno, grupiranjem
algoritmom k-srednjih vrijednosti dobivaju se izlazne skupine.

Postoji vise vrsta spektralnog grupiranja, obzirom na odabir tipa Lapla-

ceove matrice.

6.1 Laplaceove matrice

Definicija 6.1 Neka je zadan graf slicnosti G sa skupom vrhova V- = {vy, ..., v,}
te njegova matrica stupnjeva D = [d;;] i teZinska matrica susjedstva W =
[wi;], 1,7 € {1,...,n}. Ne-normalizirana Laplaceova matrica grafa
definira se kao

L=D-W.

Svojstva navedene matrice daje sljedeca propozicija, a njezin se dokaz

moze pronadi u [5].

Propozicija 6.1 Ne-normalizirana Laplaceova matrica L redan n zadovo-

ljava sljedeca svojstva:
1. Za svaki vektor f = (fi,..., fn) € R™ vrijedi

FTLf= 3 > wylfi— 1)

,j=1
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2. L je simetricna (L = LT) i pozitivno semi-definitna (x* Lz > 0,Vx €
R")

3. Najmanja svojstvena vrijednost od L je 0, a odgovarajuci svojstveni

vektor je konstantni jedinicni vektor.
4. L ima n nenegativnih, realnih svojstvenih vrijednosti 0 = Ay < Ay <

S

Nadalje, razlikujemo dvije vrste normalizirane Laplaceove matrice.

Definicija 6.2 Neka je zadan graf slicnosti G te njegova matrica stupnjeva
D, teZinska matrica susjedstva W i ne-normalizirana Laplaceova matrica L.
Simetricna normalizirana simetricna Laplaceova matrica grafa
definira se kao

Lym=DZLD? = —-D3WD7.

Normalizirana Laplaceova matrica grafa definira se kao
Lyorm =D 'L =1—D"'W.

U sljedecoj propoziciji navedena su neka njihova svojstva. Dokaz propo-

zicije moze se pronadi u [5].

Propozicija 6.2 Normalizirane Laplaceove matrice Lyorm @ Loym zadovolja-

vaju sljedeca svojstva:

1. Za svaki f = (f1, ..., fn) € R™ vrijedi

2
, 1 & i j
gl )
1,j= v J

pri cemu je d; element matrice stupnjeva D na pozicifi (i,1).

2. X je svojstvena vrijednost od Lyomm pridruZena svojstvenom vektoru u
ako i samo ako je A svojstvena vrijednost od Ly, pridruZena svojstve-

1
nom vektoru w = Dz2u.
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3. A je svojstvena vrijednost od Lyomm pridruZena svojstvenom vektoru u

ako i samo ako X\ i u zadovoljavaju jednadzbu Lu = \Du.

4. 0 je svojstvena vrijednost od Loy S pridruZenim svojstvenim wvekto-
rom 1. 0 je svojstvena vrijednost od Ly, s pridruZenim svojstvenim

vektorom Dz1.

5. Lsym @ Lyorm su pozitivno semi-definitne i imaju n ne-negativnih realnih

svojsvenih vrijednosti 0 = Ay < ... < \,.

6.2 Algoritam k-srednjih vrijednosti

Jedan od koraka u spektralnom grupiranju je algoritam k-srednjih vrijed-
nosti. Cilj ovog algoritma je podijeliti n podataka u k skupina, tako da se
svaki podatak pridruzi najblizem tezistu skupine. Svaka je skupina pred-
stavljena svojim tezistem. Pretpostavlja se da je broj skupina, k, unaprijed
poznat. Medutim, moguce je deducirati kK metodom pokusaja i pogreske. Al-
goritam k-srednjih vrijednosti je iterativan, pocinje s proizvoljnim rjesenjem,
tj. odabirom k tocaka te se u svakom sljede¢em koraku pokusava pronaci
bolje rjesenje, dok god se bolje rjesenje vise ne moze nadi ili dok se ne do-
segne maksimalan broj iteracija. Srce algoritma je petlja u kojoj razmatramo

svaku tocku i dodjeljujemo ju skupini ¢ijemu je tezistu najbliza.
Koraci algoritma:

1. Odabrati k& pocetnih tocaka ti,...,%;, za koje je vjerojatno da c¢e biti
unutar razli¢itih skupina. Neka te tocke c¢ine teziste svoje skupine,

S1, ..., Sk respektivno.

2. Za svaku preostalu tocku pronaci teziste koje joj je najblize i dodati
ju skupini Cijem je tezistu najbliza. Odnosno tocku z;, ¢« = 1,...,k

dodijeliti skupini .S; ako i samo ako

Nz, — ] <z =t 7=1,....k, j#L
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3. Izracunati nova tezista tj, ..., ¢, tako da

* EmES'xi .
t] = TJ,] = 1,...7]{3,
J

pri cemu je n; broj tocaka u skupini S;.

4. Zaustaviti algoritam ako se tezista skupina vise ne mijenjaju kroz ite-

racije ili je dosegnut maksimalan broj iteracija. U suprotnom, postaviti

ty =17, j=1,...,k i vratiti se na korak 2.

6.3 Vrste spektralnog grupiranja

Pretpostavimo da imamo n podatkovnih tocaka x1,...,x,. Sli¢nost izmedu

svakog para tocaka s;; = s(x;,z;) mjeri se nekom funkcijom sli¢nosti koja

je simetri¢na i nenegativna, a odgovaraju¢a matrica slicnosti oznacava se sa

S = [si], 4,5 = 1,...,n. Ovisno o tome koja se Laplaceova matrica koristi,

razlikujemo tri tipa spektralnog grupiranja:

i) Ne-normalizirano spektralno grupiranje; Neka je dana matrica sli¢nosti

S € R™™ broj skupina k koje treba konstruirati. Koraci su sljededi:

1.
2.

Konstruirati graf slicnosti i naé¢i tezinsku matricu W.
Izracunati ne-normaliziranu Laplaceovu matricu L.

[zracunati svojstvene vrijednosti od L i k£ najmanjih oznaciti s

Uty oeey U
Neka je U € R™** matrica ¢iji su stupci vektori uy, ..., uy.

Za svaki i = 1,...,n neka je y; € R¥ vektor koji odgovara i—tom
retku od U.
Grupirati tocke y;, ¢ = 1,...,n algoritmom k-srednjih vrijednosti

u skupine C1, ..., C}.

Na kraju, konstruirati skupine A, ..., A takve da A; = {j|y; € Ci}.
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ii) Shi-Malik normalizirano spektralno grupiranje; Neka je dana matrica

sliécnosti S € R™ ™ broj skupina k koje treba konstruirati. Koraci su

sljededi:

1.
2.

Konstruirati graf slicnosti i naé¢i tezinsku matricu W.
Izracunati normaliziranu Laplaceovu matricu L,,ppp,.

[zracunati svojstvene vrijednosti od L,,mu = ADu i k najmanjih

oznaditi s uq, ..., ug.
Neka je U € R™* matrica ¢ji su stupci vektori uy, ..., uy.

Za svaki i = 1,...,n neka je y; € R* vektor koji odgovara i—tom
retku od U.
Grupirati tocke y;, ¢ = 1,...,n algoritmom k-srednjih vrijednosti

u skupine C1, ..., C.

Na kraju, konstruirati skupine Ay, ..., A takve da A; = {j|y; € C;}.

iii) Ng, Jordan, Weiss normalizirano spektralno grupiranje; Neka je dana

matrica slicnosti S € R™ ", broj skupina k koje treba konstruirati.

Koraci su sljedeci:

1.
2.

Konstruirati graf slicnosti i naé¢i tezinsku matricu W.
Izracunati normaliziranu Laplaceovu matricu Ly,.

Izracunati svojstvene vrijednosti od Ly, i k najmanjih oznaciti s

Uty oeey U

Neka je T € R™* matrica dobivena iz U normalizacijom redaka,

Ujj
Qk u?k)%
Za svaki i = 1,...,n neka je y; € R* vektor koji odgovara i—tom
retku od T'.

Grupirati tocke y;, ¢ = 1,...,n algoritmom k-srednjih vrijednosti

u skupine C1, ..., Cy.

Na kraju, konstruirati skupine Ay, ..., A takve da A; = {j|y; € C;}.
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Sva tri navedena algoritma za spektralno grupiranje izgledaju prilicno sli¢no,
osim c¢injenice da koriste tri razlicite Laplaceove matrice. U svakom je glavni
trik promijeniti reprezentaciju podatkovnih to¢aka z; u tocke y; € R*. Ova
promjena poboljsava grupiranje podataka, tako da se skupine mogu trivijalno
otkriti. Konkretno, algoritam k-srednjih vrijednosti bez poteskoca otkriva

skupine toc¢aka nove reprezentacije.

7 Primjena temeljena na grafovima slicnosti

U ovom poglavlju, predstavit ¢e se metodologija temeljena na grafovima za
prac¢enje pandemije, koriste¢i vremenski niz podataka i spektralno grupiranje
kao algoritam za otkrivanje zajednice s obzirom na sli¢nost izmedu podataka
modeliranim grafovima. Odnosno, metodologiju ucenja bez nadzora inte-
ligentnog grupiranja drzava prema slicnom sirenju Covida-19, uzimajuéi u
obzir skup ¢imbenika kao $to su stanovnistvo i drugi ¢imbenici koji utjecu
na ponasanje pandemije.

Metodologija kreée od obrade podataka gdje se opisuje nacin na koji su
podaci formatirani i skalirani. Nakon toga se podaci modeliraju pomocu
grafa slicnosti. Treée, na dobiveni graf primjenjuje se spektralno grupiranje
kako bi se izdvojile zajednice. Na kraju, grupirani podaci mogu se vizualizi-
rati pomoc¢u programa R Studio koji sadrzi pakete prilagodene za podatke

modelirane grafovima, kao na primjer paket igraph, Neodj i Gephi.

7.1 Obrada podataka

Podaci na koje je navedena primjena fokusirana su vremenski nizovi podataka
o broju oboljelih, umrlih i oporavljenih od zaraze Covid-19 u svakoj drzavi,
broju napravljenih testova u svakom danu za svaku drzavu, broju stanovnika
u svakoj drzavi i sli¢no.

Vazno je imati odgovarajuce ulazne podatke kako bi se dobili dobri izlazni
podaci, zbog toga Sto je s losim ulaznim podacima tesko dobiti ispravne
izlazne, unato¢ tome koliko je model dobar.

Podaci se formatiraju tako da odgovaraju ulazu modela. Vazno je rijesiti
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se suvisnih podataka kako bi model bio brzi, a to se moze postic¢i objektno-
orijentiranom reprezentacijom u kojoj se svaka drzava spominje kao pojedi-
nacni primjer s razlicitim vektorima znacajki koji predstavljaju vremenski
niz podataka.

Znacajke se mogu skalirati tako da se normaliziraju srednje vrijednosti
kako bi raspon vrijednosti bio blizu raspona [-1, 1]. Proces normalizacije
pomaze znacajkama da imaju slicne tezine, a potom i slican utjecaj na ko-
nvergenciju modela. Kako bi utjecaj nekih znacajki bio jaci od drugih, moze
se dodati pozitivan koeficijent. Primjerice, bilo bi dobro da je utjecaj broja
oboljelih, oporavljenih i umrlih ja¢i u usporedbi s utjecajem drzave. Norma-

lizacija srednje vrijednosti se definira kao:

, vy —mean(V)

- max(V) — min(V)’

gdje je:
v; i-ta vrijednost vektora znacajki v,
v, normalizirana vrijednost od v;,
V' skup vrijednosti vektora znacajki v,

max(V), min(V'), mean(V') su maksimalna, minimalna i srednja vri-

jednost znacajki, respektivno.

7.2 Konstrukcija grafa slicnosti

Nakon obrade, koriste¢i kona¢nu verziju podataka moze se dobiti graf slic-
nosti. U ovom slucaju, vrhovi predstavljaju drzave pa se racuna sli¢nost
izmedu svake dvije drzave. Kao mjera sli¢nosti, koristi se Gaussova jezgra

sliénosti koja se racuna na sljede¢i nacin:

pri ¢emu je:
d;; Euklidska udaljenost izmedu drzava i i 7,
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o? veli¢ina susjedstva koriStena kao parametar za skaliranje.

Dakle, graf slicnosti je graf G = (V(G), E(G)), gdje je V(G) skup vrhova
i svaka drzava je prikazana vrhom, F(G) je skup bridova, a tezine bridova

su vrijednosti sli¢nosti izmedu znacajki dvije drzave.

7.3 Spektralno grupiranje

Bilo koji od tri navedena algoritma za spektralno grupiranje se moze koristiti,
a izbor ovisi o tome koji je algoritam najkompatibilniji s podacima te najjed-
nostavniji za implementirati. Prije odabira, dobro je pogledati distribuciju
stupnjeva grafa slicnosti. Ako veéina vrhova ima priblizno isti stupanj, tada
su sve Laplaceove matrice vrlo slicne jedna drugoj pa sva tri algoritma rade
jednako dobro. Medutim, ako je razlika u stupnjevima velika, Laplaceove
matrice se znatno razlikuju. Dodatno objasnjenje o tome koju matricu pa

time i koji algoritam koristiti nalazi se u [5]
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Zakljucak

U ovom su radu objasnjeni grafovi presjeka, intervalni grafovi te posebice
tolerancijski grafovi, njihova povijest nastajanja i svojstva. Predstavljene su
primjene tolerancijskih grafova u borbi protiv Sirenja zaraze virusa Covid-19.
Navedene primjene svode se na pronalazak kromatskog broja pripadnog grafa
te najvecih i maksimalnih klika u grafu. Vaznost tolerancijskih grafova jest da
se problemi, koji su inace NP-potpuni, mogu rijesiti u polinomnom vremenu.
Nadalje, uvedeni su grafovi sli¢nosti, njihove vrste i konstrukcija. Iznesena
je metodologija temeljena na grafovima sli¢nosti koja koristi spektralno gru-
piranje, a sluzi za pracenje Sirenja pandemije. Navedena metodologija jos je
predmet proucavanja, kao i podrucje analitike grafova, no od velike je koristi,

kako u pracenju i predvidanju dinamike pandemije, tako i Sire.
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