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Saºetak

Tema ovog diplomskog rada su djelovanja grupa na stablima. De�nirat ¢emo
Fareyev graf i Fareyev kompleks pomo¢u kojih ¢emo uvesti Fareyevo stablo.
Navest ¢emo primjere djelovanja grupa na Fareyev graf i Fareyevo stablo.
De�nirat ¢emo slobodno djelovanje grupe na stablo i dokazati teorem koji
kaºe da je grupa G izomorfna nekoj slobodnoj grupi ako ona djeluje slobodno
na neko stablo T . Konstruirat ¢emo beskona£no mnogo grupa koje djeluju
slobodno na Fareyevo stablo.
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Uvod

Cilj rada je konstruirati Fareyevo stablo, pokazati kako specijalna linearna
grupa djeluje na Fareyevo stablo i dokazati teorem koji pokazuje vezu izme�u
slobodnog djelovanja grupe na stablo i slobodne grupe. U prvom poglavlju
¢emo de�nirati grafove i pokazati osnovna svojstva grafova koja ¢e nam biti
potrebna, te ¢emo uvesti djelovanja grupa na skup i na graf. U drugom
poglavlju ¢emo konstruirati Fareyev graf, te navesti primjer djelovanja grupe
na Fareyev graf. Zatim ¢emo de�nirati Fareyev kompleks pomo¢u kojega
¢emo uvesti Fareyevo stablo i navesti primjer djelovanja grupe na Fareyevo
stablo. Na kraju drugog poglavlja ¢emo pokazati vezu izme�u Fareyevog
grafa i Fareyevog niza. U tre¢em poglavlju ¢emo dokazati teorem koji kaºe
da je grupa G izomorfna nekoj slobodnoj grupi ako ona djeluje slobodno na
neko stablo T . Prije nego ²to dokaºemo taj teorem, uvest ¢emo pojmove
metrike najkra¢eg puta, podgrupe generirane podskupom i slobodne grupe.
Na kraju ¢emo pokazati vezu izme�u slobodnog djelovanja grupe i Fareyevog
stabla. Naime, navest ¢emo beskona£no mnogo podgrupa specijalne linearne
grupe koje djeluju slobodno na Fareyevo stablo.
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1. Osnovni pojmovi

1.1. Grafovi

U ovom potpoglavlju navodimo osnovne pojmove vezane uz grafove koji ¢e
nam trebati [3].

De�nicija 1.1.1 Graf G je ure�ena trojka G = (V(G),E(G), ψG), gdje je
V(G) neprazan skup £ije elemente zovemo vrhovi grafa G, E(G) skup di-
sjunktan s V(G) £ije elemente zovemo bridovi grafa G i ψG funkcija in-
cidencije koja svakom bridu grafa G pridruºuje ne ure�eni par (ne nuºno
razli£itih) vrhova grafa G.

De�nicija 1.1.2 Vrhovi u i v grafa G su susjedni ako postoji brid e grafa
G takav da je ψG(e) = (u, v). Kaºemo da su u i v krajevi brida e.

De�nicija 1.1.3 Graf H je podgraf grafa G ako je V(H) ⊆ V(G), E(H) ⊆
E(G) i ψH je restrikcija od ψG na E(H).

De�nicija 1.1.4 �etnja W u grafu G od vrha v0 do vrha vn je niz vrhova

(v0, v1, . . . , vn)

takav da su vrhovi vi−1 i vi susjedni, za sve i = 1, . . . , n. Duljina ²etnje je
broj n. Ako je vi ≠ vj, za sve i ≠ j, onda ²etnju zovemo put. �etnja duljine 0,
koja se sastoji od samo jednog vrha i nema bridova, zove se konstantni put.
Inverzni put puta P ∶ (v0, v1, . . . , vn−1, vn) je put P ′ ∶ (vn, vn−1, . . . , v1, v0).
Za proizvoljne puteve P1 ∶ (u0, . . . , un) i P2 ∶ (v0, . . . , vn) grafa G, put
P12 ∶ (u0, . . . , un, v0, . . . , vn) zove su konkatenacija puteva P1 i P2. Put
u grafu G od vrha u do vrha v kra¢e zovemo (u, v)-put u G. Ciklus je ²etnja
pozitivne duljine u kojoj su svi vrhovi me�usobno razli£iti osim po£etnog i
krajnjeg.

De�nicija 1.1.5 Vrhovi u i v grafa G su povezani ako postoji (u, v)-put u
G.
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Lema 1.1.6 Relacija ∼ de�nirana na skupu vrhova V(G) grafa G s

u ∼ v⇔ ∃(u, v) − put u G,

je relacija ekvivalencije na V(G).

De�nicija 1.1.7 Klase ekvivalencije s obzirom na relaciju ∼ iz leme 1.1.6
zovemo komponente povezanosti grafa G. Graf G je povezan ako ima
to£no jednu komponentu povezanosti.

De�nicija 1.1.8 Povezan graf bez ciklusa zove se stablo.

Korisna ¢e nam biti sljede¢a karakterizacija stabla.

Lema 1.1.9 Graf T je stablo ako i samo ako su svaka dva vrha grafa T
povezana jedinstvenim putem.

1.2. Djelovanje grupe

Sada navodimo osnovne de�nicije i rezultate vezane za djelovanja grupa [1].

De�nicija 1.2.1 Grupa G djeluje na skup Ω ako postoji preslikavanje
. ∶ G ×Ω→ Ω, u oznaci .(g,ω) = g.ω, ∀g ∈ G, ∀ω ∈ Ω, takvo da vrijedi:

(1) e.ω = ω, ∀ω ∈ Ω, gdje je e ∈ G neutralni element grupe G,

(2) g1.(g2.ω) = (g1g2).ω, ∀ω ∈ Ω, ∀g1, g2 ∈ G.
Preslikavanje . ∶ G ×Ω → Ω koje zadovoljava svojstva (1) i (2) zovemo dje-
lovanje grupe G na skup Ω.

De�nicija 1.2.2 Neka grupa G djeluje na skup Ω i neka je ω ∈ Ω proizvoljan.
Skup

G.ω = {g.ω∣g ∈ G}
zove se orbita elementa ω s obzirom na djelovanje . grupe G na skup Ω. Za
podskup S ⊆ Ω i proizvoljan g ∈ G, de�niramo skup

g.S = {g.s∣s ∈ S}

i kra¢e ozna£avamo s gS = g.S.

Navedimo sada jedan primjer djelovanja grupe na skup.
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Primjer 1.2.3 Neka je zadana grupa SL(2,Z) (specijalna linearna grupa
reda 2 nad Z, odnosno grupa svih matrica iz M2(Z) s determinantom jedna-
kom 1, i operacijom mnoºenja matrica) i skup Z2. De�nirajmo preslikavanje
. ∶ SL(2,Z) ×Z2 → Z2 s

[a b
c d
] .(x, y) = (ax + by, cx + dy),

odnosno

[a b
c d
] .(x, y) = [a b

c d
] ⋅ [x

y
] ,

(gdje vektor [x
y
] zamjenjuje to£ku (x, y)), za sve [a b

c d
] ∈ SL(2,Z) i sve

(x, y) ∈ Z2. Tvdimo da je ovako de�nirano preslikavanje djelovanje grupe.
Naime, preslikavanje . je dobro de�nirano, jer je (ax + by, cx + dy) ∈ Z2, za

sve [a b
c d
] ∈ SL(2,Z) i sve (x, y) ∈ Z2. Pokaºimo sada da preslikavanje .

zadovoljava svojstva djelovanja grupe. Za neutralni element I ∈ SL(2,Z) je

I.(x, y) = [1 0
0 1
] .(x, y) = (x + 0,0 + y) = (x, y), ∀(x, y) ∈ Z2.

Za proizvoljne A = [a1 a2
a3 a4

] ,B = [b1 b2
b3 b4

] ∈ SL(2,Z) je

A.(B.(x, y)) = A.([b1 b2
b3 b4

] .(x, y)) = [a1 a2
a3 a4

] .(b1x + b2y, b3x + b4y) =

= (a1b1x + a1b2y + a2b3x + a2b4y, a3b1x + a3b2y + a4b3x + a4b4y).

Obratno, imamo

(AB).(x, y) = ([a1 a2
a3 a4

] ⋅ [b1 b2
b3 b4

]).(x, y) =

= [a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4
a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

] .(x, y) =

= (a1b1x + a1b2y + a2b3x + a2b4y, a3b1x + a3b2y + a4b3x + a4b4y).

Dakle, preslikavanje . je djelovanje grupe, odnosno grupa SL(2,Z) djeluje na
skup Z2.

De�nicija 1.2.4 Grupa G djeluje na graf G ako postoji djelovanje
. ∶ G × V(G) → V(G) koje £uva susjednost vrhova grafa G, odnosno za koje
vrijedi:
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(∗) u, v ∈ V(G) su susjedni u G⇔ g.u, g.v ∈ V(G) su susjedni u G, ∀g ∈ G.

Preslikavanje . ∶ G × V(G) → V(G) koje je djelovanje grupe G na skup V(G)
i za koje vrijedi svojstvo (∗), zovemo djelovanje grupe G na graf G.

Ako grupa G djeluje na graf G, onda grupa G djeluje i na skup bridova E(G)
grafa G (djelovanje grupe G na V(G) i na E(G) ¢emo oboje ozna£avati s .).
Naime, de�nirajmo preslikavanje . ∶ G × E(G)→ E(G) s

g.(u, v) = (g.u, g.v),

za sve g ∈ G i sve (u, v) ∈ E(G). Tvrdimo da je ovako de�nirano preslikavanje
djelovanje grupe G na skup E(G). Pokaºimo prvo da je preslikavanje . dobro
de�nirano. Za proizvoljan brid (u, v) grafa G vrijedi da je

g.(u, v) = (g.u, g.v)

brid grafa G, za sve g ∈ G, jer kako su u i v susjedni vrhovi i grupa G djeluje
na graf G, slijedi da su i vrhovi g.u i g.v susjedni. Pokaºimo sada da su
zadovoljena svojstva djelovanja. Za neutralni element e ∈ G je

e.(u, v) = (e.u, e.v) = (u, v), ∀(u, v) ∈ E(G).

Za proizvoljan (u, v) ∈ E(G) je

g1.(g2.(u, v)) = g1.(g2.u, g2.v) =
= (g1.(g2.u), g1.(g2.v)) =
= ((g1g2).u, (g1g2).v)) =
= (g1g2).(u, v),

za sve g1, g2 ∈ G, jer je g1g2 ∈ G. Dakle, G djeluje na E(G).

Neka grupa G djeluje na graf G i neka su H i H′ dva podgrafa grafa G. Za
neki g ∈ G, s gH ozna£avamo podgraf grafa G £iji je skup vrhova gV(H) i skup
bridova gE(H). Ako za neki g′ ∈ G vrijedi g′V(H) = V(H′) i g′E(H) = E(H′),
onda ¢emo to kra¢e ozna£avati s gH = H′ .

De�nicija 1.2.5 Neka grupa G djeluje na graf G i neka je e ∈ G neutralni
element grupe G. Djelovanje . grupe G na graf G je slobodno ako vrijedi:

(1) g.v ≠ v, ∀g ∈ G/{e},∀v ∈ V(G),
(2) g.(u, v) ≠ (v, u), ∀g ∈ G/{e}, ∀(u, v) ∈ E(G).
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Kaºemo da grupa G djeluje slobodno na graf G ako postoji slobodno djelo-
vanje grupe G na graf G.

Primjer djelovanja grupe na graf ¢emo dati u idu¢em poglavlju. Navedimo
jo² Bezoutovu lemu, koja ¢e nam biti potrebna [4].

Lema 1.2.6 Neka su a, b ∈ Z takvi da je (a, b) ≠ (0,0). Tada postoje x, y ∈ Z
takvi da je

ax + by = gcd(a, b),
gdje je gcd(a, b) najve¢a zajedni£ka mjera brojeva a i b, odnosno najve¢i broj
iz N koji dijeli i a i b.
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2. Fareyevo stablo

Cilj ovog poglavlja je de�nirati Fareyevo stablo i navesti primjer djelovanja
grupe na Fareyevo stablo [1]. Prije nego moºemo de�nirati Fareyevo sta-
blo, moramo de�nirati Fareyev graf i Fareyev kompleks. Prvo kre¢emo s
potrebnim de�nicijama i lemama.

2.1. De�nicija Fareyevog grafa

De�nicija 2.1.1 Kaºemo da je ure�eni par (m,n) ∈ Z2 primitivan ako je
gcd(m,n) = 1.

Sljede¢a karakterizacija ¢e nam biti potrebna kod konstrukcije Fareyevog
grafa.

Lema 2.1.2 Ure�eni par (m,n) ∈ Z2 je primitivan ako i samo ako ne postoje
k > 1 i (m′

, n
′) ∈ Z2 takvi da je (m,n) = k(m′

, n
′) = (km′

, kn
′).

Lako se pokaºe da je relacija ∼ de�nirana s

(m,n) ∼ (k, l)⇔ ∃x ∈ {1,−1} takav da je (m,n) = x(k, l),

na skupu svih primitivnih elemenata iz Z2, relacija ekvivalencije. Klasa ekvi-
valencije primitivnog elementa (p, q) ∈ Z2, s obzirom na relaciju ekvivalencije
∼, je [(p, q)] = {(p, q),−(p, q)}. Zbog preglednosti, koristit ¢emo oznaku
±(p, q) = [(p, q)].

De�nicija 2.1.3 Fareyev graf G je graf £iji je skup vrhova

V(G) = {±(m,n)∣(m,n) ∈ Z2 je primitivan},

odnosno kvocijentni skup s obzirom na relaciju ekvivalencije ∼ na skupu svih
primitivnih elemenata od Z2. Skup bridova E(G) dobijemo ovako: Vrhovi
±(p, q) i ±(r, s) su susjedni ako je

det([p r
q s
]) ∈ {1,−1}.
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Sada navodimo bitan primjer djelovanja grupe na graf koji ¢e nam biti ko-
ristan u konstrukciji Fareyevog grafa.

Primjer 2.1.4 Neka je zadana grupa SL(2,Z) i Fareyev graf G. Tvrdimo
da grupa SL(2,Z) djeluje na Fareyev graf G.

Pokaºimo prvo da SL(2,Z) djeluje na skup vrhova V(G) Fareyevog grafa
G. De�nirajmo preslikavanje . ∶ SL(2,Z) × V(G)→ V(G) s

[a b
c d
] .(±(p, q)) = ±(ap + bq, cp + dq),

odnosno

[a b
c d
] .(±(p, q)) = ± [a b

c d
] ⋅ [p

q
] ,

za sve [a b
c d
] ∈ SL(2,Z) i sve ±(p, q) ∈ V(G). Tvrdimo da je preslikavanje

. djelovanje grupe SL(2,Z) na V(G). Pokaºimo da je preslikavanje . dobro
de�nirano. Neka je [a b

c d
] ∈ SL(2,Z) proizvoljna matrica i ±(p, q) ∈ V(G)

proizvoljan vrh. �elimo pokazati da je

[a b
c d
] .(±(p, q)) = ±(ap + bq, cp + dq) ∈ V(G),

a to ¢e vrijediti ako je (ap+bq, cp+dq) ∈ Z2 primitivan element. Pretpostavimo
da (ap + bq, cp + dq) nije primitivan element. Onda postoje cijeli broj k > 1 i
element (m,n) ∈ Z2 takvi da je (ap+bq, cp+dq) = k(m,n). Odavde dobivamo
sljede¢e dvije jednadºbe:

ap + bq = km, (2.1)
cp + dq = kn. (2.2)

Mnoºe¢i jednadºbu (2.1) s d i jednadºbu (2.2) s −b dobijemo

apd + bqd = kmd, (2.3)
−cpb − dqb = −knb. (2.4)

Zbrajanjem jednadºbi (2.3) i (2.4) dobijemo

p(ad − bc) = k(md − nb).

8



Kako je [a b
c d
] ∈ SL(2,Z) slijedi da je ad − bc = det([a b

c d
]) = 1, pa je

p = k(md − nb). Sada, mnoºe¢i jednadºbu (2.1) s −c i jednadºbu (2.2) s a
dobijemo

−apc − bqc = −kmc, (2.5)
cpa + dqa = kna. (2.6)

Zbrajanjem jednadºbi (2.5) i (2.6) dobijemo

q(ad − bc) = k(na −mc),

iz £ega slijedi q = k(na −mc). Dobili smo

(p, q) = k(md − nb,na −mc), k > 1, (md − nb,na −mc) ∈ Z,

a to je u kontradikciji s £injenicom da je (p, q) primitivan element. Dakle,
(ap+bq, cp+dq) je primitivan element, pa je ±(ap+bq, cp+dq) vrh Fareyevog
grafa G.

Pokaºimo sada da preslikavanje . zadovoljava svojstva djelovanja. Za

[1 0
0 1
] ∈ SL(2,Z) je

[1 0
0 1
] .(±(p, q)) = ±(p + 0,0 + q) = ±(p, q),

za proizvoljan ±(p, q) ∈ V(G). Neka je ±(p, q) ∈ V(G) proizvoljan vrh i

A = [a1 a2
a3 a4

] ,B = [b1 b2
b3 b4

] ∈ SL(2,Z) proizvoljne matrice. Tada je

A.(B.(±(p, q))) = A.([b1 b2
b3 b4

] .(±(p, q))) = [a1 a2
a3 a4

] .(±(b1p + b2q, b3p + b4q)) =

= ±(a1b1p + a1b2q + a2b3p + a2b4q, a3b1p + a3b2q + a4b3p + a4b4q).

Obratno, imamo

(AB).(±(p, q)) = ([a1 a2
a3 a4

] ⋅ [b1 b2
b3 b4

]).(±(p, q)) =

= [a1b1 + a2b3 a1b2 + a2b4
a3b1 + a4b3 a3b2 + a4b4

] .(±(p, q)) =

= ±(a1b1p + a1b2q + a2b3p + a2b4q, a3b1p + a3b2q + a4b3p + a4b4q).
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Dakle, SL(2,Z) djeluje na vrhove V(G) Fareyevog grafa G.

Pokaºimo sada da djelovanje . £uva susjednost vrhova Fareyevog grafa G.
Neka su ±(p, q),±(r, s) ∈ V(G) susjedni vrhovi i [a b

c d
] ∈ SL(2,Z) proizvoljna

matrica. �elimo pokazati da su

[a b
c d
] .(±(p, q)) = ±(ap + bq, cp + dq)

i

[a b
c d
] .(±(r, s)) = ±(ar + bs, cr + ds)

susjedni vrhovi, odnosno da je det([ap + bq ar + bs
cp + dq cr + ds]) ∈ {1,−1}. Kako su

±(p, q) i ±(r, s) susjedni, vrijedi ps − qr = det([p r
q s
]) ∈ {1,−1}, pa je

det([ap + bq ar + bs
cp + dq cr + ds]) = (ap + bq)(cr + ds) − (cp + dq)(ar + bs) =

= apcr + apds + bqcr + bqds − cpar − cpbs − dqar − dqbs =
= ps(ad − bc) + qr(cb − ad) = ps − qr ∈ {1,−1},

iz £ega slijedi da su ±(ap + bq, cp + dq) i ±(ar + bs, cr + ds) susjedni vrhovi.
Neka su sada ±(p, q),±(r, s) ∈ V(G) vrhovi koji nisu susjedni i

[a b
c d
] ∈ SL(2,Z) proizvoljna matrica. Pretpostavimo da su ±(ap+bq, cp+dq)

i ±(ar + bs, cr + ds) susjedni. Tada je

{1,−1} ∋ det([ap + bq ar + bs
cp + dq cr + ds]) = (ap + bq)(cr + ds) − (cp + dq)(ar + bs) =

= apcr + apds + bqcr + bqds
− cpar − cpbs − dqar − dqbs =
= ps(ad − bc) + qr(cb − ad) = ps − qr =

= det([p r
q s
]),

iz £ega slijedi da su ±(p, q) i ±(r, s) susjedni, a to je u kontradikciji s pret-
postavkom da ±(p, q) i ±(r, s) nisu susjedni, pa slijedi da ±(ap+ bq, cp+ dq) i
±(ar + bs, cr + ds) nisu susjedni. Dakle, SL(2,Z) djeluje na Fareyev graf G.
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2.2. Konstrukcija Fareyevog grafa

Sada ºelimo konstruirati Fareyev graf G. Kre¢emo od vrhova ±(1,0) i ±(0,1).

Kako je det([1 0
0 1
]) = 1, vrhovi ±(1,0) i ±(0,1) su susjedni. Postoje li vrhovi

koji su susjedni s ±(1,0) i ±(0,1)? Pretpostavimo da je ±(p, q) vrh susjedan
s ±(1,0) i ±(0,1). Tada iz

{1,−1} ∋ det([1 p
0 q
])= q i {1,−1} ∋ det([p 0

q 1
]) = p,

dobijemo da su vrhovi ±(1,0) i ±(0,1) susjedni s vrhovima ±(1,1),±(1,−1),
±(−1,1) i ±(−1,−1), ali kako je (1,1) ∼ (−1,−1) i (−1,1) ∼ (1,−1), slijedi da
je ±(1,1) = ±(−1,−1) i ±(−1,1) = ±(1,−1). Dakle, vrhovi ±(1,0) i ±(0,1)
su susjedni s vrhovima ±(1,1) i ±(−1,1). Na ovaj na£in smo dobili 4 nova
brida Fareyevog grafa G. Pogledajmo brid koji spaja vrhove ±(1,0) i ±(1,1).
Postoje li vrhovi susjedni s ±(1,0) i ±(1,1) osim vrha ±(0,1)? Iz

{1,−1} ∋ det([1 p
0 q
]) = q i {1,−1} ∋ det([1 p

1 q
]) = q − p

dobijemo da su vrhovi ±(1,0) i ±(1,1) susjedni s vrhovima ±(0,1),±(2,1),
±(−2,−1) i ±(0,−1), ali kako je (0,1) ∼ (0,−1) i (2,1) ∼ (−2,−1), slijedi
da je ±(0,1) = ±(0,−1) i ±(2,1) = ±(−2,−1). Kako smo ve¢ znali da je
vrh ±(0,1) susjedan s vrhovima ±(1,0) i ±(1,1), dobili smo jedan novi vrh,
±(2,1), koji je susjedan s vrhovima ±(1,0) i ±(1,1). Primjetimo da smo vrh
±(2,1) mogli dobiti zbrajanjem odgovaraju¢ih reprezentanata vrhova ±(1,0)
i ±(1,1). Naime, za (1,0) ∈ ±(1,0) i (1,1) ∈ ±(1,1), dobijemo (1,0)+ (1,1) =
(2,1). Op¢enito, vrijedi sljede¢a lema.

Lema 2.2.1 Neka su ±(p, q) i ±(r, s) susjedni vrhovi Fareyevog grafa G.
Tada je ±(p + r, q + s) vrh Fareyevog grafa G, susjedan s vrhovima ±(p, q)
i ±(r, s).

Dokaz: Pokaºimo prvo da je ±(p+ r, q + s) vrh Fareyevog grafa G. Pretposta-
vimo da ±(p+r, q+s) nije vrh Fareyevog grafa G, odnosno da (p+r, q+s) ∈ Z2

nije primitivan element. Tada postoje cijeli broj k > 1 i (m,n) ∈ Z2 takvi da
je (p + r, q + s) = k(m,n). Odavde dobivamo sljede¢e dvije jednadºbe:

p + r = km, (2.7)
q + s = kn. (2.8)

11



Mnoºenjem jednadºbe (2.7) sa s i jednadºbe (2.8) s −r dobijemo

ps + rs = kms, (2.9)
−qr − sr = −knr. (2.10)

Zbrajanjem jednadºbi (2.9) i (2.10) dobijemo

k(ms − nr) = ps − qr ∈ {1,−1},

jer su ±(p, q) i ±(r, s) susjedni vrhovi. Kako je k(ms − nr) ∈ {1,−1} i k > 1,
slijedi da je (ms−nr) ∈ { 1k ,− 1

k}, ali to je kontradikcija jer je (ms−nr) ∈ Z, a
1
k i − 1

k nisu cijeli brojevi. Dakle, (p + r, q + s) ∈ Z2 je primitivan element, pa
je ±(p + r, q + s) vrh Fareyevog grafa G.

Pokaºimo sada da je vrh ±(p + r, q + s) susjedan s vrhovima ±(p, q) i ±(r, s).
Kako se vrijednost determinante ne mijenja zbrajanjem nekog stupca pom-
noºenog s konstantom nekom drugom stupcu, zbrajanjem prvog stupca de-

terminante det([p r
q s
]) drugom stupcu, dobijemo

{1,−1} ∋ det([p r
q s
]) = det([p p + r

q q + s]),

iz £ega slijedi da su ±(p, q) i ±(p+r, q+s) susjedni vrhovi. Zbrajanjem drugog

stupca determinante det([p r
q s
]) prvom stupcu, dobijemo

{1,−1} ∋ det([p r
q s
]) = det([p + r r

q + s s
]),

iz £ega slijedi da su ±(r, s) i ±(p + r, q + s) susjedni vrhovi.
∎

Dakle, ako su ±(p, q) = ±(−p,−q) i ±(r, s) = ±(−r,−s) susjedni vrhovi Fa-
reyevog grafa G, prema prethodnoj lemi slijedi da su ±(p + r, q + s),
± (p − r, q − s),±(−p + r,−q + s) i ±(−p − r,−q − s) vrhovi susjedni s vrhovima
±(p, q) i ±(r, s), ali kako je (p + r, q + s) ∼ (−p − r,−q − s) i
(−p + r,−q + s) ∼ (p − r, q − s), slijedi da je ±(p + r, q + s) = ±(−p − r,−q − s) i
±(−p+ r,−q + s) = ±(p− r, q − s). Odavde slijedi da za svaki novi brid Fareye-
vog grafa G, koriste¢i lemu 2.2.1, dobijemo jedan novi vrh Fareyevog grafa G,
susjedan s krajevima tog brida, tako da zbrojimo odgovaraju¢e reprezentante
krajeva tog brida.
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Sada moºemo nastaviti s konstrukcijom Fareyevog grafa G. Kao ²to smo
vrh ±(2,1) dobili zbrajanjem odgovaraju¢ih reprezentanata vrhova ±(1,0)
i ±(1,1), na isti na£in koriste¢i lemu 2.2.1 dobijemo vrh ±(−2,1) susjedan
s vrhovima ±(1,0) i ±(−1,1), vrh ±(−1,2) susjedan s vrhovima ±(−1,1) i
±(0,1) te vrh ±(1,2) susjedan s vrhovima ±(0,1) i ±(1,1). Dakle, dobili smo
8 novih bridova Fareyevog grafa G. Sada, koriste¢i lemu 2.2.1, za svaki od tih
8 bridova dobijemo 8 novih vrhova Fareyevog grafa G i tako dalje nastavimo
konstrukciju. Na sljede¢oj slici je prikazan peti korak konstrukcije Fareyevog
grafa G.

Slika 2.1: Fareyev graf G.
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Tvrdimo da ovom konstrukcijom dobijemo cijeli Fareyev graf G. Pokaºimo
prvo da ovom konstrukcijom dobijemo sve bridove iz vrha ±(1,0). Neka je
±(p, q) vrh susjedan s vrhom ±(1,0). Tada je

{1,−1} ∋ det([1 p
0 q
]) = q.

Dakle, vrhovi susjedni s ±(1,0) su oblika ±(p, q), p ∈ Z, q ∈ {1,−1}. Kako
je (−p,1) ∼ (p,−1), za svaki p ∈ Z, vrhovi susjedni s vrhom ±(1,0) su oblika
±(p,1), p ∈ Z. Neka je ±(p,1), p > 0 proizvoljan vrh susjedan s vrhom
±(1,0). Moºemo li na²om konstrukcijom do¢i do brida koji spaja vrhove
±(p,1) i ±(1,0)? Kre¢emo od susjednih vrhova ±(1,0) i ±(1,1). Koris-
te¢i lemu 2.2.1, zbrajanjem reprezentanata (1,0) ∈ ±(1,0) i (1,1) ∈ ±(1,1)
dobijemo vrh ±(2,1) susjedan s ±(1,0). Ponovno, koriste¢i lemu 2.2.1, zbra-
janjem reprezentanata (2,1) ∈ ±(2,1) i (1,0) ∈ ±(1,0) dobijemo vrh ±(3,1)
susjedan s ±(1,0). Nastavljaju¢i ovaj postupak, u kona£no mnogo koraka
¢emo do¢i do vrha ±(p,1) susjednog s vrhom ±(1,0). Neka je sada ±(p,1),
p < 0 proizvoljan vrh susjedan s vrhom ±(1,0). Kre¢emo od susjednih vr-
hova ±(1,0) i ±(−1,1). Koriste¢i lemu 2.2.1, zbrajanjem reprezentanata
(−1,0) ∈ ±(1,0) i (−1,1) ∈ ±(−1,1) dobijemo vrh ±(−2,1) susjedan s ±(1,0).
Ponovno, koriste¢i lemu 2.2.1, zbrajanjem reprezentanata (−2,1) ∈ ±(−2,1)
i (−1,0) ∈ ±(1,0) dobijemo vrh ±(−3,1) susjedan s ±(1,0). Nastavljaju¢i
ovaj postupak, u kona£no mnogo koraka ¢emo do¢i do vrha ±(p,1) susjednog
s vrhom ±(1,0). Dakle, ovom konstrukcijom dobijemo sve bridove iz vrha
±(1,0).

Pokaºimo sada da za svaki vrh ±(p, q) postoji matrica [a b
c d
] ∈ SL(2,Z)

takva da je

[a b
c d
] .(±(p, q)) = ±(1,0).

Neka je ±(p, q) proizvoljan vrh Fareyevog grafa G i [a b
c d
] ∈ SL(2,Z) pro-

izvoljna matrica. Iz

±(1,0) = [a b
c d
] .(±(p, q)) = ±(ap + bq, cp + dq)

dobivamo sljede¢e jednadºbe

ap + bq =1 (2.11)
cp + dq =0 (2.12)
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Mnoºenjem jednadºbe (2.11) s −c i jednadºbe (2.12) s a, dobijemo

−apc − bqc = −c, (2.13)
cpa + dqa = 0. (2.14)

Zbrajanjem jednadºbi (2.13) i (2.14) dobijemo

q(ad − bc) = −c,

iz £ega slijedi c = −q, jer je ad − bc = 1. Sada, mnoºenjem jednadºbe (2.11) s
d i jednadºbe (2.12) s −b, dobijemo

apd + bqd =d, (2.15)
−cpb − dqb =0. (2.16)

Zbrajanjem jednadºbi (2.15) i (2.16) dobijemo

p(ad − bc) = d,

iz £ega slijedi da je p = d. Prona²li smo c, d ∈ Z koji zadovoljavaju jednadºbu
(2.12). Jo² moramo prona¢i a, b ∈ Z koji zadovoljavaju jednadnºu (2.11).
Kako je (p, q) primitivan element, onda je gcd(p, q) = 1, pa prema lemi 1.2.6,
postoje a, b ∈ Z takvi da je ap + bq = 1, odnosno zadovoljili smo jednadºbu
(2.11). Dakle, na²om konstrukcijom dobijemo cijeli Fareyev graf G.

2.3. Fareyev kompleks

Sljede¢a de�nicija je dobivena iz [1].

De�nicija 2.3.1 Fareyev kompleks GT je Fareyev graf G zajedno sa sku-
pom

T = {{v1, v2, v3}∣v1, v2, v3 ∈ V(G), (vi, vj) ∈ E(G),∀i ≠ j}.
Skup T zovemo skup trokuta Fareyevog kompleksa GT , a elemente {v1, v2, v3}
skupa T trokutima Fareyevog kompleksa GT . Neka je t ∈ T proizvoljan tro-
kut. Za svaki par u, v ∈ t, u ≠ v, brid (u, v) ∈ E(G) zove se rub trokuta
t.

Lema 2.3.2 Grupa SL(2,Z) djeluje na skup trokuta T Fareyevog kompleksa
GT .
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Dokaz: De�nirajmo preslikavanje . ∶ SL(2,Z) × T → T s

A.{v1, v2, v3} = {A.v1,A.v2,A.v3},

za sve A ∈ SL(2,Z) i sve {v1, v2, v3} ∈ T (djelovanje grupe SL(2,Z) na V(G),
na E(G) i na T ¢emo oboje ozna£avati s .). Pokaºimo prvo da je preslikavanje
. dobro de�nirano. Neka su A ∈ SL(2,Z) i {v1, v2, v3} ∈ T proizvoljni. Kako
su vi, vj ∈ {v1, v2, v3} susjedni vrhovi, za sve i ≠ j, slijedi da su A.vi i A.vj
susjedni vrhovi, za sve i ≠ j, jer SL(2,Z) djeluje na Fareyev graf G, odnosno
£uva susjednost vrhova. Dakle, {A.v1,A.v2,A.v3} je trokut, pa je preslika-
vanje . dobro de�nirano. Pokaºimo sada da vrijede svojstva djelovanja. Za
I ∈ SL(2,Z) imamo da je

I.{v1, v2, v3} = {I.v1, I.v2, I.v3} = {v1, v2, v3},

za sve {v1, v2, v3} ∈ T , jer SL(2,Z) djeluje na V(G). Za A,B ∈ SL(2,Z)
imamo da je

A.(B.{v1, v2, v3}) = A.{B.v1,B.v2,B.v3} =
= {A.(B.v1),A.(B.v2),A.(B.v3)} =
= {(AB).v1, (AB).v2, (AB).v3} =
= (AB).{v1, v2, v3},

za sve {v1, v2, v3} ∈ T . Dakle, preslikavanje . je djelovanje, odnosno SL(2,Z)
djeluje na skup T .

∎

De�nicija 2.3.3 Neka je G Fareyev graf i GT Fareyev kompleks. Fareyevo
stablo T je graf sa skupom vrhova

V(T ) = E(G) ∪ T

i skupom bridova

E(T ) = {((u, v), t)∣(u, v) ∈ E(G), t ∈ T,u, v ∈ t}.

Na sljede¢oj slici je prikazano Fareyevo stablo T dobiveno iz Fareyevog kom-
pleksa GT , nacrtano direktno na Fareyevom kompleksu GT .
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Slika 2.2: Fareyevo stablo T .

Propozicija 2.3.4 Fareyevo stablo T je zaista stablo.

Dokaz: Za po£etak, pokazat ¢emo da postoji jedinstveni put od vrha
e = (±(1,0),±(0,1)) ∈ V(T ) do proizvoljnog vrha v ∈ V(T ) u Fareyevom
stablu T . Neka je v proizvoljan vrh Fareyevog stabla T sadrºan u gornjem
desnom kvadrantu od T i pretpostavimo da je vrh v dobiven n-tim korakom
konstrukcije Fareyevog grafa G. Pokaºimo sada da postoji jedinstveni (e, v)-
put u T . Prvim korakom konstrukcije Fareyevog grafa G, dobijemo vrhove
e,(±(1,0),±(1,1)),(±(1,1),±(0,1)),(±(0,1),±(−1,1)),(±(−1,1),±(1,0)) ∈ E(G)
i {±(1,0),±(−1,1),±(0,1)},{±(1,0),±(1,1),±(0,1)} ∈ T Fareyevog stabla
T . Kako se vrh v nalazi u gornjem desnom kvadrantu Fareyevog stabla
T , kre¢emo se iz vrha e u vrh {±(1,0),±(1,1),±(0,1)}, pa zatim iz vrha
{±(1,0),±(1,1),±(0,1)} u vrh (±(1,1),±(0,1)). Drugim korakom konstruk-
cije Fareyevog grafa G, dobijemo vrhove (±(1,0),±(2,1)),(±(2,1),±(1,1)) ∈
E(G) i {±(1,0),±(2,1),±(1,1)} ∈ T Fareyevog stabla T , sadrºane u gor-
njem desnom kvadrantu od T . Sada se pomaknemo iz vrha (±(1,1),±(0,1))
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u vrh {±(1,0),±(2,1),±(1,1)} i ako je v = {±(1,0),±(2,1),±(1,1)}, onda
smo gotovi. Ako je v = (±(1,0),±(2,1)) ili v = (±(2,1),±(1,1)), onda se iz
vrha {±(1,0),±(2,1),±(1,1)} pomaknemo u vrh (±(1,0),±(2,1)) ili u vrh
(±(2,1),±(1,1)) i gotovi smo. Ako v nije jednak niti jednom od ta dva vrha,
onda ako se v nalazi u djelu Fareyevog stabla T izme�u vrhova ±(1,0) i
±(2,1) Fareyevog grafa G, pomaknemo se iz vrha {±(1,0),±(2,1),±(1,1)} u
vrh (±(1,0),±(2,1)) Fareyevog stabla T , a ako se vrh v nalazi u djelu Fareye-
vog stabla T izme�u vrhova ±(2,1) i ±(1,1) Fareyevog grafa G, pomaknemo
se iz vrha {±(1,0),±(2,1),±(1,1)} u vrh (±(2,1),±(1,1)) Fareyevog stabla
T . Na ovaj na£in nastavimo konstrukciju puta od vrha e do vrha v Fareyevog
stabla T i nakon n-tog koraka konstrukcije Fareyevog grafa G ¢emo do¢i do
vrha v. Analogan postupak vrijedi za proizvoljan vrh Fareyevog stabla T koji
se nalazi u gornjem lijevom, donjem lijevom ili donjem desnom kvadrantu.

Dakle, pokazali smo da za proizvoljni vrh v Fareyevog stabla T postoji jedins-
tveni (e, v)-put u T . Pokaºimo sada da za proizvoljne vrhove u i v Fareyevog
stabla T postoji jedinstveni (u, v)-put u T . Pretpostavimo da su u i v pro-
izvoljni vrhovi Fareyevog stabla T koji se ne nalaze u istom kvadrantu od T .
Tada znamo da postoje jedinstveni (u, e)-put u T i jedinstveni (e, v)-put u T .
Konkatenacijom ta dva puta dobijemo jedinstveni (u, v)-put u T . Pretpos-
tavimo sada da se vrhovi u i v nalaze u istom kvadrantu Fareyevog stabla T .
Pretpostavimo da je vrh u dobiven u k-tom koraku konstrukcije Fareyevog
grafa G, a vrh v u l-tom koraku konstrukcije Fareyevog grafa G i bez sma-
njenja op¢enitosti pretpostavimo da je k ≤ l. Kako se vrhovi u i v nalaze u
istom kvadrantu od T , onda se jedinstveni (e, u)-put i jedinstveni (e, v)-put
preklapaju po£etnim djelom. Ako vrh u leºi na jedinstvenom (e, v)-putu,
onda dio jedinstvenog (e, v)-puta od vrha u do vrha v je jedinstveni (u, v)-
put u T . Ako vrh u ne leºi na jedinstvenom (e, v)-putu, onda postoji vrh w
Fareyevog stabla T , koji je zadnji zajedni£ki vrh jedinstvenog (e, u)-puta i
jedinstvenog (e, v)-puta. Dio jedinstvenog (e, u) puta od vrha w do vrha u je
jedinstveni (w,u)-put u T , jer ina£e (e, u)-put nebi bio jedinstven. Isto tako,
dio jedinstvenog (e, v)-puta od vrha w do vrha v je jedinstveni (w, v)-put u
T . Sada, konkatenacijom jedinstvenog (u,w)-puta i jedinstvenog (w, v)-puta
dobijemo jedinstveni (u, v)-put u T . Dakle, pokazali smo da za proizvoljne
vrhove u i v Fareyevog stabla T postoji jedinstveni (u, v)-put u T . Sada,
koriste¢i lemu 1.1.9, slijedi da je T stablo.

∎

Sada navodimo primjer djelovanja grupe na stablo i primjer djelovanja koje
nije slobodno.
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Primjer 2.3.5 Neka je zadana grupa SL(2,Z), Fareyev graf G, Fareyev
kompleks GT i Fareyevo stablo T . Tvrdimo da SL(2,Z) djeluje na Fareyevo
stablo T .

Pokaºimo prvo da SL(2,Z) djeluje na V(T ) = E(G) ∪ T . Tvrdimo da je
preslikavanje . ∶ SL(2,Z) × V(T )→ V(T ) de�nirano s

A.(u, v) = (A.u,A.v), ∀A ∈ SL(2,Z),∀(u, v) ∈ E(G)
i

A.{v1, v2, v3} = {A.v1,A.v2,A.v3}, ∀A ∈ SL(2,Z),∀{v1, v2, v3} ∈ T,
djelovanje grupe SL(2,Z) na skup V(T ) (djelovanje grupe SL(2,Z) na Fa-
reyevo stablo T ozna£avamo isto kao i djelovanje grupe SL(2,Z) na Fareyev
graf G i na skup T ). Pokaºimo da je preslikavanje . dobro de�nirano. Za
proizvoljan vrh (u, v) ∈ E(G) Fareyevog stabla T , slijedi da je A.(u, v) vrh
Fareyevog stabla T , za sve A ∈ SL(2,Z), jer znamo da SL(2,Z) djeluje na
Fareyev graf G, pa posebno djeluje na bridove E(G) Fareyevog grafa G, od-
nosno svaki brid se preslikava u brid. Za proizvoljan vrh t ∈ T Fareyevog
stabla T , slijedi da je A.t vrh Fareyevog stabla T , jer znamo da SL(2,Z)
djeluje na skup trokuta T Fareyevog kompleksa GT , odnosno svaki trokut se
preslikava u trokut. Dakle, preslikavanje . je dobro de�nirano. Tako�er, svoj-
stva djelovanja su zadovoljena jer znamo da SL(2,Z) djeluje na Fareyev graf
G i na skup trokuta T Fareyevog kompleksa GT .

Preostaje pokazati da preslikavanje . £uva susjednost vrhova Fareyevog stabla
T . Neka su (u,w) ∈ E(G) i {v1, v2, v3} ∈ T susjedni vrhovi Fareyevog stabla T .
Odavde slijedi da je (u,w) rub trokuta {v1, v2, v3}, odnosno u,w ∈ {v1, v2, v3}.
Bez smanjenja op¢enitosti, pretpostavimo da je v1 = u i v2 = w. Sada, za
proizvoljnu matricu A ∈ SL(2,Z), imamo da je

A.{u,w, v3} = {A.u,A.w,A.v3} ∋ A.u,A.w,
odnosno A.(u,w) = (A.u,A.w) je rub trokuta A.{u,w, v3}, iz £ega slijedi
da su A.(u,w) i A.{v1, v2, v3} susjedni vrhovi Fareyevog stabla T . Neka
su sada (u,w) ∈ E(G) i {v1, v2, v3} ∈ T vrhovi Fareyevog stabla T koji nisu
susjedni i neka je A ∈ SL(2,Z) proizvoljna matrica. Pretpostavimo da su
vrhovi A.(u,w) i A.{v1, v2, v3} susjedni. Onda su

(A−1.(A.u),A−1.(A.w)) = ((A−1A).u, (A−1A).w) = (u,w)
i

A−1.(A.{v1, v2, v3}) = (A−1A).{v1, v2, v3} = {v1, v2, v3}
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susjedni, ali to je kontradikcija s pretpostavkom da oni nisu susjedni. Dakle,
SL(2,Z) djeluje na Fareyevo stablo T .

Primjer 2.3.6 Neka je zadana grupa SL(2,Z), Fareyev graf G, Fareyev
kompleks GT , Fareyevo stablo T i djelovanje . grupe SL(2,Z) na Fareyevo
stablo T de�nirano kao u primjeru 2.3.5. Tvrdimo da djelovanje . grupe
SL(2,Z) na Fareyevo stablo T nije slobodno.

Naime, za proizvoljan vrh (±(p, q),±(r, s)) ∈ E(G) Fareyevog stabla T i ma-

tricu [−1 0
0 −1] ∈ SL(2,Z), imamo

[−1 0
0 −1] .(±(p, q),±(r, s)) = ([

−1 0
0 −1] .(±(p, q)), [

−1 0
0 −1] .(±(r, s))) =

= (±(−p,−q),±(−r,−s)) =
= (±(p, q),±(r, s)),

jer je (−p,−q) ∼ (p, q) i (−r,−s) ∼ (r, s). Tako�er, za proizvoljan vrh
t = {±(p, q),±(r, s),±(m,n)} ∈ T Fareyevog stabla T i matricu

A = [−1 0
0 −1] ∈ SL(2,Z), imamo

A.t = [−1 0
0 −1] .{±(p, q),±(r, s),±(m,n)} =

= {[−1 0
0 −1] .(±(p, q)), [

−1 0
0 −1] .(±(r, s)), [

−1 0
0 −1] .(±(m,n))} =

= {±(−p,−q),±(−r,−s),±(−m,−n)} =
= {±(p, q),±(r, s),±(m,n)},

jer je (−p,−q) ∼ (p, q), (−r,−s) ∼ (r, s) i (−m,−n) ∼ (m,n). Dakle, matrica

[−1 0
0 −1] ∈ SL(2,Z) �ksira cijelo Fareyevo stablo T , odnosno djelovanje .

grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T nije slobodno.

2.4. John Farey, Sr.

U ovom potpoglavlju ¢emo napisati bilje²ku o Johnu Fareyu, Sr. i pokazati
vezu izme�u primitivnih elemenata iz Z2 i razlomaka [1].
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Fareyev graf je kroz godine postao bitan primjer grafa koji se koristi u mno-
gim podru£jima matematike, uklju£uju¢i teoriju grupa, teoriju grafova, te-
oriju brojeva i geometriju, a svoje ime je dobio po Johnu Fareyu, Sr.
(24.9.1766.-6.1.1826.). Farey je prvotno bio geolog, ali je napisao preko 250
radova o razli£itim temama poput geologije, meteorologije, muzike, matema-
tike, paci�zma i raznih drugih. Najpoznatiji doprinos mu je bila bilje²ka koju
je napisao za znanstveni £asopis Philosophical Magazine u 1816. godini pod
nazivom "O £udnom svojstvu vulgarnih razlomaka" ("vulgarni razlomak" je
staromodna rije£ za razlomak). U toj bilje²ci je primijetio sljede¢e svojstvo
razlomaka.

Neka je Fn, za n ∈ N, skup svih potpuno skra¢enih razlomaka s vrijednostima
izme�u 0 i 1 £iji nazivnik je manji ili jednak od n, poredanih po veli£ini od
najmanjeg do najve¢eg. Taj Fn se zove Fareyev niz stupnja n [5]. Neka
su a

b ,
p
q ,

c
d ∈ Fn takvi da je a

b prvi lijevi susjed od p
q , a

c
d prvi desni susjed od

p
q . Tada je p

q = a+c
b+d . Prethodno svojstvo Fareyevog niza zove se Fareyevo

zbrajanje i dokazao ga je Cauchy te pripisao Fareyu. Pokaºimo sada vezu
izme�u Fareyevog niza i Fareyevog grafa. Pogledajmo donji desni kvadrant
Fareyevog grafa i zamjenimo sve vrhove ±(m,n) tog kvadranta s razlomcima
m
n . Svi razlomci m

n dobiveni ovom zamjenom su potpuno skra¢eni, jer su
svi (m,n) primitivni elementi iz Z2. Prvim korakom konstrukcije Fareyevog
grafa dobijemo vrhove 0

1 i 1
1 u donjem desnom kvadrantu Fareyevog grafa,

odnosno dobijemo Fareyev niz F1 = {01 , 11} u donjem desnom kvadrantu Fa-
reyevog grafa. Fareyevim zbrajanjem vrhova 0

1 i 1
1 dobijemo razlomak 1

2

koji odgovara vrhu ±(1,2) dobivenom zbrajanjem odgovaraju¢ih predstav-
nika klasa ±(0,1) i ±(1,1), odnosno drugim korakom konstrukcije Fareyevog
grafa dobijemo Fareyev niz F2 = {01 , 12 , 11}, u donjem desnom kvadrantu Fa-
reyevog grafa. Fareyevim zbrajanjem vrhova 0

1 i 1
2 , te vrhova

1
2 i 1

1 , dobijemo
razlomke 1

3 i 2
3 koji odgovaraju vrhovima ±(1,3) i ±(2,3) dobivenim zbraja-

njem odgovaraju¢ih predstavnika klasa ±(0,1) i ±(1,2), te ±(1,2) i ±(1,1),
odnosno tre¢im korakom konstrukcije Fareyevog grafa dobijemo Fareyev niz
F3 = {01 , 13 , 12 , 23 , 11}, u donjem desnom kvadrantu Fareyevog grafa. Fareyevim
zbrajanjem vrhova 0

1 i
1
3 ,

1
3 i

1
2 ,

1
2 i

2
3 , te

2
3 i

1
1 dobijemo razlomke 1

4 ,
2
5 ,

3
5 i

3
4 koji

odgovaraju vrhovima ±(1,4), ±(2,5), ±(3,5) i ±(3,4) dobivenim zbrajanjem
odgovaraju¢ih predstavnika klasa ±(0,1) i ±(1,3), ±(1,3) i ±(1,2), ±(1,2) i
±(2,3), te ±(2,3) i ±(1,1), odnosno £etvrtim korakom konstrukcije Fareyevog
grafa dobijemo niz razlomaka {01 , 14 , 13 , 25 , 12 , 35 , 23 , 34 , 11}, u donjem desnom kva-
drantu Fareyevog grafa, koji sadrºi cijeli Fareyev niz F4 = {01 , 14 , 13 , 12 , 23 , 34 , 11}.
Isto tako, petim korakom konstrukcije Fareyevog grafa dobijemo niz raz-
lomaka {01 , 15 , 14 , 27 , 13 , 38 , 25 , 37 , 12 , 47 , 35 , 58 , 23 , 34 , 45 , 11}, u donjem desnom kvadrantu
Fareyevog grafa, koji sadrºi cijeli Fareyev niz F5 = {01 , 15 , 14 , 13 , 25 , 12 , 35 , 23 , 34 , 45 , 11}.
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Nastavljaju¢i ovako dalje, imamo da n-tim korakom konstrukcije Fareyevog
grafa dobijemo niz razlomaka koji sadrºi cijeli Fareyev niz Fn u donjem des-
nom kvadrantu Fareyevog grafa. Sljede¢a slika prikazuje izdvojen donji desni
kvadrant Fareyevog grafa nakon petog koraka konstrukcije, gdje su svi vrhovi
±(m,n) zamijenjeni razlomcima m

n .

Slika 2.3: Donji desni kvadrant Fareyevog grafa.

Na prethodnoj slici vidimo da £etvrtim korakom konstrukcije Fareyevog grafa
dobijemo niz razlomaka {01 , 14 , 13 , 25 , 12 , 35 , 23 , 34 , 11}, u donjem desnom kvadrantu
Fareyevog grafa, koji sadrºi cijeli Fareyev niz F4 = {01 , 14 , 13 , 12 , 23 , 34 , 11}.
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3. Slobodno djelovanje grupe na stablo

Cilj ovog poglavlja je dokazati teorem koji kaºe da je grupa G izomorfna
nekoj slobodnoj grupi ako ona djeluje slobodno na neko stablo T [1]. Prije
nego ²to dokaºemo taj teorem, uvest ¢emo pojmove metrike najkra¢eg puta
[1], podgrupe generirane podskupom [6] i slobodne grupe [2].

3.1. Metrika najkra¢eg puta

De�nicija 3.1.1 Metri£ki prostor je ure�eni par (X,d), gdje je X skup i
d ∶X ×X → R funkcija koja zadovoljava sljede¢a svojstva:

(1) d(x, y) ≥ 0,

(2) d(x, y) = 0⇔ x = y,

(3) d(x, y) = d(y, x),

(4) d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z),

za sve x, y, z ∈ X. Funkcija d koja zadovoljava svojstva (1)-(4) zove se me-
trika na X. Svojstvo (4) se zove nejednakost trokuta.

Lema 3.1.2 Neka je G povezan graf. Funkcija d ∶ V(G)×V(G)→ R takva da
je d(u, v) duljina najkra¢eg (u, v)-puta u G, za sve u, v ∈ V(G), je metrika na
V(G), odnosno (V(G), d) je metri£ki prostor.

Dokaz: Duljina puta izme�u svaka dva vrha u, v ∈ V(G) je, po de�niciji 1.1.4,
ve¢a ili jednaka od nule, odnosno d(u, v) ≥ 0, za sve u, v ∈ V(G). Ako je
d(u, v) = 0, za neke vrhove u i v, onda postoji konstantni put izme�u vrhova
u i v, pa je u = v. Ako je u = v, onda je d(u, v) = 0, jer najkra¢i put od
vrha u do samog sebe je konstantni put koji sadrºi samo vrh u. Kako je
najkra¢i put od vrha u do vrha v put P £ija je duljina d(u, v) i kako za
put P postoji jedinstveni inverzni put P ′ koji je (v, u)-put i £ija duljina je
jednaka duljini puta P , onda najkra¢i put od v do u mora biti duljine d(u, v),
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odnosno d(u, v) = d(v, u). Jo² moramo pokazati nejednakost trokuta. Neka
su u, v,w ∈ V(G) proizvoljni. Neka je P1 najkra¢i put od u do v i P2 najkra¢i
put od v do w. Onda je P1P2 ²etnja od u do w duljine d(u, v) + d(v,w).
Kako je duljina najkra¢eg puta od u do w jednaka d(u,w), onda mora biti
d(u,w) ≤ d(u, v) + d(v,w).

∎
Metrika d iz prethodne leme zove se metrika najkra¢eg puta na V(G).

De�nicija 3.1.3 Neka je X podskup skupa vrhova V(G) grafa G i v ∈ V(G)
proizvoljan vrh. Tada je

d(v,X) =min{d(v, x)∣x ∈X},

udaljenost vrha v do skupa X.

Na kraju ovog potpoglavlja navodimo dvije leme koje ¢e nam trebati.

Lema 3.1.4 Neka grupa G djeluje na povezani graf G i neka je d metrika
najkra¢eg puta na V(G). Tada je

d(u, v) = d(g.u, g.v), ∀g ∈ G.

Dokaz: Tvrdnju ¢emo pokazati indukcijom po duljini najkra¢eg puta izme�u
dva vrha grafa G. Neka su u i v vrhovi grafa G takvi da je d(u, v) = 1.
Onda su u i v susjedni vrhovi. Odavde slijedi da su g.u i g.v susjedni, za
sve g ∈ G, po de�niciji 1.2.4 djelovanja grupe na graf, pa je d(g.u, g.v) = 1,
∀g ∈ G. Pretpostavimo da tvrdnja vrijedi za sve vrhove u i v grafa G za koje
je d(u, v) < n. Neka su sada u i v vrhovi grafa G takvi da je d(u, v) = n i
neka je g ∈ G proizvoljan. Nadalje, neka je P najkra¢i (u, v)-put, odnosno
put duljine n od vrha u do vrha v. Neka je w prvi vrh nakon vrha u koji se
nalazi u putu P . Onda je d(w, v) = n− 1, pa je prema pretpostavci indukcije
d(g.w, g.v) = n − 1. Kako su u i w susjedni, onda je i g.u susjedan s g.w, pa
je d(g.u, g.w) = 1. Odavde slijedi da je d(g.u, g.v) = n.

∎

Svojstvo metrike iz leme 3.1.4 naziva se lijeva invarijantnost metrike, ili
invarijantnost na djelovanje s lijeva.

Lema 3.1.5 Neka je G grupa i g ∈ G proizvoljan. Funkcija ϕg ∶ G → G
de�nirana s

ϕg(h) = gh, ∀h ∈ G,
je bijekcija.
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Dokaz: Tvrdimo da je funkcija ϕg−1 ∶ G→ G inverz funkcije ϕg. Naime, vrijedi

ϕg−1(ϕg(h)) = ϕg−1(gh) = g−1gh = h, ∀h ∈ G,

i
ϕg(ϕg−1(h)) = ϕg(g−1h) = gg−1h = h, ∀h ∈ G.

Dakle, ϕg je bijekcija.
∎

3.2. Podgrupa generirana podskupom

Lema 3.2.1 Neka je G grupa i neka je Hj, j ∈ J familija podgrupa od G
gdje je J neki skup indeksa. Tada je ⋂

j∈J
Hj ≤ G.

Dokaz: Neka su h1, h2 ∈ ⋂
j∈J
Hj proizvoljni. Tada je h1, h2 ∈ Hj, za sve j ∈ J .

Kako je Hj ≤ G, za sve j ∈ J , vrijedi da je h1h−12 ∈ Hj, za sve j ∈ J , prema
kriteriju za podgrupe. Odavde slijedi da je h1h2 ∈ ⋂

j∈J
Hj, pa je ⋂

j∈J
Hj ≤ G,

prema kriteriju za podgrupe.
∎

De�nicija 3.2.2 Neka je G grupa i S neprazan podskup od G. Podgrupa

⟨S⟩ = ⋂
H≤G,S⊆H

H

zove se podgrupa od G generirana skupom S.

Prema lemi 3.2.1, ⟨S⟩ je zaista podgrupa grupe G, za svaki neprazan S ⊆ G.

De�nicija 3.2.3 Neprazan podskup S grupe G za koji je G = ⟨S⟩ zove se
skup generatora grupe G. Skup generatora S grupe G je simetri£an ako
je s−1 ∈ S, za svaki s ∈ S.

Lema 3.2.4 Neka je (G, ⋅) grupa i S neprazan podskup od G. Tada je

⟨S⟩ = {s1 ⋅ s2 ⋅ . . . ⋅ sn∣n ∈ N, si ∈ S ili s−1i ∈ S,∀i = 1, . . . , n}.

Dokaz: Neka je

K = {s1 ⋅ s2 ⋅ . . . ⋅ sn∣n ∈ N, si ∈ S ili s−1i ∈ S,∀i = 1, . . . , n}.
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Za n = 1 dobijemo da su svi elementi skupa S uK, odnosno S ⊆K. Pokaºimo
sada da je K ⊆ ⟨S⟩. Po de�niciji je ⟨S⟩ = ⋂

H≤G,S⊆H
H. Svaka podgrupa H koja

sadrºi skup S sadrºi i inverze elemenata iz S, pa onda i kona£ne produkte
elemenata iz S i njihovih inverza. Dakle, svaka podgrupa H koja sadrºi skup
S sadrºi i skup K, pa onda i presjek svih podgrupa koje sadrºe S sadrºi K,
odnosno ⟨S⟩ sadrºi K. Ako pokaºemo da je K podgrupa od G, onda smo
gotovi, jer je K ≤ ⟨S⟩, a kako K sadrºi S, on sudjeluje u presjeku ⋂

H≤G,S⊆H
H,

pa je ⟨S⟩ ≤ K, iz £ega slijedi da je ⟨S⟩ = K. Pokaºimo da je K ≤ G. Neka
su s1 ⋅ . . . ⋅ sn, s

′

1 ⋅ . . . ⋅ s
′

m ∈ S proizvoljni. Onda je si ∈ S ili s−1i ∈ S, za sve
i = 1, . . . , n, te s′j ∈ S ili s′−1j ∈ S, za sve j = 1, . . . ,m. Tada je

(s1 ⋅ . . . ⋅ sn) ⋅ (s
′

1 ⋅ . . . ⋅ s
′

m)−1 = s1 ⋅ . . . ⋅ sn ⋅ s−1m ⋅ . . . ⋅ s−11 ,

pri £emu su si ∈ S ili s−1i ∈ S, za sve i = 1, . . . , n, te s
′−1
j ∈ S ili s′j = (s

′−1
j )−1 ∈ S,

za sve j = 1, . . . ,m, pa je produkt s desne strane jednakosti sadrºan u K.
Dakle, prema kriteriju za podgrupe, K je podgrupa od G.

∎

3.3. Slobodna grupa

Neka je X neprazan skup i X−1 skup disjunktan s X takav da je ∣X ∣ = ∣X−1∣.
Odaberimo bijekciju sa f ∶ X → X−1 i za svaki x ∈ X, element f(x) ∈ X−1
ozna£imo s x−1. Neka je {1} skup disjunktan s X ∪X−1.

De�nicija 3.3.1 Rije£ na X je niz (a1, a2, . . .), gdje su ai ∈X ∪X−1 ∪ {1},
za sve i ∈ N, takav da postoji n ∈ N za koji je ak = 1, za sve k ≥ n. Niz
(1,1, . . .) zove se prazna rije£ na X i kra¢e ju ozna£avamo s 1.

De�nicija 3.3.2 Rije£ (a1, a2, . . .) nad X je reducirana ako vrijedi:

1) Ako je ai = x, onda je ai+1 ≠ x−1, za sve i ∈ N i sve x ∈X,

2) ako je ai = x−1, onda je ai+1 ≠ x, za sve i ∈ N i sve x ∈X,

3) ako je ak = 1, za neki k ∈ N, onda je ai = 1, za sve i ≥ k.

Skup svih reduciranih rije£i nad X ozna£avamo s F (X).

Svaka neprazna reducirana rije£ nad X je oblika (xλ1
1 , x

λ2
2 , . . . , x

λn
n ,1,1, . . .),

gdje su n ∈ N, xi ∈ X i λi ∈ {1,−1}, za sve i = 1, . . . , n, pri £emu je
x1 = x, ∀x ∈ X. Zbog toga ¢emo proizvoljnu nepraznu reduciranu rije£
(xλ1

1 , x
λ2
2 , . . . , x

λn
n ,1,1, . . .) ∈ F (X) kra¢e ozna£avati s xλ1

1 x
λ2
2 . . . xλn

n . Prema
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de�niciji jednakosti dva niza, dvije neprazne reducirane rije£i xλ1
1 . . . xλn

n i
yδ11 . . . yδmm su jednake ako i samo ako je m = n, xi = yi, λi = δi, ∀i = 1, . . . , n.
Odavde slijedi da je preslikavanje i ∶ X → F (X) de�nirano s i(x) = x1 = x
injektivno, pa identi�ciramo X sa slikom i(X) ⊆ F (X) i smatramo da je X
podskup od F (X).

Propozicija 3.3.3 Neka su xλ1
1 . . . xλm

m i yδ11 . . . yδnn neprazne reducirane rije£i
nad X. De�niramo preslikavanje ⋅, za m ≤ n, s

(xλ1
1 . . . xλm

m ) ⋅ (yδ11 . . . yδnn ) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

xλ1
1 . . . xλm−k

m−k y
δk+1
k+1 . . . y

δn
n , k <m

yδm+1m+1 . . . y
δn
n , k =m < n

1 , k =m = n
,

gdje je k ∈ {0, . . . ,m} najve¢i cijeli broj takav da je xλm−j

m−j = y
−δj+1
j+1 , za sve

j = 0, . . . , k − 1. Za m > n, preslikavanje ⋅ de�niramo s

(xλ1
1 . . . xλm

m ) ⋅ (yδ11 . . . yδnn ) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xλ1
1 . . . xλm−k

m−k y
δk+1
k+1 . . . y

δn
n , k < n

xλm−n
m−n . . . x

λm
m , k = n <m

,

gdje je k ∈ {0, . . . , n} najve¢i cijeli broj takav da je xλm−j

m−j = y
−δj+1
j+1 , za sve

j = 0, . . . , k − 1. Za praznu rije£ 1, preslikavanje ⋅ de�niramo s

1 ⋅w = w ⋅ 1 = w,

za sve w ∈ F (X). Onda je (F (X), ⋅) grupa i F (X) = ⟨X⟩.

Dokaz: Neka su xλ1
1 . . . xλm

m i yδ11 . . . yδnn neprazne reducirane rije£i nad X.
F (X) je zatvoren s obzirom na operaciju ⋅, jer je preslikavanje ⋅ de�nirano
tako da se x i x−1 pokrate ako su oni susjedni u rije£i (xλ1

1 . . . xλm
m )⋅(yδ11 . . . yδnn ),

pa je rezultat reducirana rije£. Prazna rije£ 1 je neutralni element, jer je
1 ⋅ w = w ⋅ 1 = w, za sve w ∈ F (X). Za svaku nepraznu reduciranu rije£
xλ1
1 . . . xλm

m postoji neprazna reducirana rije£ x−λm
m . . . x−λ1

1 takva da je

(xλ1
1 . . . xλm

m ) ⋅ (x−λm
m . . . x−λ1

1 ) = (x−λm
m . . . x−λ1

1 ) ⋅ (xλ1
1 . . . xλm

m ) = 1,

odnosno za svaki element iz F (X) postoji njegov inverzni element u F (X).
Preostaje pokazati asocijativnost. To ¢e biti kompliciranije od prethodnih
svojstava, a za po£etak, trebat ¢emo uvesti dodatna preslikavanja. Za svaki
x ∈ X i λ ∈ {1,−1} de�nirajmo preslikavanje ∣xλ∣ ∶ F (X) → F (X) tako da je
∣xλ∣(1) = xλ i

∣xλ∣(xλ1
1 . . . xλn

n ) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xλxλ1
1 . . . xλn

n , xλ ≠ x−λ1
1

xλ2
2 . . . xλn

n , xλ = x−λ1
1

,∀xλ1
1 . . . xλn

n ∈ F (X).
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Preslikavanje ∣xλ∣ je dobro de�nirano, za sve x ∈ X i sve λ ∈ {1,−1}, jer je
∣xλ∣(xλ1

1 . . . xλn
n ) reducirana rije£, za svaku reduciranu rije£ xλ1

1 . . . xλn
n ∈ F (X).

Tvrdimo da je ∣xλ∣ permutacija skupa F (X), za sve x ∈ X i sve λ ∈ {1,−1}.
Naime, za proizvoljan x ∈X i λ ∈ {1,−1}, imamo da je

∣xλ∣(∣x−λ∣(1)) = ∣xλ∣(x−λ) = 1,

jer je xλ = x−(−λ) i
∣x−λ∣(∣xλ∣(1)) = ∣x−λ∣(xλ) = 1,

jer je x−λ = x−(λ). Nadalje, neka je xλ1
1 . . . xλn

n proizvoljna neprazna reducirana
rije£. Ako je x−λ ≠ x−λ1

1 , onda je

∣xλ∣(∣x−λ∣(xλ1
1 . . . xλn

n )) = ∣xλ∣(x−λxλ1
1 . . . xλn

n ) = xλ1
1 . . . xλn

n ,

jer je xλ = x−(−λ). Ako je x−λ = x−λ1
1 , onda je

∣xλ∣(∣x−λ∣(xλ1
1 . . . xλn

n )) = ∣xλ∣(xλ2
2 . . . xλn

n ) = xλ1
1 . . . xλn

n ,

jer je xλ = xλ1
1 i xλ1

1 ≠ x−λ2
2 , zbog toga ²to je xλ1

1 . . . xλn
n reducirana rije£. Isto

tako, ako je xλ ≠ x−λ1
1 , onda je

∣x−λ∣(∣xλ∣(xλ1
1 . . . xλn

n )) = ∣x−λ∣(xλxλ1
1 . . . xλn

n ) = xλ1
1 . . . xλn

n ,

jer je x−λ = x−(λ). Ako je xλ = x−λ1
1 , onda je

∣x−λ∣(∣xλ∣(xλ1
1 . . . xλn

n )) = ∣x−λ∣(xλ2
2 . . . xλn

n ) = xλ1
1 . . . xλn

n ,

jer je x−λ = xλ1
1 i xλ1

1 ≠ x−λ2
2 , zbog toga ²to je xλ1

1 . . . xλn
n reducirana rije£.

Dakle, ∣x−λ∣ je inverz od ∣xλ∣, pa je ∣xλ∣ bijekcija sa F (X) u F (X), odnosno
∣xλ∣ je permutacija skupa F (X). Promotrimo podgrupu

F0 = ⟨{∣x∣ ∶ x ∈X}⟩

grupe svih permutacija skupa F (X). De�nirajmo funkciju φ ∶ F (X) → F0

tako da je φ(1) = idF (X) i

φ(xλ1
1 . . . xλn

n ) = ∣xλ1
1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn

n ∣, ∀xλ1
1 . . . xλn

n ∈ F (X).

Pokaºimo prvo da je φ injektivna funkcija. Neka su xλ1
1 . . . xλn

n i yδ11 . . . yδmm
razli£ite neprazne reducirane rije£i nad X. Tada je

φ(xλ1
1 . . . xλn

n )(1) = (∣xλ1
1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn

n ∣)(1) = (∣xλ1
1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn−1

n−1 ∣)(∣xλn
n ∣(1)) =

= (∣xλ1
1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn−2

n−2 ∣)(∣xλn−1
n−1 ∣(xλn

n )) = . . . = xλ1
1 . . . xλn

n ,
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jer je xλi−1

i−1 ≠ x−λi
i , za sve i = 2, . . . n, zbog toga ²to je xλ1

1 . . . xλn
n reducirana

rije£. Tako�er je

φ(yδ11 . . . yδmm )(1) = (∣yδ11 ∣ ○ . . . ○ ∣yδmm ∣)(1) = (∣yδ11 ∣ ○ . . . ○ ∣yδm−1m−1 ∣)(∣yδmm ∣(1)) =
= (∣yδ11 ∣ ○ . . . ○ ∣yδm−2m−2 ∣)(∣yδm−1m−1 ∣(yδmm )) = . . . = yδ11 . . . yδmm ,

jer je yδi−1i−1 ≠ y−δii , za sve i = 2, . . .m, zbog toga ²to je yδ11 . . . yδnm reducirana rije£.
Dakle, kako iz razli£itih argumenata dobijemo razli£ite slike, slijedi da je φ
injektivna. Pokaºimo sada da je φ surjektivna funkcija. Neka je ∣xλ1

1 ∣ ○ . . . ○
∣xλn

n ∣ ∈ F0 proizvoljna permutacija. Tada postoji reducirana rije£ xλ1
1 . . . xλn

n

takva da je φ(xλ1
1 . . . xλn

n ) = ∣xλ1
1 ∣○ . . .○ ∣xλn

n ∣, odnosno φ je surjekcija. Dakle, φ
je bijekcija. Tvrdimo da je φ(w1 ⋅w2) = φ(w1)○φ(w2), za sve reducirane rije£i
w1 i w2. Neka su xλ1

1 . . . xλn
n i yδ11 . . . yδmm proizvoljne reducirane rije£i i bez

smanjenja op¢enitosti pretpostavimo da je xλ1
1 . . . xλn

n yδ11 . . . yδmm reducirana
rije£. Tada je

φ((xλ1
1 . . . xλn

n ) ⋅ (yδ11 . . . yδmm )) = φ(xλ1
1 . . . xλn

n yδ11 . . . yδmm ) =
= ∣xλ1

1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn
n ∣ ○ ∣yδ11 ∣ ○ . . . ∣yδmm ∣ =

= (∣xλ1
1 ∣ ○ . . . ○ ∣xλn

n ∣) ○ (∣yδ11 ∣ ○ . . . ∣yδmm ∣) =
= φ(xλ1

1 . . . xλn
n ) ○ φ(yδ11 . . . yδmm ).

Neka su sada w1,w2 i w3 proizvoljne reducirane rije£i. Tada je

φ((w1 ⋅w2) ⋅w3) = φ(w1 ⋅w2) ○ φ(w3) = (φ(w1) ○ φ(w2)) ○ φ(w3) =
= φ(w1) ○ (φ(w2) ○ φ(w3)) = φ(w1) ○ φ(w2 ⋅w3) =
= φ(w1 ⋅ (w2 ⋅w3)),

jer je F0 grupa, pa vrijedi asocijativnost u F0. Sada, kako je φ bijekcija,
postoji φ−1 i djelovanjem s φ−1 na prethodnu jednadºbu dobijemo

(w1 ⋅w2) ⋅w3 = w1 ⋅ (w2 ⋅w3),

odnosno vrijedi asocijativnost u F (X). Dakle, (F (X), ⋅) je grupa.

Za kraj, pokaºimo da je F (X) = ⟨X⟩. Neka je xλ1
1 . . . xλn

n proizvoljna re-
ducirana rije£ iz F (X). Tada je

xλ1
1 . . . xλn

n = xλ1
1 ⋅ . . . ⋅ xλn

n ,

gdje je xλi
i ∈X ili x−λi

i ∈X, za svaki i = 1, . . . , n, pa je xλ1
1 . . . xλn

n ∈ ⟨X⟩, prema
lemi 3.2.4. Dakle, F (X) = ⟨X⟩.

∎
Grupu F (X) zovemo slobodna grupa nad skupom X.

29



3.4. Slobodno djelovanje grupe na stablo

De�nicija 3.4.1 je dobivena iz [7]. Sve ostale de�nicije, propozicije i teoremi
ovog potpoglavlja mogu se prona¢i u [1].

De�nicija 3.4.1 Neka je (u, v) brid grafa G i w ∉ V(G). Kaºemo da je brid
(u, v) podijeljen kada je zamijenjen s bridovima (u,w) i (w, v).

De�nicija 3.4.2 Baricentri£ka subdivizija grafa G je graf G ′ dobiven po-
djelom svakog brida grafa G.

Lema 3.4.3 Baricentri£ka subdivizija T ′ stabla T je stablo.

Dokaz: Graf dobiven podjelom proizvoljnog brida (u, v) stabla T je pove-
zan, jer smo brid (u, v) stabla T zamijenili novim vrhom w i povezali ga
s vrhovima u i v. Pretpostavimo da graf dobiven podjelom proizvoljnog
brida (u, v) stabla T sadrºi ciklus (u0, u1. . . . , um, u,w, v, v1, . . . , vn, u0). Ako
sada vrh w zamijenimo bridom (u, v), dobijemo stablo T zajedno s ciklusom
(u0, u1, . . . , um, u, v, v1, . . . , vn, u0), a to je kontradikcija s de�nicijom stabla.

∎

De�nicija 3.4.4 Plo£ica stabla T je podstablo T baricentri£ke subdivizije
T ′ stabla T .

De�nicija 3.4.5 Neka je T ′ baricentri£ka subdivizija stabla T i J neki skup
indeksa. Poplo£avanje stabla T je skup plo£ica {Tj ∣j ∈ J} stabla T takav
da vrijedi:

(1) E(Ti)⋂E(Tj) = ∅, ∀i ≠ j,

(2) ⋃
j∈J
E(Tj) = E(T ′).

Iz svojstva (1) slijedi da se skupovi vrhova svake dvije razli£ite plo£ice stabla
T , iz zadanog poplo£avanja {Tj ∣j ∈ J} stabla T , sijeku u najvi²e jednom vrhu
stabla T ′ , jer je svaka plo£ica podstablo stabla T ′ .

De�nicija 3.4.6 Neka grupa G djeluje na stablo T i neka je J neki skup
indeksa. Poplo£avanje {Tj ∣j ∈ J} stabla T je G-poplo£avanje stabla T ako
postoji plo£ica T0 ∈ {Tj ∣j ∈ J} takva da je {Tj ∣j ∈ J} = {gT0∣g ∈ G}.
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Sada ºelimo uvesti G-poplo£avanje koje ¢emo koristiti u dokazu teorema koji
kaºe da je grupa G izomorfna nekoj slobodnoj grupi ako postoji stablo T
na koje ona djeluje slobodno. Neka grupa G djeluje slobodno na stablo T i
odaberimo vrh v ∈ V(T ). Promotrimo orbitu G.v = {g.v∣g ∈ G}. Tvrdimo
da je funkcija f ∶ G → G.v de�nirana s f(g) = g.v, ∀g ∈ G, bijekcija. Naime,
za svaki g.v ∈ G.v postoji g ∈ G takav da je f(g) = g.v, odnosno f je su-
rjekcija. Nadalje, neka su g1, g2 ∈ G takvi da je g1 ≠ g2. Pretpostavimo da je
f(g1) = f(g2), odnosno da je g1.v = g2.v. Odavde slijedi da je (g−12 g1).v = v,
odnosno element g−12 g1 ∈ G �ksira vrh v stabla T , ali to je u kontradikciji s
pretpostavkom da G djeluje slobodno na stablo T . Dakle, f(g1) ≠ f(g2), pa
je f injekcija, odnosno f je bijekcija. Kako je f bijekcija, slijedi da skupovi
G.v i G imaju isti kardinalni broj.

Intuitivno, svaka ¢e plo£ica G-poplo£avanja biti skup to£aka iz baricentri£ke
subdivizije T ′ koje su najbliºe nekom vrhu g.v. Preciznije, sro£imo sljede¢u
propoziciju.

Propozicija 3.4.7 Neka grupa G djeluje slobodno na stablo T i odaberimo
v ∈ V(T ). Za svaki g ∈ G, neka je Tg podgraf baricentri£ke subdivizije T ′
stabla T , sa skupom vrhova

V(Tg) = {w ∈ V(T
′)∣d(w, g.v) ≤ d(w, g′.v),∀g′ ∈ G},

pri £emu je d metrika najkra¢eg puta na stablu T ′, i skupom bridova

E(Tg) = {(u,w) ∈ E(T
′)∣u,w ∈ V(Tg)}.

Tada je {Tg ∣g ∈ G} G-poplo£avanje stabla T .

Dokaz: Pokaºimo prvo da je Tg plo£ica stabla T , za sve g ∈ G. Dovoljno je
pokazati da je Tg povezan podgraf od T ′ , jer je T ′ stablo, a podgraf stabla ne
moºe sadrºavati ciklus. Neka je w ∈ V(Tg) proizvoljan. Dovoljno je pokazati
sljede¢u tvrdnju:

(∗) Svaki vrh jedinstvenog (w, g.v)-puta P u T ′ se nalazi u V(Tg).

Naime, pretpostavimo da Tg ima barem dvije komponente povezanosti T1 i
T2, te pretpostavimo da se vrh g.v nalazi u komponenti T1. Neka je w′ pro-
izvoljan vrh iz komponente T2. Onda postoji brid e = (v1, v2) jedinstvenog
(w′ , g.v)-puta P ′ u T ′ , koji se ne nalazi u Tg, odnosno vrhovi v1 i v2 nisu
spojeni bridom u Tg. Uz pretpostavku da vrijedi tvrdnja (∗), svi vrhovi puta
P
′ nalaze se u Tg, pa se posebno i vrhovi v1 i v2 nalaze u Tg. Kako su vr-

hovi v1 i v2 susjedni u T ′ i nalaze se u Tg, onda su oni susjedni i u Tg, zbog
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de�nicije skupa bridova E(Tg), a to je kontradikcija s £injenicom da oni nisu
susjedni u Tg. Dakle, ako vrijedi tvrdnja (∗), onda je Tg povezan.

Pokaºimo sada tvrdnju (∗). Neka je d(w, g.v) = n, za neki n ∈ N, i neka
je u prvi vrh nakon vrha w u putu P . Tada je d(u, g.v) = n − 1, jer je put
izme�u dva vrha u stablu jedinstven, odnosno ne postoji kra¢i put izme�u
vrhova u i g.v u T ′ . Pretpostavimo da se vrh u ne nalazi u Tg. Onda postoji
g
′ ∈ G takav da je d(u, g′.v) < d(u, g.v). Iz nejednakosti trokuta dobijemo da
je

d(w, g′.v) ≤ d(w,u) + d(u, g′.v) = 1 + d(u, g′.v),
jer su u i w susjedni. Sada, kako je w vrh grafa Tg, imamo

n = d(w, g.v) ≤ d(w, g′.v) ≤ d(u, g′.v) + 1 < d(u, g.v) + 1 = n − 1 + 1 = n,
a to je kontradikcija. Dakle, Tg je plo£ica stabla T , za sve g ∈ G.

Pokaºimo sada da je ⋃
g∈G
E(Tg) = E(T ′). Pokazat ¢emo da za svaki brid e

stabla T ′ postoji g ∈ G takav da se brid e nalazi u stablu Tg. Prvo, primije-
timo da se svaki vrh stabla T ′ nalazi u nekom Tg, jer za svaki vrh u ∈ V(T ′)
postoji g ∈ G takav da je d(u, g.v) ≤ d(u, g′.v), za svaki g′ ∈ G, odnosno
svaki vrh u ∈ V(T ′) mora imati neki sebi najbliºi vrh g.v. Neka je e = (u,w)
proizvoljan brid stabla T ′ . Bez smanjenja op¢enitosti, pretpostavimo da je
u vrh stabla T , a w da nije vrh stabla T . Kako je g.v vrh stabla T , za svaki
g ∈ G, onda je udaljenost vrha u od orbite G.v parna, a udaljenost vrha w
od orbite G.v je neparna, odnosno te udaljenosti su razli£ite. Pretpostavimo
da je d(u,G.v) < d(w,G.v), odnosno

min{d(u, g.v)∣g ∈ G} <min{d(w, g.v)∣g ∈ G}.
Nadalje, neka je g ∈ G takav da se vrh u nalazi u stablu Tg, odnosno

d(u, g.v) ≤ d(u, g′.v), ∀g′ ∈ G.
Iz prethodne dvije nejednakosti slijedi da je

d(u, g.v) <min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G}.
Iz nejednakosti trokuta dobivamo da je

d(w, g.v) ≤ d(w,u) + d(u, g.v) = 1 + d(u, g.v),
jer su vrhovi u i w susjedni. Sada imamo

d(u, g.v) <min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G} ≤ d(w, g.v) ≤ 1 + d(u, g.v),
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odnosno

0 <min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G} − d(u, g.v) ≤ d(w, g.v) − d(u, g.v) ≤ 1.

Kako je d(w, g′.v) cijeli broj, za sve g′ ∈ G i kako je d(u, g.v) cijeli broj, iz
prethodne nejednakosti slijedi da je min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G} − d(u, g.v) = 1 i
d(w, g.v) − d(u, g.v) = 1, odnosno

min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G} − d(u, g.v) = d(w, g.v) − d(u, g.v),

pa je
d(w, g.v) =min{d(w, g′.v)∣g′ ∈ G} ≤ d(w, g′.v), ∀g′ ∈ G,

iz £ega slijedi da se vrh w nalazi u Tg. Kako su vrhovi u i w susjedni u T ′
i nalaze se u Tg, onda se i brid e = (u,w) nalazi u Tg, zbog de�nicije skupa
bridova stabla Tg.

Za kraj, pokaºimo da je gTh = Tgh, za sve g, h ∈ G, odnosno gV(Th) = V(Tgh)
i gE(Th) = E(Tgh), za sve g, h ∈ G. Ako pokaºemo tu tvrdnju, onda za h = e
dobijemo gTe = Tg, za sve g ∈ G, odnosno Te je T0 iz de�nicije 3.4.6 G- po-
plo£avanja stabla T , pa je {Tg ∣g ∈ G} G-poplo£avanje stabla T .

Neka su g, h ∈ G proizvoljni. Kako su Th i Tgh odre�eni svojim skupom
vrhova, dovoljno je pokazati da je gV(Th) = V(Tgh). Neka je u ∈ V(Th)
proizvoljan. Onda je

d(u,h.v) ≤ d(u, g′.v), ∀g′ ∈ G.

�elimo pokazati da je g.u vrh stabla Tgh, odnosno da je

d(g.u, (gh).v) ≤ d(g.u, g′.v), ∀g′ ∈ G.

Kako je T ′ stablo, prema lemi 3.1.4 za g−1 ∈ G imamo da je

d(g.u, (gh).v) = d(g−1.(g.u), g−1.((gh).v)) =
= d((g−1g).u, (g−1gh).v) =
= d(u,h.v),

i

d(g.u, g′.v) = d(g−1.(g.u), g−1.(g′.v)) =
= d((g−1g).u, (g−1g′).v) =
= d(u, (g−1g′).v).
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Dakle, ºelimo pokazati da je

d(u,h.v) ≤ d(u, (g−1g′).v), ∀g′ ∈ G.

Iz leme 3.1.5 znamo da je funkcija ϕg−1 ∶ G → G, ϕg−1(g′) = g−1g′ , ∀g′ ∈ G,
bijekcija sa G u G, pa kako prolazimo elementima g′ ∈ G, funkcijom ϕg−1

¢emo dobiti sve elemente grupe G, odnosno prethodnu nejednakost moºemo
napisati kao

d(u,h.v) ≤ d(u, g′.v), ∀g′ ∈ G,
a to vrijedi jer je u vrh stabla Th. Dakle, gTh = Tgh, za sve g, h ∈ G, odnosno
{Tg ∣g ∈ G} je G-poplo£avanje stabla T .

∎

Napomena 3.4.8 U dokazu prethodne propozicije smo pokazali da je
gTh = Tgh, za sve g, h ∈ G, odnosno da je gV(Th) = V(Tgh) i gE(Th) = E(Tgh),
za sve g, h ∈ G.

Propozicija 3.4.9 Neka grupa G djeluje slobodno na stablo T i neka je
{Tg ∣g ∈ G} G-poplo£avanje stabla T iz propozicije 3.4.7. Tada je skup

S = {g ∈ G∣gV(Te) ∩ V(Te) ≠ ∅}

simetri£an skup generatora grupe G.

Napomena 3.4.10 Ako je gV(Te) ∩ V(Te) ≠ ∅, za neki g ∈ G, onda presjek
gV(Te) ∩ V(Te) sadrºi to£no jedan vrh stabla T ′, jer svake dvije razli£ite
plo£ice stabla T mogu imati najvi²e jedan zajedni£ki vrh.

Dokaz: Pokaºimo prvo da je S simetri£an. Za proizvoljan s ∈ S je

(sV(Te)) ∩ V(Te) ≠ ∅,

pa prema napomeni 3.4.10, postoji vrh w stabla T ′ takav da je

(sV(Te)) ∩ V(Te) = {w}.

Dakle, imamo da je w = s.u za neki u ∈ V(Te) i w je vrh stabla Te. Djelova-
njem na prethodnu jednadºbu sa s−1 ∈ G dobijemo

s−1.w = s−1.(s.u) = (s−1s).u = u,

odnosno s−1.w je vrh stabla Te i kako je w vrh stabla Te, slijedi da je s−1.w
vrh stabla s−1Te, odnosno (s−1V(Te))∩V(Te) ≠ ∅, pa je s−1 ∈ S, iz £ega slijedi
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da je S simetri£an.

Pokaºimo sada da S generira grupu G. Neka je g ∈ G proizvoljan. �e-
limo pokazati da se g moºe zapisati kao produkt elemenata is S. Ozna£imo
redom plo£ice stabla T kojima prolazimo jedinstvenim (g.v, v)-putom:

Tgn , Tgn−1 , . . . , Tg1 , Tg0 .

Kako kre¢emo iz vrha g.v, prva plo£ica kojom prolazimo je Tgn = Tg, jer je

d(g.v, g.v) = 0 ≤ d(g.v, g′.v), ∀g′ ∈ G,
pa se vrh g.v nalazi u Tg. Kada do�emo do vrha v, nalazimo se u plo£ici
Tg0 = Te, jer je

d(v, e.v) = d(v, v) = 0 ≤ d(v, g′.v), ∀g′ ∈ G,
pa se vrh v nalazi u Te. Tvrdimo da je svaki g−1i−1gi, za i = 1, . . . , n, jednak
nekom elementu si ∈ S. Naime, ako prolazimo redom plo£icama Tgi i Tgi−1 ,
za neki i ∈ {1, . . . , n}, onda je

V(Tgi) ∩ V(Tgi−1) = {w},

za neki vrh w stabla T ′ . Dakle, imamo da je w vrh stabla Tgi i vrh stabla
Tgi−1 . Odavde slijedi da je g−1i−1.w vrh stabla g−1i−1Tgi i vrh stabla g−1i−1Tgi−1 ,
odnosno

∅ ≠ (g−1i−1V(Tgi)) ∩ (g−1i−1V(Tgi−1)) = (g−1i−1giV(Te)) ∩ V(Te),

prema napomeni 3.4.8, pa je g−1i−1gi = si ∈ S, za sve i = 1, . . . , n. Sada, kako je

g = gn = g−10 g1g−11 g2 . . . g−1n−1gn = s1 . . . sn,

slijedi da S generira grupu G.
∎

Teorem 3.4.11 Neka grupa G djeluje slobodno na stablo T . Tada je grupa
G izomorfna nekoj slobodnoj grupi.

Dokaz: Neka je {Tg ∣g ∈ G} G-poplo£avanje stabla T iz propozicije 3.4.7 i
neka je S = {g ∈ G∣gV(Te) ∩ V(Te) ≠ ∅} simetri£an skup generatora grupe
G iz propozicije 3.4.9. Pokazat ¢emo da svaki element grupe G moºemo na
jedinstveni na£in zapisati kao reducirani produkt elemenata skupa S. Kako
S generira G, proizvoljan g ∈ G moºemo zapisati kao

g = s1 . . . sn,
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za neke s1, . . . , sn iz S. Pretpostavimo da je s1 . . . sn reducirana rije£ u S,
odnosno da je si ≠ s−1i+1, za sve i = 1, . . . , n − 1. Konstruirat ¢emo (g.v, v)-put
P1 u T ′ koji prolazi redom plo£icama:

Ts1...sn , Ts1...sn−1 , . . . , Ts1 , Te.

Ako konstruiramo takav put P1, slijedi da je s1 . . . sn jedinstveni prikaz ele-
menta g kao reduciranog produkta elemenata iz S. Naime, pretpostavimo da
g moºemo zapisati kao reducirani produkt s′1 . . . s

′

m elemenata s′1, . . . , s
′

m ∈ S,
koji se razlikuje od reduciranog produkta s1 . . . sn. Tada moºemo konstruirati
(g.v, v)-put P2 u T ′ koji prolazi redom plo£icama:

Ts′1...s
′

m
, Ts′1...s

′

m−1
, . . . , Ts′1

, Te,

ali put P2 se razlikuje od puta P1, jer prolaze razli£itim plo£icama, a to je
kontradikcija s £injenicom da je put izme�u vrhova g.v i v jedinstven. Kons-
truirajmo sada put P1. Prvo traºimo put od v do s1.v. Vrh v je vrh plo£ice
Te, a vrh s1.v je vrh plo£ice s1Te = Ts1 , prema napomeni 3.4.8. Kako je
s1 ∈ S, slijedi da plo£ice Te i Ts1 imaju jedan zajedni£ki vrh, iz £ega slijedi
da je Te ∪Ts1 stablo, pa je jedinstveni (v, s1.v)-put sadrºan u stablu Te ∪Ts1 ,
odnosno prolazi redom plo£icama Te i Ts1 . Nadalje, traºimo put od s1.v do
(s1s2).v. Vrh s1.v je vrh plo£ice s1Te = Ts1 , prema napomeni 3.4.8, a vrh
(s1s2).v je vrh plo£ice s2Ts1 = Ts1s2 , prema napomeni 3.4.8. Kako je s2 ∈ S,
slijedi da plo£ice Te i Ts2 imaju zajedni£ki vrh, pa djelovanjem sa s1, slijedi
da plo£ice Ts1 i Ts1s2 imaju zajedni£ki vrh. Odavde slijedi da je Ts1 ∪ Ts1s2
stablo, pa je jedinstveni (s1.v, (s1s2).v)-put sadrºan u stablu Ts1 ∪Ts1s2 , od-
nosno prolazi redom plo£icama Ts1 i Ts1s2 . Nakon n koraka ovog postupka
dobijemo jedinstveni (v, g.v)-put P1 koji prolazi traºenim plo£icama. Dakle,
proizvoljan g ∈ G moºemo na jedinstven na£in zapisati kao reducirani pro-
dukt elemenata iz S, odnosno grupa G je izomorfna nekoj slobodnoj grupi.

∎

Vrijedi i obrat prethodnog teorema, odnosno vrijedi sljede¢i teorem [1].

Teorem 3.4.12 Ako je grupa G izomorfna nekoj slobodnoj grupi, onda pos-
toji stablo T na koje grupa G djeluje slobodno.

Kako se u teoriji grupa dvije izomorfne grupe mogu smatrati jednakima,
onda teoremi 3.4.11 i 3.4.12 daju sljede¢u ekvivalenciju: grupa G je slobodna
grupa ako i samo ako postoji stablo na koje grupa G djeluje slobodno.
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4. Kongruencijske podgrupe

Cilj ovog poglavlja je pokazati vezu izme�u Fareyevog stabla i slobodnog dje-
lovanja grupe na stablo. Naime, navest ¢emo beskona£no mnogo podgrupa
grupe SL(2,Z) koje djeluju slobodno na Fareyevo stablo [1].

De�nicija 4.1.1, de�nicija 4.1.3 i lema 4.1.7 se mogu prona¢i u [8]. De�-
nicija 4.1.6 se moºe prona¢i u [6]. Napomena 4.1.9 se moºe prona¢i u [9]. Sve
ostale de�nicije, primjeri i teoremi se mogu prona¢i u [1].

4.1. Osnovne de�nicije

De�nicija 4.1.1 Neka grupa G djeluje na skup Ω. Skup

Gω = {g ∈ G∣g.ω = ω}

zove se stabilizator elementa ω ∈ Ω s obzirom na djelovanje . grupe G na
skup Ω.

Napomena 4.1.2 Neka grupa G djeluje na skup Ω i neka je ω ∈ Ω proizvo-
ljan. Tada vrijedi:

(1) Stabilizator Gω elementa ω je podgrupa grupe G.

(2) Niti jedan netrivijalan element grupe G ne �ksira ω ako i samo ako je
Gω trivijalna grupa.

De�nicija 4.1.3 Neka grupa G djeluje na skup Ω. Djelovanje . ∶ G×Ω→ Ω
grupe G na skup Ω je tranzitivno ako postoji element ω ∈ Ω takav da je
G.ω = Ω. Kaºemo da grupa G djeluje tranzitivno na skup Ω ako postoji
tranzitivno djelovanje grupe G na skup Ω.

Napomena 4.1.4 Neka grupa G djeluje tranzitivno na skup Ω. Tada je
G.ω = Ω, ∀ω ∈ Ω, odnosno svi elementi skupa Ω se nalaze u istoj orbiti i ta
orbita je jednaka cijelom skupu Ω.
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Sada ¢emo navesti primjer tranzitivnog djelovanja grupe na skup koje ¢e nam
biti korisno kasnije.

Primjer 4.1.5 Neka je zadana grupa SL(2,Z), Fareyev graf G, Fareyev
kompleks GT i Fareyevo stablo T . Tvrdimo da grupa SL(2,Z) djeluje tran-
zitivno na skup vrhova Fareyevog stabla T koji odgovara skupu bridova E(G)
Fareyevog grafa G i na skup vrhova Fareyevog stabla T koji odgovara skupu
trokuta T Fareyevog kompleksa GT .

Pokaºimo prvo da SL(2,Z) djeluje tranzitivno na skup bridova E(G) Fareye-
vog grafa G. Neka je . djelovanje grupe SL(2,Z) na skup V(G) de�nirano kao
u primjeru 2.1.4. Tada znamo da je preslikavanje . ∶ SL(2,Z)×E(G)→ E(G)
de�nirano s

A.(u, v) = (A.u,A.v), ∀A ∈ SL(2,Z), ∀(u, v) ∈ E(G)

djelovanje grupe SL(2,Z) na skup E(G) (djelovanje grupe SL(2,Z) na skup
V(G) i na skup E(G) oboje ozna£avamo s .). Tvrdimo da je to djelova-
nje tranzitivno. Pokazat ¢emo da se svi elementi skupa E(G) nalaze u or-
biti elementa (±(1,0),±(0,1)) ∈ E(G). Neka je (±(p, q),±(r, s)) proizvoljan
brid Fareyevog grafa G. �elimo prona¢i matricu A ∈ SL(2,Z) takvu da je

A.(±(1,0),±(0,1)) = (±(p, q),±(r, s)). Promotrimo matricu A = [p r
q s
].

Kako je (±(p, q),±(r, s)) brid Fareyevog grafa G, odnosno kako su ±(p, q) i

±(r, s) susjedni vrhovi Fareyevog grafa G, slijedi da je det([p r
q s
]) ∈ {1,−1}.

Bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je det([p r
q s
]) = 1, jer

u suprotnom moºemo odabrati (−r,−s) za predstavnika klase ±(r, s), pa do-

bijemo da je det([p −r
q −s]) = 1. Dakle, matrica A se nalazi u SL(2,Z).

Nadalje, kako je

A.(±(1,0),±(0,1)) = [p r
q s
] .(±(1,0),±(0,1)) =

= ([p r
q s
] .(±(1,0)), [p r

q s
] .(±(0,1))) =

= (±(p, q),±(r, s)),

slijedi da se brid (±(p, q),±(r, s)) nalazi u orbiti brida (±(1,0),±(0,1)), pa
kako je (±(p, q),±(r, s)) bio proizvoljan brid Fareyevog grafa G, slijedi da
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se svi elementi skupa E(G) nalaze u istoj orbiti, odnosno djelovanje . grupe
SL(2,Z) na skup bridova E(G) Fareyevog grafa G je tranzitivno.

Pokaºimo sada da SL(2,Z) djeluje tranzitivno na skup trokuta T Fareyevog
kompleksa GT . Neka je . djelovanje grupe SL(2,Z) na skup trokuta T Fareye-
vog kompleksa GT de�nirano kao u lemi 2.3.2. Tvrdimo da je to djelovanje
tranzitivno. Pokazat ¢emo da se svi elementi skupa T nalaze u orbiti elementa
{±(1,0),±(0,1),±(1,1)} ∈ T . Neka su ±(p, q) i ±(r, s) proizvoljni susjedni vr-
hovi Fareyevog grafa G. Prema lemi 2.2.1, vrhovi ±(p, q) i ±(r, s) su sadrºani
u trokutima {±(p, q),±(r, s),±(p+ r, q + s)} i {±(p, q),±(r, s),±(p− r, q − s)}.
Pokaºimo da se ti trokuti nalaze u orbiti trokuta {±(1,0),±(0,1),±(1,1)}.

Promotrimo prvo matricu A = [p r
q s
]. Kako su vrhovi ±(p, q) i ±(r, s) su-

sjedni u Fareyevom grafu G, slijedi da je det([p r
q s
]) ∈ {1,−1}. Kao i prije,

bez smanjenja op¢enitosti moºemo pretpostaviti da je det([p r
q s
]) = 1, jer

u suprotnom moºemo odabrati (−r,−s) za predstavnika klase ±(r, s), pa do-

bijemo da je det([p −r
q −s]) = 1. Dakle, matrica A se nalazi u SL(2,Z).

Nadalje, kako je

A.{±(1,0),±(0,1),±(1,1)} = [p r
q s
] .{±(1,0),±(0,1),±(1,1)} =

= {[p r
q s
] .(±(1,0)), [p r

q s
] .(±(0,1)), [p r

q s
] .(±(1,1))} =

= {±(p, q),±(r, s),±(p + r, q + s)},

slijedi da se trokut {±(p, q),±(r, s),±(p + r, q + s)} nalazi u orbiti trokuta

{±(1,0),±(0,1),±(1,1)}. Promotrimo sada matricu B = [p − r r
q − s s

]. Kako

matricu B moºemo dobiti iz matrice A dodavanjem drugog stupca matrice A

pomnoºenog s −1 prvom stupcu matrice A, slijedi da je det([p − r r
q − s s

]) = 1,
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pa je B ∈ SL(2,Z). Nadalje, kako je

B.{±(1,0),±(0,1),±(1,1)} = [p − r r
q − s s

] .{±(1,0),±(0,1),±(1,1)} =

= {[p − r r
q − s s

] .(±(1,0)), [p − r r
q − s s

] .(±(0,1)), [p − r r
q − s s

] .(±(1,1))} =

= {±(p − r, q − s),±(r, s),±(p, q)},

slijedi da se trokut {±(p, q),±(r, s),±(p − r, q − s)} nalazi u orbiti trokuta
{±(1,0),±(0,1),±(1,1)}. Dakle, djelovanje . grupe SL(2,Z) na skup trokuta
T Fareyevog kompleksa GT je tranzitivno.

De�nicija 4.1.6 Neka je G grupa te neka su H i K podgrupe grupe G. Za
g ∈ G de�niramo skup gH = {gh∣h ∈ H}. Nadalje, za g, g′ ∈ G, de�niramo
skup gHg′ = {ghg′ ∣h ∈H}. Ako postoji g ∈ G takav da je
K = gHg−1, onda kaºemo da su K i H konjugirane podgrupe grupe G i
kra¢e pi²emo K =Hg.

Lema 4.1.7 Neka grupa G djeluje na skup Ω i neka je Gω stabilizator ele-
menta ω ∈ Ω za djelovanje . grupe G na skup Ω. Tada je Gg.ω = Gg

ω, ∀g ∈ G.
Posebno, ako G djeluje tranzitivno na skup Ω, onda su svi stabilizatori me-
�usobno konjugirane podgrupe grupe G.

Dokaz: Odaberimo proizvoljan g ∈ G i zatim uzmimo neki g′ ∈ Gg.ω Tada
je g′.(g.ω) = g.ω, iz £ega slijedi da je (g−1g′g).ω = ω, pa je g−1g′g ∈ Gω.
Odavde slijedi da postoji h ∈ Gω takav da je g−1g′g = h, iz £ega dobivamo da
je g′ = ghg−1 ∈ Gg

ω. Dakle, Gg.ω ⊆ Gg
ω. Obratno, neka je g′ ∈ Gg

ω proizvoljan.
Tada postoji h ∈ Gω takav da je g′ = ghg−1, iz £ega slijedi da je
g−1g′g = h ∈ Gω, odnosno (g−1g′g).ω = ω, pa je g′.(g.ω) = g.ω. Dakle,
g
′ ∈ Gg.ω, pa je Gg

ω ⊆ Gg.ω, odnosno Gg.ω = Gg
ω. Posebno, ako G djeluje

tranzitivno na skup Ω, onda prema napomeni 4.1.4 slijedi da se svi elementi
skupa Ω nalaze u istoj orbiti, pa su svi stabilizatori me�usobno konjugirane
podgrupe grupe G.

∎

De�nicija 4.1.8 Za neki prirodan broj m, sa SL(2,Z)[m] ozna£imo jezgru
homomor�zma

f ∶ SL(2,Z)→ SL(2,Zm),
de�niranog s

f([a b
c d
]) = [a(mod m) b(mod m)

c(mod m) d(mod m)], ∀ [
a b
c d
] ∈ SL(2,Z),
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odnosno

SL(2,Z)[m] = {[a b
c d
] ∈ SL(2,Z) ∶ f([a b

c d
]) = [1 0

0 1
]} =

= {[a b
c d
] ∈ SL(2,Z) ∶ a, d ≡ 1(mod m), b, c ≡ 0(mod m)}.

Grupa SL(2,Z)[m] zove se glavna kongruencijska podgrupa nivoa m
(Za svaki prirodan broj m, SL(2,Z)[m] je grupa, jer je jezgra homomor-
�zma normalna podgrupa domene tog homomor�zma, odnosno SL(2,Z)[m]
je normalna podgrupa grupe SL(2,Z)).

Napomena 4.1.9 Neka je G grupa, H podgrupa grupe G, Ω neki skup i G
neki graf. Tada vrijedi:

(1) Ako je . ∶ G ×Ω→ Ω djelovanje grupe G na skup Ω, onda je restrikcija
preslikavanja . na H ×Ω djelovanje grupe H na skup Ω.

(2) Ako je . ∶ G×V(G)→ V(G) djelovanje grupe G na skup vrhova grafa G
koje £uva susjednost vrhova grafa G, onda je restrikcija preslikavanja
. na H × V(G) djelovanje grupe H na skup vrhova V(G) grafa G koje
£uva susjednost vrhova grafa G.

4.2. Slobodno djelovanje grupa na Fareyevo stablo

Sljede¢i teorem nam daje beskona£no mnogo podgrupa grupe SL(2,Z) koje
djeluju slobodno na Fareyevo stablo.

Teorem 4.2.1 Za svaki prirodan broj m ≥ 3, grupa SL(2,Z)[m] je izomor-
fna nekoj slobodnoj grupi.

Dokaz: Neka je m ≥ 3 neki prirodan broj te neka su zadani Fareyev graf G,
Fareyev kompleks GT i Fareyevo stablo T . Prema (2) iz napomene 4.1.9, res-
trikcija djelovanja . grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T iz primjera 2.3.5
na SL(2,Z)[m] × V(T ) je djelovanje grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo
T (koje ¢emo isto ozna£avati s .). Dovoljno je pokazati da je djelovanje .
grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T slobodno, jer onda prema teoremu
3.4.11 slijedi da je SL(2,Z)[m] izomorfna nekoj slobodnoj grupi.

Pokaºimo prvo da niti jedan netrivijalni element grupe SL(2,Z)[m] ne �ksira
niti jedan vrh Fareyevog stabla T . Prema (2) iz napomene 4.1.2, dovoljno
je pokazati da je stabilizator svakog vrha Fareyevog stabla T trivijalna grupa.
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Promotrimo prvo vrhove Fareyevog stabla T koji odgovaraju bridovima Fa-
reyevog grafa G. Neka je v vrh Fareyevog stabla T koji odgovara bridu
(±(1,0),±(0,1)) Fareyevog grafa G, odnosno v = (±(1,0),±(0,1)). Odre-
dimo stabilizator vrha v s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z) na Fa-

reyevo stablo T . Proizvoljna matrica A = [a b
c d
] ∈ SL(2,Z) ¢e preslikati

vrh v u samoga sebe ako mu preslika svaki kraj u samoga sebe ili ako mu
preslika svaki kraj jedan u drugoga. Ako matrica A preslika svaki kraj vrha

v u samoga sebe, onda je [a b
c d
] .(±(1,0)) = ±(1,0) i [a b

c d
] .(±(0,1)) =

±(0,1), iz £ega slijedi da je ±(a, c) = ±(1,0) i ±(b, d) = ±(0,1), odnosno
a, d ∈ {1,−1} i c = b = 0. Dakle, matrice koje stabiliziraju vrh v za ovaj

slu£aj su [1 0
0 1
], [1 0

0 −1], [
−1 0
0 1

] i [−1 0
0 −1], ali det([

1 0
0 −1])= −1 ≠ 1 i

det([−1 0
0 1

])= −1 ≠ 1, pa nam ostanu matrice [1 0
0 1
] i [−1 0

0 −1]. S druge

strane, ako matrica A preslika svaki kraj vrha v jedan u drugoga, onda je

[a b
c d
] .(±(1,0)) = ±(0,1) i [a b

c d
] .(±(0,1)) = ±(1,0), iz £ega slijedi da je

±(a, c) = ±(0,1) i ±(b, d) = ±(1,0), odnosno b, c ∈ {1,−1} i a = d = 0. Dakle,

matrice koje stabiliziraju vrh v za ovaj slu£aj su [0 1
1 0
], [ 0 1
−1 0

], [0 −1
1 0

] i

[ 0 −1
−1 0

], ali det([0 1
1 0
])= −1 ≠ 1 i det([ 0 −1

−1 0
])= −1 ≠ 1, pa nam ostanu

matrice [0 −1
1 0

] i [ 0 1
−1 0

]. Dobili smo da je stabilizator vrha v Fareyevog

stabla T s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T

jednak {[1 0
0 1
] , [−1 0

0 −1] , [
0 −1
1 0

] , [ 0 1
−1 0

]}. Sada, kako −1 /≡ 1(mod m)

i 1 /≡ 0(mod m), slijedi da jedina matrica iz tog skupa koja se nalazi u

SL(2,Z)[m] je [1 0
0 1
], odnosno stabilizator ovog vrha v Fareyevog stabla T

s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T je trivi-
jalna grupa.

Pokaºimo sada da su stabilizatori svih ostalih vrhova Fareyevog stabla T koji
odgovaraju bridovima Fareyevog grafa G, s obzirom na djelovanje . grupe
SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T , trivijalne grupe. Neka je w proizvo-
ljan vrh Fareyevog stabla T koji odgovara bridu Fareyevog grafa G. Prema
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primjeru 4.1.5, grupa SL(2,Z) djeluje tranzitivno na skup svih vrhova Fa-
reyevog stabla T koji odgovaraju bridovima Fareyevog grafa G, pa postoji
matrica M ∈ SL(2,Z) takva da je M.v = w, gdje je v = (±(1,0),±(0,1)) i .
je djelovanje grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T . Sada, prema lemi 4.1.7,
imamo da je

GM.v =MGvM
−1, (4.1)

gdje su GM.v i Gv stabilizatori elemenata M.v i v s obzirom na djelovanje .
grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T . Pretpostavimo da stabilizator elementa
w s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T nije
trivijalna grupa, odnosno pretpostavimo da postoji N ∈ SL(2,Z)[m]w. Tada
se taj N nalazi i u GM.v, pa iz relacije (4.1) slijedi da se elementM−1NM na-
lazi u Gv. Nadalje, kako je SL(2,Z)[m] normalna podgrupa grupe SL(2,Z),
slijedi da se elementM−1NM nalazi i u stabilizatoru SL(2,Z)[m]v elementa
v s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T , a to
je kontradikcija s £injenicom da je SL(2,Z)[m]v trivijalna grupa. Dakle,
SL(2,Z)[m]w je trivijalna grupa, za proizvoljni vrh w Fareyevog stabla T
koji odgovara bridu Fareyevog grafa G.

Promotrimo sada vrhove Fareyevog stabla T koji odgovaraju trokutima Fa-
reyevog kompleksa GT . Neka je v vrh Fareyevog stabla T koji odgovara
trokutu {±(1,0),±(0,1),±(1,1)} Fareyevog kompleksa GT , odnosno
v = {±(1,0),±(0,1),±(1,1)}. Sli£no kao prije, dobije se da je stabilizator vrha
v s obzirom na djelovanje . grupe SL(2,Z) na Fareyevo stablo T jednak

{[1 0
0 1
] , [−1 0

0 −1] , [
0 1
−1 1

] , [0 −1
1 −1] , [

−1 1
−1 0

] , [1 −1
1 0

]}.

Sada, kako je −1 /≡ 1(mod m) i ±1 /≡ 0(mod m), slijedi da jedina matrica

iz tog skupa koja se nalazi u SL(2,Z)[m] je matrica [1 0
0 1
], odnosno sta-

bilizator ovog vrha v Fareyevog stabla T s obzirom na djelovanje . grupe
SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T je trivijalna grupa. Sada, sli£no kao prije,
koriste¢i primjer 4.1.5 i lemu 4.1.7, dobije se da su stabilizatori svih vrhova
Fareyevog stabla T koji odgovaraju trokutima Fareyevog kompleksa GT tri-
vijalne grupe.

Za kraj, pokaºimo da djelovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T
ne �ksira niti jedan brid Fareyevog stabla T . Djelovanje . grupe SL(2,Z)[m]
na Fareyevo stablo T �ksira neki brid e Fareyevog stabla T ako mu preslika
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svaki kraj u samoga sebe ili ako mu preslika svaki kraj jedan u drugoga. Dje-
lovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T ne moºe preslikati kraj
brida e u samoga sebe jer smo pokazali da su stabilizatori vrhova Fareyevog
stabla T trivijalne grupe. Nadalje, kako je djelovanje . grupe SL(2,Z)[m]
na Fareyevo stablo T de�nirano tako da preslikava brid Fareyevog grafa G
u brid Fareyevog grafa G i trokut Fareyevog kompleksa GT u trokut Fareye-
vog kompleksa GT , te kako je jedan kraj svakog brida Fareyevog stabla T
brid Fareyevog grafa G, a drugi kraj trokut Fareyevog kompleksa GT , slijedi
da djelovanje . grupe SL(2,Z)[m] na Fareyevo stablo T ne moºe preslikati
jedan kraj nekog brida Fareyevog stabla T u drugi kraj tog brida. Dakle,
grupa SL(2,Z)[m] djeluje slobodno na Fareyevo stablo T .

∎
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Zaklju£ak

Zapo£eli smo s de�nicijom grafa i osnovnim svojstvima grafova i grupa. Uveli
smo Fareyev graf pomo¢u relacije ekvivalencije de�nirane na skupu svih pri-
mitivnih elemenata od Z2. Pokazali smo da specijalna linearna grupa djeluje
na Fareyev graf i opisali smo konstrukciju Fareyevog grafa. Zatim smo de-
�nirali Fareyev kompleks i pokazali da specijalna linearna grupa djeluje na
skup trokuta Fareyevog kompleksa. Nadalje, de�nirali smo Fareyevo stablo
i pokazali da je Fareyevo stablo zaista stablo, te smo dokazali da specijalna
linearna grupa djeluje na Fareyevo stablo, ali to djelovanje nije slobodno. Na
kraju drugog poglavlja smo napisali bilje²ku o Johnu Fareyu Sr. i pokazali
vezu izme�u Fareyevog stabla i Fareyevog niza. Tre¢e poglavlje smo zapo£eli
s pojmovima metrike najkra¢eg puta i podgrupom generiranom podskupom.
Zatim smo de�nirali slobodnu grupu i dokazali da je ona zaista grupa. Poka-
zali smo teorem koji kaºe da je grupa G izomorfna nekoj slobodnoj grupi ako
ona djeluje slobodno na neko stablo T , koriste¢i odre�eno G-poplo£avanje
stabla T i speci�£ni simetri£an skup generatora grupe G. Na kraju smo
de�nirali beskona£no mnogo podgrupa specijalne linearne grupe i dokazali
teorem koji kaºe da je svaka ta podgrupa izomorfna nekoj slobodnoj grupi,
jer svaka od tih podgrupa djeluje slobodno na Fareyevo stablo.
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