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Poglavlje 1
Sazetak

U ovome radu predstavljamo matematicke strukture i alate linearne algebre koji se ko-
riste u modernim rac¢unalnim sustavima renderiranja trodimenzionalne grafike. Potrebe
za njihovim uvodenjem motivirane su primjerima problema s kojima se ra¢unalni pro-
grami susre¢u pri implementaciji sustava. Predstavljeni su prostori u koje ¢emo smjestiti
predmete koje Zelimo renderirati i alati koji omoguc¢uju manipuliranje njima.

Klju¢ne rijec¢i: vektorski prostori, euklidski prostori, renderiranje, afine tran-

sformacije, homogene koordinate



Poglavlje 2

Uvod

Tema ovog zavrsnog rada je primjena alata linearne algebre u podrucju rac¢unalne grafike.
Kako bismo ih mogli primijeniti, potrebno je poznavati objekte nad kojima ¢e oni djelovati
(tocke i vektori u prostoru).

Ukratko ¢emo predstaviti jedan od osnovnih nacina generiranja trodimenzionalne ra-
¢unalne grafike (rasterizacija) i zatim povezati potrebe takve metode sa matematickim
strukturama. Te strukture ¢éemo redom definirati i objasniti razli¢ite prostore u kontekstu
grafike koje oni modeliraju. Navest ¢emo definiciju samih transformacija i neka njihova
pozeljna svojstva.

Na kraju ¢emo definirati sve transformacije (translacija, rotacija, skaliranje, refleksija,
smicanje, projekcije) i predstaviti probleme koji se s njima javljaju. Kod translacije je
to problem mnoZenja njene matrica sa ostalima ($to rjeSavamo uvodenjem homogenih
koordinata), kod rotacije je to rotacija oko proizvoljnog pravca, a kod projekcija je to

projiciranje nezeljenih predmeta.



Poglavlje 3
Objekti u renderiranju

Renderiranje 3D grafike je prikazivanje trodimenzionalne scene koja se sastoji od ¢vr-
stih predmeta (prozirnih ili neprozirnih), izvora svjetlosti, fluida, i drugih elemenata na
dvodimenzionalnom zaslonu korisnika. Metoda renderiranja koju ¢u predstaviti pokusava
modelirati fizicke procese ljudskog vida - slika scene koju osoba moze vidjeti nastaje kao
posljedica refleksije zraka svjetlosti od predmeta u prostoru prema ljudskom oku. Stoga,
kao polazni element stvaranja sustava renderiranja potrebna nam je kamera, odnosno
ljudsko oko, koju ¢emo apstrahirati kao jednu tocku u euklidskom prostoru i smjestiti u
ishodiSte trodimenzionalnog realnog koordinatnog sustava. U ovaj prostor ¢emo takoder
smjestiti i predmete u sceni, koje ¢emo morati matematicki zapisati.

Najcesc¢i nacin zapisa predmeta je koriStenjem trokuta. Osnovni oblici kojima izraza-
vamo predemete u prostoru nazivamo primitivama (engl. primitives). Naime, modeli koje
¢emo smjestiti u scenu, neovisno o njihovoj kompleksnosti (zakrivljenosti, broju diskonti-
nuiteta), sastavljeni su od mreze trokuta. Oni mogu biti sastavljeni i od drugih poligona
ili ¢ak biti izrazeni matematickim jednadzbama, ali tema ovog rada biti ¢e ogranicena
na trokute. Tako izrazene predmete tada mozemo smjestiti u koordinatni sustav gdje ¢e
vrhovima svakog trokuta biti pridruzene trodimenzionalne koordinate.

Potrebno je jos modelirati i le¢u kamere: u koordinatni sustav smjestit ¢emo ravninu
koja ¢e sluziti kao podloga na koju ¢emo projicirati predmete. Kako je le¢a kamere
ogranicene povrsine, kasnije ¢emo ograniciti i povrSinu na koju projiciramo. Projekciju
objekata mozemo vrsiti na dva nacina: kao ortografsku projekciju i kao perspektivnu
projekciju. Sliku na zaslonu dobivamo kao presjek pravaca koji prolaze kroz ishodiste i

kroz tocke objekta sa ravninom na koju ih projiciramo.



3.1 Osnovni matematicki objekti

Kao $to je prethodno bilo navedeno, predmeti u sceni sastavljeni su od mreze trokuta, a
svaki trokut sastavljen je od tri tocke. U ovom dijelu rada uvodimo matematicku podlogu

potrebnu za razumijevanje tih elemenata.

Definicija 3.1.1. Neka je F polje. Neprazan skup V na kojem su definirane dvije opera-
cije
+:V XV =V (zbrajanje vektora) i
. F xV =V (mnoZenje vektora skalarom)
naziva se vektorskim prostorom ako vrijede sljedeéa svojstva:
(VP1) Va,b,ce V)(a+b)+c=a+ (b+c).
(VP2) Postoji element 0 € V takav da je a+0=0+a = a, za svaki a € V.
(VP3) Za svaki a € V postoji jedinstven element ' € V takav da je a+a’ = a'+a = 0.
Element o' je suprotni element od a i oznacava se sa —a.
(VP4) (VYa,b € V)a+b=>b+a.
(VP5) (Va,b € V)(VYA € F) ANa+ b) = Aa + \b.
(VP6) (Va € V)(VA\,u € F) (A + p)a = Aa + pa.
(VP7) (Va € V)(VA\,u € F) (Apw)a = A(pa).
(VP8) VaeV)1l-a=a.

FElemente vektorskog prostora nazivamo vektorima, a elemente polja F skalarima.[2]

Za potrebe osnovne racunalne grafike, za polje skalara F uzimamo polje R realnih

brojeva te promatramo realne vektorske prostore.

Definicija 3.1.2. Neka je A neprazan skup, V wvektorski prostor nad poljem F, a
v:AXA—-YV
preslikavanje sa sljedecim svojstvima:
(A1) (VP € A)Va e V)(3IQ € A)v(P, Q) = a.
(A2) (VP,Q,R € A)v(P,Q) +v(Q, R) =v(P, R).
Uredenu trojku (A, V,v) nazivamo afinim prostorom nad V, a njegove elemente nazi-

vamo tockama. [3]

Svaki vektorski prostor V je afini prostor nad samim sobom shvatimo li elemente od

V kao tocke i definiramo preslikavanje v: A X A — V' s
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v(a,b) =b—a (3.1)

Svojstva (A1) i (A2) iz definicije afinog prostora lako se provjere.

Definicija 3.1.3. Neka je (A, V,v) afini prostor i P,Q € A. Uredeni par tocaka (P, Q)
nazivamo orijentiranom duZinom i oznacavamo ]@ Pritom je P pocetna, a Q)

kragnja tocka orijentirane duZine ]@

Definicija 3.1.4. Neka je F polje realnih brojeva, V vektorski prostor nad poljem F, a
s: VXV =F
preslikavanje sa sljedecim svojstvima:
(S1) s(a,b) = s(b,a).
(52) s(Aa,b) = As(a,b).
(53) s(a+b,c) = s(a,c)+ s(b,c).
(S4)a#0 = s(a,a) > 0.
Prethodne tvrdnje vrijede za svaki 1zbor vektora a,b,c € V i skalara A € F. Preslikavanje

s nazivamo skalarnim mmnoZenjem.[3]

Definicija 3.1.5. Uredeni par (V,s) vektorskog prostora V i skalarnog mnoZenja na tom

prostoru nazivamo unitarnim prostorom./5]
Sada kona¢no mozemo navesti definiciju euklidskog prostora.

Definicija 3.1.6. Afini prostor E kojemu je pridruZen unitaran prostor U i preslikavange
v:EXE — U sa svojstvima:

(E1) (VT € E)(Yv € U)(JQ € E)v(P,Q) = v.

(E2) (VP,Q,R € E)v(P,Q) + v(Q, R) = v(P, R).

nazivamo euklidskim prostorom.

3.1.1 Afine transformacije

Prije definicije afinih transformacija, potrebna nam je definicija linearnih operatora.

Definicija 3.1.7. Neka su U i 'V vektorski prostori nad istim poljem ¥, a f : U =V

neko preslikavanje. KaZemo da je to preslikavanje linearnt operator ako ima sljedeca



svojstva:
(LO1) f(a+b) = f(a)+ f(b),Va,b e U.
(LO2) f(aa) = af(a),VYa € F,Va € U.[3]

Prije navodenja afinih transformacija koje se koriste u ra¢unalnoj grafici, istaknimo
neka njihova svojstva. Linearne operatore i afine transformacije zapisujemo koristeci
matrice, stoga ¢emo poistovjetiti svojstva operatora i svojstva matrica. U nastavku po-
drazumijevamo da su matrice kvadratne (imaju isti broj redaka i stupaca).

Sljedeci teorem opravdava nam mogucénost komponiranja viSe transformacija u jednu

i time uStedu na brzini renderiranja.
Propozicija 3.1.1. Kompozicija linearnih operatora je linearni operator.

Dokaz 3.1.1. Neka su f : V. — W ¢ g: U — V linearnt operatori t h = f o g. Tada za
proizvoljne x,y € V i o, B € F vrijedi:

h(az + By) = (f o g)(ax + By) = flglaz + By)] = flag(x) + Ba(y)] = aflg(z)] +
Bflg(@)] = alfog)(x) + B(f o 9)(y) = ah(zx) + Bh(y).

Stoga, operator h je linearan, pa je kompozicija linearnih operatora opet linearni operator.[]

Cesto se javlja potreba za vracanjem iz jednog prostora u drugi (iz prostora kamere
u prostor svijeta, i iz prostora svijeta u prostor modela), pa da bismo to mogli u¢initi,

potrebna nam je sljedec¢a definicija.

Definicija 3.1.8. Za matricu A € M,, kaZemo da je regularna (invertibilna) matrica
ako postoji matrica B € M, takva da je AB = BA =1.
Ovdje M, oznacava skup kvadratnih matrica dimenzija n x n (n € N), a I oznacava
jedini¢nu matricu istih dimenzija.[2]

Sljedece dvije definicije daju nam brze i efikasne nacine pronalaska inverza odredenih

tipova matrica.

Definicija 3.1.9. Transponirana matrica matrice A = (a;;), A € M,,,,, je matrica
B = (b)), € M., za koju je b = aj;, Vi € {1,...,m},j € {1,...,n}, gdje sun im

prirodni brojevi. Matricu B oznacavamo s AT,

Definicija 3.1.10. Matrica A € M,, je ortogonalna ako vrijedi AAT = ATA =1, 5.

ako je njen inverz jednak njenoj transponiranoj matrica.



Ukoliko znamo da su matrice s kojima radimo ortogonalne, tada umjesto racunanja
njihovih inverza, $to moze biti dugotrajan proces, mozemo uzeti njihove transponirane

matrice.

Definicija 3.1.11. Neka su V i V' wvektorski prostori and istim poljem F, a A i A’
afini prostori nad V i V', redom. Preslikavanje f, je afino preslikavanje ako postoji

tocka O € A i linearno preslikavanje f : V. — V' tako da vrijedi NT € A) f ﬁ

J(O) (T L4

Propozicija 3.1.2. Afino preslikavanje ne ovisi o izboru tocke O.

Dokaz. Neka je O toc¢ka razli¢ita od O. Tada vrijedi:
>

OV Fu(T5 = F.(ON (O 5+fa( VTS = — Jo(O) [l O + Fu(O) FulT) = — F(OO) +
f(OT) = f(OT — 00) = f(O'T)

Propozicija 3.1.3. Svaki linearni operator je afino preslikavange.

Dokaz. Neka su V i V' vektorski prostori nad poljem F i f : V — V'. Po (3.1),
svaki vektorski prostor je afini prostor nad samim sobom. Tada je f afino preslikavanje s
pridruzenim linearnim operatorom f jer vrijedi:

@) f(@s) = f(xs) = flar) = flas — 1) = f(FTTD), Yo, 25 € VO[]

Propozicija 3.1.4. Neka su A, A’ i A" afini prostori nad vektorskim prostorima V, V' i
V", redom. Neka su f, : A — A’ i g, : A" — A" afina preslikavanja. Tada je kompozicija

9o © fo: A — A" takoder afino preslikavangje i g o [ je njemu pridruZen linearni operator.

Dokaz. Sa

h(XY) = (g0 0 fa(X))(ga © fu(Y))

—
za sve XY € V definiran je operator h: V. — V”.
Za sve XY € A vrijedi

WEXY) = 0l fa(X)) g fa(V)) = 9(F ()L (Y)) = g(F(XY)) = (g0 FH(XT),

pa je h = go f. Stoga je h, kao kompozicija linearnih operatora, linearni operator.
Preslikavanje g, o f, je tada prema (3.2) afino preslikavanje s pridruzenim operatorom h,
odnosno g o f.0J[5]

Ako zelimo transformirati objekt na zaslonu, na svaki od vrhova tog predmeta primi-
jenit ¢emo jednu od zeljenih afinih transformacija, odnosno koordinate toc¢ke T" pomnozit

¢emo matricom afine transformacije.
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3.1.2 Homogene koordinate

Kada zZelimo transformirati predmet u prostoru koriStenjem afinih transformacija, na sve
njegove tocke djelujemo istim transformacijama. Kako bismo skratili vrijeme i broj po-
trebnih izracuna i operacija racunala, asocijativnhost mnozZenja matrica nam omogucava
da mnozenjem svih afinih transformacija niz mnozenja svedemo na jedno, umjesto da
na svaku tocku djelujemo redom svakom matricom. Ovdje nam ¢injenica da je transla-
cija operacija vektorskog zbrajanja onemoguc¢ava uStedu vremena. Kako bi rijesili ovaj
problem, umjesto da koristimo trodimenzionalne koordinate tocke u prostoru, proSirimo
ih do ¢etverodimenzionalnih tako da za zadnju, dodatnu koordinatu tocke postavimo 1.
Ukoliko neka od transformacija promijeni posljednju koordinatu tocke, normalizirat ¢emo
cijeli vektor tako da tu koordinatu vratimo na 1. Ovakav matematicki objekt opisuje

sljedeca definicija.

Definicija 3.1.12. Definirajmo na skupu tocaka prostora E* relaciju ekvivalencije ~ na
sljedeci nacin:

(21,29, 3,24) ~ (Y1,Y2,Y3,41) <= (A€ R —{0}) (Vi€ 1,2,3,4)z; = \y;.
Klasu ekvivalencije (x1,x9,23,24) nazivamo skupom homogenih koordinata vektora

predstavnika i oznacavamo s [y, Ta, x3, x4).[4]

Bitno je naglasiti da ¢emo posljednju koordinatu pozicije vrha normalizirati na 1,
dok ¢emo posljednju koordinatu vektora normale vrha (¢iju ¢emo ulogu kasnije opisati)
normalizirati na 0. Razlog tome je to Sto zelimo razlikovati poziciju i vektor normale vrha
i to Sto na vektore normale ne djelujemo istim transformacijama s kojima djelujemo na

pozicije.

3.2 Racunalni objekti u renderiranju

S prethodnim definicijama sada imamo potreban alat za opisivanje ¢vrstih tijela koje Ze-
limo renderirati. Svaki trodimenzionalan predmet sastoji se od mreze trokuta, i svaki
trokut od tri vrha, stoga je svaki predmet opisan pomocu niza trodimenzionalnih tocaka,
tj. svaki predmet je smjesten u E3, trodimenzionalni realni euklidski prostor. Medutim,
same koordinate vrhova ne pruzaju nam dovoljno podataka za realan prikaz slike pa sva-

kom vrhu pridruzujemo i trodimenzionalni vektor normale. Taj vektor normale koristimo
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na sljede¢i nacin: on nam daje tangencijalnu ravninu na predmet u tom vrhu. U vidu
diferencijalne geometrije, pridruzivanje vektora normale vrhu predmeta nije moguée posto
je to tocka gdje ploha predmeta nije diferencijabilna, ali mrezu trokuta ¢emo promatrati
kao apstrakciju stvarne topologije predmeta. Pojedina¢ni vektor normale koristimo za-
jedno s dva preostala vektora normale trokuta, pa koristenjem interpolacije mozemo doéi
do novog vektora normale u bilo kojoj tocci unutrasnjosti i ruba trokuta. Tako bismo npr.
sferni trokut mogli opisati koriStenjem samo tri tocke i tri njihova odgovarajuca vektora

normale (umjesto aproksimiranja plohe sfere koristenjem velikog broja toc¢aka).

3.2.1 Sjencanje

Ovaj nacin apstrahiranja plohe predmeta opravdan je tehnikom generiranja grafike koja se
zove sjencanje (engl. shading). Na$ konacan cilj je bojanje piksela od kojih je sastavljena
slika, a to postizemo algoritmima i jednadzbama koje modeliraju refleksiju svjetlosti od
povrsine predmeta. Vektori normala nam tada omogué¢uju izracunati kut pod kojim zraka
svietlosti pogada povrsinu predmeta, te s obzirom na odabranu jednadzbu sjencanja,

odrediti boju piksela koji odgovara tocki u kojoj je predmet pogoden.
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Poglavlje 4
Rasterizacija

Uz poznavanje osnovnih pojmova (kamera, ravnina zaslona i objekti u sceni) sada mozemo
objasniti principe rasterizacije.

Pri rasterizaciji, prvo ¢emo odrediti sve objekte koji se nalaze u sceni koju zelimo
prikazati, pa ¢emo te objekte projicirati na zaslon. Kod ovog koraka je potrebno uvesti
ogranicenu povrsinu zaslona - ne Zelimo prikazivati objekte koji se nalaze iza kamere.
Ogranic¢imo li povr§inu zaslona na pravokutnik, sada kroz vrhove tog pravokutnika i kroz
ishodiste mozemo definirati lijevu, desnu, gornju i donju ravninu. Istovremeno bismo
trebali ograni¢iti udaljenost do koje ¢emo renderirati objekte (nije potrebno renderirati
objekte koji se nalaze "daleko") §to moZemo uciniti tako da ispred ravnine zaslona (engl.
near plane) stavimo jo§ jednu, daleku ravninu (engl. far plane). Geometrijsko tijelo
dobiveno s tih Sest ravnina je krnja Cetverostrana piramida (engl. frustum).

Ukoliko se predmet ili dio predmeta nalazi unutar frustuma, projicirati ¢emo odgo-
varajuce trokute na ravninu zaslona. Nakon odredivanja vidljivih predmeta, podaci o
vrhovima mreze trokuta predmeta procesuiraju se pojedinac¢no. U ovom koraku mozemo
primijeniti jednadzbe sjencanja. One ¢e tada koristiti samo podatke vezane uz same vr-
hove, ne uz tocke unutar trokuta, te ¢e mijenjati te iste podatke (npr. mozemo koristiti
vektore normale tih vrhova kako bismo odredili mjeru u kojoj svjetlost doprinosi vidlji-
vosti i boji vrhova). Nakon procesuiranja vrhova, slijedi procesuiranje trokuta. U ovom
koraku takoder mozemo koristiti jednadzbe sjencanja, medutim sada ¢emo promatrati i
unutrasnje i rubne tocke trokuta te procesuirati svaku od njih zasebno. Njihove vrijednosti

vektora normala dobivamo prethodno spomenutim metodama interpolacije. *

1Ovdje mozemo koristiti sustav baricentri¢nih koordinata svakog pojedina¢nog trokuta.
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Slika 4.1: Frustum
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Poglavlje 5

Afine transformacije

5.1 Prostori modela, svijeta i kamere

U uobic¢ajenom modelu trodimenzionalnog renderiranja, gotovo nikada neéemo konstru-
irati cijelu scenu sa svim objektima u istom koordinatnom sustavu. Graficki dizajneri
¢e u racunalnim programima prvo u zasebnom koordinatnom sustavu dizajnirati modele
predmeta - taj ¢emo ortonormirani koordinatni sustav nazivati prostorom modela. Or-
tonormirani koordinatni sustav u koji ¢emo smjestit sve predmete u naSoj sceni nazvat
¢emo prostorom svijeta ili prostorom scene. Svaki pojedinacni predmet stavit éemo u
ishodiste tog koordinatnog sustava, prilagoditi njihovu veli¢inu, po Zelji rotirati, te zatim
staviti na mjesto gdje zelimo. Izmedu ova dva koraka prirodno se javlja potreba za nizom
transformacija koje izvrS8avamo nad mrezom trokuta modela predmeta. Te transforma-
cije izrazavamo matricom koju nazivamo matricom modela (engl. model matriz) i to je
najcesc¢e prva matrica kojom ¢emo djelovati na predmet.

Konacan prostor koji imenujemo je prostor kamere. Naime, kameru i njen odgova-
rajuéi frustum takoder promatramo kao predmet u prostoru svijeta. Predmetu kamere
pridruzena su i tri vektora: vektor usmjeren prema naprijed, prema gore i prema desno,
i oni tvore ortonormirani koordinatni sustav. Zbog jednostavnosti koju nam to pruza
kod projiciranja, sve predmete u sceni zelimo smjestiti u koordinatni sustav gdje je "oko"
kamere u sredistu, a koordinatne osi odgovaraju trima vektorima pridruzenih predmetu
kamere. Ovaj proces takoder prirodno motivira potrebu za niz transformacija nad mre-
zama trokuta predmeta, a rezultiraju¢u matricu nazivamo matricom pogleda (engl. view

matriz).
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Konacna transformacija koju éemo vrsiti nad mrezama trokuta predmeta je projekcija,
¢iju odgovarajuéu matricu nazivamo matricom projekcije (engl. projection matriz). Kako
je redoslijed mnozenja matrica bitan, konac¢an niz operacija glasi: vrhove prvo mnozimo

matricom modela, zatim matricom pogleda i zatim matricom projekcije.

5.2 Translacija

Translacija je transformacija koja svakoj komponenti tocke daje odredeni pomak. U ra-
¢unalnoj grafici ona prenosi objekt na novu poziciju na ekranu. Neka je T € E? tocka
s koordinatama T'(x¢, yo, 20). Tada njoj jednozna¢no pridruzujemo to¢ku 7" danu s ko-

ordinatama T"(xq, Yo, 20, 1). Neka je sada tr € R?® vektor translacije s koordinatama

—

tr = (try, try,tr.). Njemu jednoznacno pridruzujemo matricu T'(£r):

0 tr,

R 0 try
T(tr) =

tr,

0 1

o o o =
o o = O
—_

. Pomnozimo li sada radijus-vektor to¢ke 7" matricom T(¢r) dobivamo:

_1 0 0 trx- -:1:0- _xo + trx-
0 1 0 try Yo|  |Yottry
0 0 1 tr, . 20 - zo + tr,
000 1 1 1

Promotrimo li sada tocku u E? kojoj je pridruZena dobivena toc¢ka, vidimo da je to
(2o + t70y Yo + try, 20 + t72) = (20, Y0, 20) + (tra,try,tr.) = T + tr. Prikazemo li sada
matrice preostalih afinih transformacija kao njihove tipi¢ne trodimenzionalne matrice ko-
jima je dodana jedinica na koordinatu (4,4) i 0 na preostale koordinate u ¢etvrtom retku i
¢etvrtom stupcu, omoguéili smo mnozenje matrica svih afinih transformacija, ukljucujuéi

i translacije.

5.3 Rotacija

Transformacija rotacije djeluje na vektor ili tocku (djeluje na radijus-vektor tocke) tako

da ju rotira s obzirom na pravac koji prolazi kroz ishodiste. Ovdje ¢emo redom navesti
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matrice rotacije oko x, y, i z-osi. Neka je T' € E3 tocka. Tada su matrice rotacije oko

odgovarajucih osi za kut ¢:

1 0 0 0
R, (6) = 0 c?s(gb) —sin(¢) 0
0 sin(¢p) cos(¢p) O
_0 0 0 1_
| cos(¢) 0 sin(¢) 0-
0 1 0 0
Ry(¢) = )
—sin(¢) 0 cos(¢p) 0
I 0 0 0 1_
[cos(9) —sin(¢) 0 0]

0 0
0 0

0 0
sin(¢)  cos(¢) 0 0
10
0 1

Lako je provjeriti da su sve ove matrice ortogonalne.

5.4 Skaliranje

—

Matrica skaliranja (engl. scaling matriz) S(5),5 € R® 5 = (ss, sy, s,) skalira objekt
faktorima s,, s, i s, redom duz osi x, y i z. Nju koristimo kako bismo objekt povecali ili
smanjili: $to je s;,i € {x,y,2} vedi, to se objekt vise skalira u tom smjeru. Ako je bilo

koja od komponenti jednaka 1, ne dolazi do promjene u tom smjeru.

s 00 0
0 s, 00
S(5) =
0 0 s. 0
0 0 0 1

Koeficijenti skaliranja mogu biti bilo koji realni brojevi, no u ra¢unalnoj grafici posebno
kod izrade racunalnih igara, koristi se skaliranje pozitivnim brojevima.
Ukoliko vrijedi da je s, = s, = s, kazemo da je skaliranje uniformno ili izotropno. U

suprotnom kazemo da je neuniformno ili anizotropno.
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Refleksiju mozemo promatrati kao specijalan slucaj skaliranja kada je jedna ili su sve
tri komponente vektora § negativne.

Ako su dvije komponente negativne, dobivamo matricu rotacije.

5.5 Smicanje

Posljednja klasa afinih transformacija koju ¢éemo spomenuti je smicanje (engl. shear) i
to je jedna od glavnih transformacija u racunalnoj grafici. Postoji Sest matrica smicanja:
H,,(5), H,.(5), H,.(5), Hy.(5), H.,(5) i H,,(5). Prvi indeks oznazava koordinatu koja
¢e biti izmijenjena matricom, dok drugi indeks oznacava koordinatu u ¢ijem smjeru se

vr$i smicanje. Primjer matrice H,.(s):

_ o O O

o o o
o O = O
S = O

5.6 Projekcije

Prije nego mozemo prikazati objekte u sceni na zaslonu potrebno ih je projicirati na blisku
stranu frustuma. Dvije vrste projekcije koje éemo spomenuti su perspektivna projekcija
i ortografska projekcija. U ovome poglavlju, pretpostavit ¢emo da kamera gleda u smjeru

negativne z-osi, da je y-os usmjerena prema gore, a x-os prema desno. '
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Slika 5.1: Ortografska projekcija

5.6.1 Ortografska projekcija

Kod ortografske projekcije, frustum kamere mijenjamo obi¢nim kvadrom. Ortografska

projekcija P, dano matricom

o o o =
o o = O
o o o O
- o O O

ne mijenja x i y koordinate tocke i postavlja njenu z koordinatu na 0, odnosno projicira
na ravninu z = 0.

Medutim, ova transformacija djeluje na sve predmete u prostoru svijeta, ukljuc¢ujuci i
one koji se nalaze "iza" kamere, tj. one koje ne bismo zeljeli vidjeti. Ono Sto bismo tada
zeljeli je ograniciti vrijednosti x, y, i z koordinata vrhova koje ¢emo projicirati na neke
intervale. Toc¢nije, z koordinate ¢emo ograniciti na vrijednosti izmedu udaljenosti bliske
ravnine od ishodi$ta, §to ¢emo oznaditi s n (od engl. near), i daleke ravnine od ishodista,
Sto ¢emo oznaciti s f (od engl. far). Primijetimo, kako kamera gleda u negativnom smjeru
z-08i, vrijedit ¢e n > f. Dodatno ¢emo oznaciti i donju ravninu frustuma s b (od engl.
bottom), gornju ravninu s t (od engl. top), lijevu ravninu s [ (od engl. left) i desnu ravninu
sr (od engl. right). Tada matricu ortografske projekcije mozemo izraziti koristec¢i uredenu

Sestorku (1,7, b,t,n, f). Ovdje trojke (I,b,n) i (r,t, f) oznacavaju dijagonalno suprotne

!Dogovor o orijentaciji kamere ovisi o APIju (engl. Application Programming Interface) koristenom za,
komunikaciju s GPUom (engl. Graphics Processing Unit). U ovome radu koristimo orijentaciju kamere

koristenu u OpenGLu danu pravilom desne ruke.
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vrhove kvadra unutar kojeg se nalaze predmeti koje zelimo renderirati.

U APlevima se projekcija vrsi tako da se (u slu¢aju ortografske projekcije) kvadar
kamere preslika u AABB (engl. Azis-Aligned Bounding Box). AABB je kvadar &ji se
normalni vektori stranica poklapaju sa kanonskim vektorima baze koordinatnog sustava.
Tu kocku mozemo opisati pomocu dvije trojke koordinata dijagonalno suprotnih vrhova,
kao §to smo prethodno u¢inili i sa kvadrom kamere. Te trojke AABBa ovise o koriStenom
APIu: kod OpenGLa, to su (—1,—1,—1) i (1,1,1), dok su kod DirectXa to (—1,—1,0)
i (1,1,1). Nakon transformacije kvadra kamere u AABB, dobivene koordinate vrhova
unutar kvadra nazivamo normaliziranim koordinatama uredaja (engl. normalized device
coordinates). Razlog ovoj transformaciji je brze i to¢nije odredivanje crhova koji se moraju
projicirati.

Dvije transformacije koje tada vr§imo su translacija kvadra u ishodiste koordinatnog
sustava, i skaliranje za prilagodavanje veli¢ina. U konac¢nici, matrica ortografske projekcije

kakva se koristi u ra¢unalnim sustavima Py glasi:

2 0 0 0||1L 00 —Hr 2 0 0o -
0 % 0 0[|010 —tb 0o % o0 -
Py = S(3) T(tr) = S fi = S ;j’
0 0 £ 0|00 1 &~ 0 0 5 —Fr
0 0 0 1/|000 1 0 0 0 1

Strogo matematicki gledano, ovo nije matrica projekcije (lako je vidjeti da je inverti-
bilna $to matrica ortografske projekcije nije). U modernim sustavima, projekcija se vrsi
na GPUu automatski tako da se vrhovi van dobivenog AABB odbacuju, pa se preostali
vrhovi projiciraju na ravninu koja prolazi to¢kom (0,0, —1) paralelnu s xy-ravninom (to
se sada lako postize postavljanjem z koordinate vrhova na -1). Rezulat te projekcije je

ono $to ée biti renderirano.

5.6.2 Perspektivna projekcija

Za razliku od ortografske projekcije koja se koristi u slucajevima gdje je potreban tocan

prikaz udaljenosti i odnosa izmedu predmeta u scena, perspektivna projekcija modelira

nacin na koji vidimo svijet - objekti koji su udaljeni od kamere izgledaju manje.
Izvedimo sada matricu perspektivne projekcije na ravninu z = —d, d > 0. Koordinatni

sustav orijentiran je kao i prije, dok se kamera nalazi u sredistu koordinatnog sustava.
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Neka je s p = (pu, py,p.) dana tocka koju ¢emo projicirati, te neka je s ¢ = (qs, gy, —d)

oznacena rezultantna tocka.

Slika 5.2: Perspektivna projekcija

Tada sa slike 5.2 moZemo vidjeti sli¢ne trokute Oqqy i Oppx (gdje je tocka O ishodiste
koordinatnog sustava) i dobiti jednadzbe

x _d T
Pz 2 P

Izrazi za ostale koordinate od ¢ glase:

g, = —d -~
Y -

q. = —d.

Konac¢no, dobivamo izraz matricu perspektivne projekcije P,:

10 0 0
01 0 0
P, =
00 1 0
00 -1 0

Ova matrica ¢e djelovati na dodatnu, ¢etvrtu koordinatu pozicije vrhova, i vjerojatno ju
promijeniti iz dogovorene jedinice, ali kako koristimo homogene koordinate to nam ne

predstavlja problem - jednostavno podijelimo sve koordinate s tom novom vrijednosti:

Ty

T, T

T Iy
y : EU

T,

z Tw
Ty 1
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Slika 5.3: Transformacija frustuma perspektivne projekcije

U praksi, kako smo kod ortografske projekcije transformirali kvadar u standarizirani
AABB, ovdje ¢emo transformirati prethodno spomenuti frustum, te ¢emo opet koristiti
oznake Sestorke (I,r,b,t,n, f). Prakti¢na matrica perspektivne projekcije P,, kakva se

koristi u racunalnim sustavima, tada glasi:

U
szof—"bgig 0
(00 -1 0 |

Nakon primjene ove transformacije na vrh, ¢etvrta koordinata pozicije bit ¢e promije-

njena pa ¢emo opet morati podijeliti sve koordinate s novom vrijednosti.
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Poglavlje 6
Zakljucak

Definiranje matematickih struktura i povezivanje racunalnih objekata s njima omogucuje
nam koristenje naprednih alata (transformacija) i s time ostvarivanje naprednijih grafickih
efekata. Od velike koristi je sposobnost uocavanja kada nam te strukture omogucuju
uvelike pojednostaviti i ubrzati cijeli proces renderiranja, kao Sto nam to omogucuju
vektori normala vrhova. Umjesto da koristimo veliki broj vrhova za opisivanje povrsine
predmeta, to mozemo uciniti s malim brojem. Klju¢no je i proSirenje trodimenzionalnih
prostora na Cetverodimenzionalne: ono nam omogucuje veliku uStedu u brzini izracuna
slozenih matrica transformacija. Uvodenje dodatne koordinate takoder nam omogucuje i
laksi rad sa matricama projekcija.

Veliki dio matematickih procesa prilikom renderiranja, tijekom godina razvoja i is-
trazivanja, je standardiziran i implementiran u samom hardveru tako da sam programer
¢esto nece imati doticaja sa dijelovima sustava. Medutim, poznavanje koristenih alata
je od klju¢ne vaznosti jer tada mozemo donijeti odluke koje ¢e ubrzati i poboljsati nase

sustave te omoguciti daljnje istrazivanje kompleksnijih struktura i alata.
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