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Sazetak

U radu je prikazana primjena nizova u financijskoj matematici. Opisana je primjena
geometrijskog i aritmetickog niza u kamatnom ra¢unu pri ¢emu je razmatran dekur-
zivni ili anticipativni nac¢in obracuna. Opisana je i na primjerima ilustrirana pri-
mjena Taylorovog reda kod tri vrste vrijednosnih papira. Preciznije, u odredivanju
vrijednosti obveznice u prozvoljnom vremenskom trenutku zatim u odabiru opti-
malnog portfelja kod vrijednosnih papira s rizikom poput dionica i zaklju¢no, u
procujeni cijene opcija.

Kljuéne rijeci: Aritmeticki niz; geometrijski niz; kamata; dekurzivni obracun;
anticipativni obrac¢un; Taylorov red, vrijednosni papir; obveznica; opcija; dionica



1 Uvod

U suvremenom poslovnom svijetu, razli¢ite industrije kao Sto su investicijske banke,
komercijalne banke te osiguravajuc¢a drustva, koriste kompleksne matematicke me-
tode kako bi optimizirale svoje poslovanje. Kroz primjenu financijske matematike,
ovi sektori ne samo da minimiziraju troskove i procjenjuju moguce gubitke, veé¢ i
aktivno upravljaju rizicima, strukturiraju portfelje te procjenjuju vrijednosti izve-
denih vrijednosnih papira. Ovaj integrirani pristup poslovanju naglasava vaznost
ekonomskih modela koji se oslanjaju na matematicke funkcije kao kljuéne alate u
analizi i predvidanju poslovnih rezultata te uspjeha.

Pojam niza temeljni je koncept u matematici i predstavlja funkciju definiranu
na skupu prirodnih brojeva. Buduéi da varijabla funkcija koje se koriste u financij-
skoj analizi predstavlja vrijeme (npr. dane, mjesece ili godine), nizovi se prirodno
koriste za pracenje promjena odredene velicine kroz vrijeme. Kod predvidanja vri-
jednosti u buduénosti, vaznu ulogu ima odredivanje grani¢cnog ponasanja niza, od-
nosno pojma limesa, a takoder i pojam reda. Primjerice, ako napravimo ulog uz
neku kamatu, vazno je razumjeti kako ¢e se dobit povecavati tijekom vremena. Za
procjenu dobivene vrijednosti uloga nakon odredenog vremenskog razdoblja koris-
timo kamatni racun (jednostavni ili sloZeni). Kako se u takvim ulozima u svakom
vremenskom periodu vrijednost dobiti povecava za neki fiksan iznos, jasno je da ce
ulogu u odredivanju nepoznatih vrijednosti imati aritmeticki niz. Kod ulagatelja se
nerijetko javlja potreba za odredivanjem vrijednosti obveznice ili nekog drugog uloga
u razlit¢itim vremenskim periodima. Iako postoji matematicki izraz pomocu kojeg
se te vrijednosti odreduju, ponekad ponovno izracunavanje vrijednosti funkcije moze
biti rac¢unalno zahtjevno te se stoga moze koristi prikaz funkcije pomoc¢u Taylorovog
reda.

Cilj ovog rada je predstaviti i opisati neke od brojnih primjena nizova i re-
dova u financijskoj matematici. U drugom, poglavlju razmatramo pojam niza i
reda te neke osnovne pojmove vezane uz njih. Opisujemo osnovne karakteristike
nizova sa specificnim obiljezjima poput aritmetickog i geometrijskog niza. Nada-
lje, prikazujemo primjenu spomenutih nizova u kamatnom racunu i ilustriramo na
primjerima. Tocnije, prikazujemo vrijednosti glavnica odredenih pomoc¢u slozenog
kamatnog racuna kao geometrijski niz te opisujemo anticipativni i dekurzivni nacin
obracuna kamata. U cetvrtom poglavlju navodimo primjenu redova, tocnije pri-
mjenu Taylorovog reda u financijskoj analizi obveznica kao i drugih vrijednosnih
papira poput opcija i dionica.



2 Nizovi 1 redovi

2.1 Niz i konvergencija

Neka je S neprazan skup. Funkciju a : N — S zovemo niz u S. U ovom radu
promatrat ¢emo nizove realnih brojeva, odnosno nizove za koje je S =R. Zan € N
pisemo «a(n) =: a,, 1 nazivamo n-tim ¢élanom niza.

Definicija 2.1. Za niz realnih brojeva (o), kazemo da konvergira prema a € R
ako

(Ve > 0)(3n. € N)(Vn € N)(n > n. = |a, — o] <¢) (1)

Tada a zovemo limes ili granic¢na vrijednost niza (o, ),

Kazemo da je niz realnih brojeva (a,), ogranicen ako postoji M > 0 tako da
vrijedi |ay,| < M, za svaki n € N. Na skupu realnih brojeva konvergentan niz u R je
ogranicen. Medutim, obrat opéenito ne vrijedi.

Neki nizovi imaju specificna obiljezja; ako je npr. razlika izmedu svaka dva
susjedna ¢lana jednaka, kazemo da je niz aritmeticki. Preciznije, niz brojeva (ay, ),
je aritmeticki niz ako postoji realni broj d takav da je o, — a,,_1 = d, za svaki
n > 2. Broj d zovemo razlika ili diferencija. 1z gornje definicije lako se uoci da se
op¢i ¢lan niza «, moze izraziti pomocu prvog clana i razlike na sljedeci nacin:

a,=a;+(n—1)d, neN. (2)

Primjer 2.1. Jedan aritmeticki niz je: 3,5,7,9,11.... Ovdje razlika iznosi 2, od-
nosnod=2,a; =3tea,=3+(n—1)-2,neN.

Uoc¢imo da aritmeticki niz s diferencijom razli¢itom od 0 nije ogranicen pa onda
divergira u +o0 ili u —oo, ovisno o predznaku te diferencije.

Osim razlike, mozemo zahtijevati da je omjer svaka dva susjedna ¢lana stalan.
Takav niz zovemo geometrijski niz. Preciznije, niz brojeva (a,), je geometrijski niz,
ako postoji realan broj g # 0 takav da za svaki prirodni broj n > 1 vrijedi

A
Qp—1
Uo¢imo da je tada a, = a,_1¢ = ... = a1 ¢" 1. Dakle, opéi ¢lan geometrijskog niza
moze se izraziti kao
an=0a1¢""", neN. (3)

Primjer 2.2. Primjer geometrijskog niza je: 3,6,12,24,48.... Ovdje je a1 = 3,
g=2tea,=3-¢",neN.

Geometrijski nizovi su konvergentni ako su konstantni, odnosno ako je omjer
svaka dva uzastopna ¢lana jednak jedan (¢ = o = 1,) tada konvergiraju prema
¢lanu ay, ili ako je |g| < 1, tada konvergiraju prema 0). Inace su divergentni.



2.2 Redovi realnih brojeva

Proizvoljan niz realnih brojeva (), generira novi niz (s, )., gdje je

n
sn:E ag, n € N.
k=1

Red je uredeni par ((ap)n, (Sn)n) nizova (o), 1 (Sy)n. Element o, zovemo opéi ¢lan
reda, a s, je n-ta parcijalna suma reda. Kada postoji lim s, = S € R, kazemo da
n—oo

red konvergira i da je S suma reda. Tada pisemo:

Ako je (ay), geometrijski niz, tada red ¢iji je opéi clan «,, zovemo geometrijski red.
o [ee]

Promotrimo geometrijski red Z ¢ = Z q". Za q =1 ocito vrijedi sy = k pa

n=1 n=0
je Zq”’l = Z 1" = +o00. Iz
n=1 n=1
k

A+a+@++q" ++d"H1-q)=1-¢",

za q # 1 slijedi

Za |q| < 1 vrijedi ¢* — 0 pa geometrijski red konvergira i vrijedi

- 1
Zq"‘l = lim s, = ——.
—t k—o00 1-— q

Za qg>1je Zq”fl = 400, a za ¢ < —1 niz (s;) nema limes.
n=1
Postoje i vizualni dokazi formule za sumu geometrijskog reda (4). Na slici
oznacen je pravokutan trokut s katetama duljine 1,1 — r, te pravokutan trokut sa

katetama duljine 1,1+ r 4+ 72 + 73 + .. .. Navedeni trokuti su sliéni te iz proporci-
onalnosti stranica slijedi izraz za sumu geometrijskog reda
2, .3 1
I+r+ri4r +...:1_T. (5)

U skladu s oznakama na slici [1, trokuti STP i PQR su pravokutni. Kako je pravac
kojem pripada duzina PT transverzala pravaca kojima pripadaju duzine PQ i ST,
vrijedi da je <STP = <PQR pa su prema K-K-K teoremu o slicnosti trokuta trokuti
STP i PQR sliéni. Stoga imamo:

171 _ |PQ)
P3|~ QR

>



iz cega slijedi ().

Slika 1: Vizualni dokaz formule za sumu geometrijskog reda



3 Primjena aritmetickog i geometrijskog niza u
kamatnom racunu

3.1 Kamatni racun i primjena

Zamislite da ste odlucili uloziti novac u banku na odredeno vremensko razdoblje
(Stednja) ili ste odluéili koristiti novéana sredstva iz banke (zajam, kredit). Taj pro-
ces je vazan poslovni odnos koji je reguliran zakonima i ugovorom. Prije ugovaranja
takvih ili slicnih poslova, potrebno je dobro poznavati pojmove koji su potrebni za
njihovo ugovaranje. Jedna od najbitnijih stavki jest kamata. Kamata se najcesce
objasnjava kao naknada za raspolaganje tudim novcem. One se uvijek obracunavaju
za neki osnovni vremenski interval, koji nazivamo razdoblje ukamacivanja ili razdob-
lje kapitalizacije (najcesée jedna godina). Kamatna stopa je iznos koji zajmodavac
naplac¢uje za upotrebu imovine (novca) izrazen u postotku glavnice. Kamatna stopa
se obi¢no definira na godisnjoj razini poznata i kao godiSnja postotna stopa. Pod
pojmom kamatna stopa podrazumijeva se iznos koji se pla¢a za 100 novéanih jedi-
nica za neki osnovni vremenski interval. Ukoliko je zadana vrijednost glavnice C uz
kamatnu stopu ¢, tada ¢emo iznos jednostavnih kamata K odrediti tako da koristeci
postotni racun odredimo postotni iznos na zadanu glavnicu.

Jednostavne kamate se izracunavaju na dva nacina: dekurzivno ili anticipativno
i najcesce se obracunavaju kod financijskih poslova. Anticipativni nacin obracuna
kamata znaci da se njihov obracun vrsi i isplacuje ili pribraja unaprijed za neko vre-
mensko razdoblje, pri c¢emu se kamate obrac¢unavaju od konac¢ne vrijednosti iznosa.
Ovaj na¢in mozemo ilustrirati kao na slici [2a]

C+ Ky

A +———X
-—
| ————

(a) Anticipativni na¢in obra¢una (b) Dekurzivni na¢in obracuna

Slika 2: Ilustracija obra¢una kamata

Dakle, na pocetku jedinicnog radoblja duznik je posudio iznos C' uz kamatnu
stopu q. Zbog navedene posudbe duznik ¢e odmah platiti kamate u iznosu

_Cq

¢ 100
a osnovni dug u iznosu C' vratiti ¢e na kraju razdoblja. Kamata se uvijek racuna
na iznos kojim se raspolaze na pocetku razdoblja, ali se u tom trenutku, kada se
primjenjuje gore navedeni na¢in obracuna, taj iznos umanjuje za kamate. Iznos treba

vratiti na kraju jedini¢nog razdoblja, pa tada u definiciji koristimo drugi termin.

Dekurzivni nacin obracuna kamata znaci da se njihov obracun vrsi i isplacuje ili
pribraja danom iznosu C' na kraju danog vremenskog razdoblja, pri ¢emu se kamate
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obrac¢unavaju od pocetne vrijednosti iznosa. Ovaj nac¢in mozemo ilustrirati kao sto
je prikazano na slici 2b] Dakle, na pocetku razdoblja, duznik je posudio iznos C uz
kamatnu stopu p. Duznik ¢e na kraju razdoblja platiti kamate u iznosu

C-p
100

4=

uz pocetni dug C'.

3.2 Jednostavni kamatni racun i aritmeticki niz

Jednostavni kamatni racun se koristi ako se kamate izracunavaju na istu, pocetnu
glavnicu za svako razdoblje ukamacivanja. Uoc¢imo da kamate za neko vremensko
razdoblje predstavljaju postotni dio glavnice koji duznik mora platiti kao naknadu
za koriStenje posudenog novca.

Neka je C' glavnica, p(G) fiksni godisnji kamatnjak, a n broj godina. Zelimo
odrediti iznos kamate K, ako racunamo jednostavnim kamatnim racunom, pri cemu
podrazumijevamo da se kamate obracunavaju i pripisuju ili ispla¢uju na kraju svake
godine. Kao sto smo ranije spomenuli, kamate predstavljaju postotni dio glavnice,
pa ih odredujemo iz razmjera

K :C =p(G) : 100,

odnosno o o
K — ﬂ
100

Dakle, iznos kamate za prvu godinu je K1 = Cfb(()G ). Kako se kamate koristenjem jed-

nostavnog kamatnog racuna za svako razdoblje ukamacivanja racunaju na pocetnu
glavnicu C, vrijedi da su to kamate i za svaku narednu godinu, odnosno za bilo
koju od n razmatranih godina. Drugim rije¢ima, jednostavne kamate za n godina n
puta su ve¢e od kamate za jednu godinu. Tada je iznos ukupne kamate za n godina
jednak

C-p(G)-n

— (6)
100

Kako je rije¢ o jednostavnom, godisnjem i dekurzivnom ra¢unu, konacna vrijednost

glavnice na kraju prve godine iznosi

01200+M:Co-(1+p(G)).

K =

100 100

Nakon druge godine iznosit ¢e

B Co-p(G) p(G) Co-p(G) 2-p(G)
Co=Chi 100 = Co 50 ) T 100 =Co- (1 100 /)’

te na kraju n-te godine

On:00-<1+%<0®>. (7)



Mozemo uociti da konacne vrijednosti glavnice na kraju svake godine ¢ine aritmeticki
niz (C,,), gdje je prvi ¢lan a; = Cy, a razlika je

g o p(G)
100

Primjer 3.1. Izracunajmo kona¢nu vrijednost glavnice na koju ¢e narasti glavnica
od 5000,00€, ako je oroc¢ena na 4 godine uz godisnju kamatnu stopu od 5%. Obracun
provodimo dekurzivnim jednostavnim kamatnim rac¢unom.

Poznata nam je vrijednost glavnice, Cy = 5000, 00. Takoder znamo i broj godina,
n =4 te p(G) = 5. Kada poznate vrijednosti uvrstimo u formulu , dobivamo

4.5
- 1 =) = )
C4 = 5000 ( + 100) 6000, 00€

Uoc¢imo, odredivanjem glavnice za svaku godinu, dobijemo aritmeticki niz iznosa u
eurima:

5250, 5500, 5750, 6000, 6250...

Mozemo odrediti i ukupne kamate prema formuli @

50005 -4
n 100

K = 1000.

Ovako definiran kamatni racun zovemo kamatni racun od 100, medutim u slucajevima
kada je poznata vrijednost glavnice uvecane ili umanjene za iznos kamata, a po-
trebno je odrediti iznos glavnice ili kamata, koristimo kamatni racun wvise ili niZe
sto. Kre¢emo od osnovnog razmjera za jednostavni kamatni racun od 100

C:100 = K : (p(G) - n).
Tada slijedi
C: K =100: (p(G)-n).

Nadalje, prema svojstvu razmjera koje kaze da razmjer ostaje valjan ako se zbroj
(razlika) ¢lanova lijevog omjera odnosi prema zbroju (razlici) ¢lanova desnog omjera
kao Sto se odnose po redu clanovi lijevog prema ¢lanovima desnog omjera, imamo

(C+K): (100 £p(G)-n)=C":100,
odnosno
(C+K):(100£p(G)-n)=K:(p(G)-n).
Iz ovih razmjera za vrijeme odredeno godinama slijedi izraz za kamate K

(C+K) p(G)n

K pumy
100 £ p(G) - n

Ukoliko je vrijeme zadano u mjesecima imamo

(C+K) -p(G)-m

K= 500 tp(G)-m ©)

9



Primjer 3.2. Neka osoba danas posudi 5000€ uz uvjet da ¢e taj iznos vratiti za
godinu dana. Ako je dogovoren dekurzivni na¢in obracuna uz godisnji kamatnjak
q(G) = 8.5, koliko i kada ¢e duznik morati platiti da bi podmirio dug na ugovoreni
nacin?

S obzirom da je dogovoren dekurzivni nacin obracuna, duznik mora platiti ka-
mate u iznosu

_C-q  5000-8.5

Kq
100 100

= 425.

3.3 Slozeni kamatni racun i geometrijski niz

SlozZene kamate su kamate koje se izracunavaju za svako razdoblje kapitalizacije od
promjenljive glavnice, tj. uz kamate glavnice obracunavaju se i kamate na kamate.
Kao i kod jednostavnog kamatnog racuna, obracun moze biti dekurzivan ili antici-
pativan. Slozene kamate primjenjuju se kod financijskih operacija koje traju duze
od godinu dana.

3.3.1 Dekurzivni nac¢in obracuna

Dekurzivni obracun kamata je obracun kamata na kraju razdoblja ukamacivanja od
promjenjive glavnice s pocetka tog razdoblja. Pri obracunu slozenih kamata u sva-
kom razdoblju ukamacivanja tijekom vremena kapitalizacije glavnica je promjenjiva.
Budu¢i da je obracun kamata dekurzivan, godisnji i slozen, konacna je vrijednost
glavnice na kraju prve godine

Co - p(G) p(G)
= R S /S A I [T s Sl
Gr=Cot T
na kraju druge godine ¢e iznositi
PG\
—C,-(1+ 222
Cy = Co ( + 100) )
te na kraju n-te godine:
p(G)\"
C,=0C,y- (1 , 10
0 ( N 100) (10)

Navedene vrijednosti glavnice ¢ine geometrijski niz (C),), gdje je pocetni ¢lan a; =
Co, a ¢ = 1+5;. Opdi clan a,41 je konacna vrijednost glavnice na kraju n-te godine,

tj. Cn = apy1. Broj r = 1+ {5 zovemo dekurzivni kamatni faktor. Uvrstavanjem

tog izraza u formulu imamo

Cp,=0Cy-1". (11)
Tada ukupne kamate za slozeni dekurzivni nacin obracuna dobivamo prema

I =C, —Cyp. (12)

Primjer 3.3. Neka osoba ulozi iznos od 12000, 00€. Kolika ¢e biti vrijednost tog
uloga nakon 8 godina, ako je kamatnjak 5%?

10



Poznato nam je, Cy = 12000, n = 8 te p(G) = 5. Ako uvrstimo dane informacije
u formulu , imamo

5 8
Co=12000- (14— ) = 17729.47.
8 ( + 100) !

Stoga je vrijednost uloga nakon 8 godina jednaka 17729, 47€.

3.3.2 Anticipativni nac¢in obrac¢una

Anticipativni obra¢un kamata je obra¢un kamata na pocetku razdoblja ukamacivanja.
Kod obra¢una kamata u svakom razdoblju ukamacivanja tijekom trajanja kapitali-
zacije glavnica se moze mijenjati, odnosno promjenjiva je. Promatramo vrijednosti
od pocetka uplate do kraja n-te godine. Vrijednost glavnice racunajué¢i pomocu
anticipativnog nacina, za prvu godinu je

C1-q(G) 100

COZCl_Wa pa je 01:CO'M7

za drugu godinu iznosit ¢e

Cy - q(G) _ 100 100 2
-, — 22 17 tad S Ay o A
Cr=Co= =gy pajetada Co=Cr 5 e = Co- { T 4@ )
te za n-tu godinu
e =c, & _,

100

100 100 "
=G 00— 4@ (100—q<G)> |

Prethodno definirane vrijednosti glavnice ¢ine geometrijski niz (C,), pri ¢emu je prvi
¢lan a; = Cy, kvocijent je ¢ = %S(G)’ a konacna vrijednost na kraju n-te godine
je opéi ¢lan niza. Kako je a, = a;¢" ! opéi ¢lan geometrijskog niza, imamo

C = Cp- (1001—#2(@»” (13)

iz cega slijedi

3.4 Proracunske tablice

Proracunske tablice su koristan alat za rjesavanje financijskih problema jer se jasno
vidi napredak ulaganja, uc¢inak promjene kamatnih stopa ili plac¢anja. Provedimo
malo istrazivanje pomoc¢u proracunske tablice slozenih kamata. Kada istrazujemo
opcije s financijskim problemom, takvo istrazivanje na engleskom nazivamo ”what
if analysis”.

Kako povecavamo broj razdoblja uracunavanja, kamata se za svako razdob-
lje smanjuje,a povecavanjem godiSnje kamatne stope, kamata za svako razdoblje
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Ulozeni iznos 5000
Godisnja kamatna stopa 14
Razdoblje 12
Razdoblje po mjesecima | Pocetno stanje | Kamate | ZavrSno stanje
1 5000,00 58,33 5058,33
2 5058,33 59,01 5117,35
3 5117,35 59,70 5177,05
4 5177,05 60,40 5237,45
5 5237,45 61,10 5298,55
6 5298,55 61,82 5360,37
7 5360,37 62,54 542291
8 542291 63,27 5486,17
9 5486,17 64,01 5550,18
10 5550,18 64,75 5614,93
11 5614,93 65,51 5680,44
12 5680,44 66,27 5746,71

Tablica 1: Proracunska tablica

raste. Vrijednosti u c¢elijama C6, ..., C'17 izrac¢unali smo pomocu formule: C4
1,...,12, a vrijednosti u ¢elijama D17, za svaki
i = 0,...,17 kao sumu Bi + Ci. Mijenjanjem gore navedenih vrijednosti, promi-

(Bi - B2/100)/B3 za svaki i =

jeniti ¢e se i vrijednosti u tablici.
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4 Primjena Taylorovog reda u financijskog mate-
matici

U ovom ¢emo poglavlju opisati primjenu Taylorovovog reda u financijskoj ana-
lizi obveznica. Obveznice su vrijednosni papiriE], one nisu Stednja, ali jesu jedan
oblik ulaganja. Predstavljaju vrstu zajma pri kojem ulagatelj u obveznice posuduje
novcana sredstva izdavatelju na odredeno razdoblje. U zamjenu za nov¢ana sred-
stva izdavatelj obveznica ulagateljima placa kamatu (kupon) u unaprijed odredenim
vremenskim intervalima (obi¢no jednom godisnje ili polugodisnje) i vraca glavnicu
na datum dospijeca, okoncavajuéi zajam. Tipicni izdavatelji obveznica su drzave,
jedinice lokalne samouprave i kompanije. Opisat ¢emo kako primjena Tayloro-
vog reda omogucuje analiticarima da pristupe obveznicama na jednostavniji nacin,
olakSavajuci proucavanje njihove vrijednosti.

Teorem 4.1 (Taylorov teorem). Pretpostavimo da za n € N funkcija f : I — R, c €
I ima neprekidnu derivaciju f"*Y na I = (a,b). Tada za prozivoljnu tocku x € I
postoji tocka & = £(z), £ € (¢, z) takva da je

_ . fk(c) k fn—H(f) n+1
f(x)—];:% (@ =¢) +m($—0) : (14)
Polinom s desne strane jednakosti zovemo Taylorov polinom n-tog stupnja
funkcije f u okolini tocke c. Red ) %(w —¢)",n € N zovemo Taylorov red,

a Taylorovi polinomi predstavlja n-tu parcijalnu sumu Taylorovog reda. Taylorov
_ e (z — )+

(n+1)!
predstavlja ostatak (pogresku aproksimacije). Taylorov red funkcije f oko tocke ¢
konvergira prema f na I ako i samo ako r,(z) konvergira prema 0, kada n — oo za

svaki x iz I. U tom slucaju vrijedi:

f(x):f(c)+#(x—c)+%(!c)(x—c)2+--- ) (15)

polinom n-tog stupnja oznacavamo s T,,(f, c;x), a izraz r,(x)

4.1 Primjena u procjeni vrijednosti obveznica

Pokazimo sada kako se Taylorov red moze upotrijebiti u analizi obveznica.

Primjer 4.1. Pretpostavimo da je neka osoba odlucila uloziti u nulkuponsku obvez-
nicu. Glavnica obveznice je 100€, a dogovoreno je da prinos iznosi 5% te trajanje
obveznice 30 godina. Osoba koja je ulozila u obveznice zeli znati koliko ¢e u kojem
vremenskom trenutku iznositi njena vrijednost.

Najprije moramo odrediti funkciju h koja predstavlja vrijednost obveznice u ne-
kom trenutku. Varijabla t funkcije h predstavlja vrijeme. Glavnica obveznice je
100€, a prinos 5% znaci da svake godine ulagatelj dobije 5% od glavnice. Medutim,

Y Virijednosni papir je jednostrani pravni akt u obliku isprave ili elektronickoga zapisa koji
ovlasteniku daje pravo na ostvarenje nekoga imovinskoga prava, odnosno kojim se izdavatelj obve-
zuje ispuniti neku imovinskopravnu obvezu.
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prinos se smanjuje kako obveznica stari te je rije¢ o kontinuiranom prinosu. Kontinu-
irani prinos obveznice odnosi se na prinos koji investitori ostvaruju kroz vremensko
razdoblje tijekom trajanja obveznice. Umjesto da se promjene u prinosu prate u dis-
kretnim vremenskim intervalima, kao sto su dnevni ili godisnji prinosi, kontinuirani
prinos uzima u obzir prinos koji se neprekidno mijenja tijekom vremena. Kada se
promatra vrijeme na ovaj nacin, koristimo eksponencijalnu funkciju, odnosno prinos
od 5% zapisujemo kao e~%%. Nadalje, trajanje obveznice je 30 godina, §to znaci da
je ukupno razdoblje 30 godina, pa imamo e~%%(0=t) odje (30 — t) predstavlja broj
godina koje su prosle od pocetka trajanja obveznice. Sada dobivamo:

f(t) — 100670.05(30725).

100 - ¢ %0 = 100
t =30

t=10

100 - ¢ 0530 29 3130

Slika 3: Vrijednosti obveznice prve i tridesete godine

Sada ako ulagatelj, primjerice, zeli odrediti vrijednost obveznice nakon 16 godina,
pomocu funkcije h moze to izracunati uvrstavanjem poznatih vrijednosti:

f(16) = 100 - e~005(0-16) 5 49 6585

Medutim, u financijskom svijetu, ponovno izracunavanje vrijednosti zadane funk-
cije, izravno, moze biti poprilicno racunalno skupo. Aproksimacija funkcije pomoéu
Taylorovih polinoma je brza za izracunavanje, $to je posebno korisno u rac¢unalnim
simulacijama i modeliranju. Pritom mozemo procijeniti koliko je dobra aproksima-
cija funkcije u odredenom intervalu oko zadane vrijednosti.

Pokazimo to na primjeru odredivanja vrijednosti f(16.5), odnosno vrijednosti
obveznice nakon 16.5 godina, pri ¢emu koristimo aproksimaciju linearnom funkcijom
vezanu uz od prije poznatu vrijednostu f(16). Drugim rije¢ima, trazimo pravac koji
najbolje aproksimira funkciju f u okolini te tocke. Budué¢i da je pravac zadan
pomocu jednadzbe

y=ar+0b
pri ¢emu je a nagib pravca, a koeficijent b predstavlja odsjecak na y-osi, imamo
g(t) = at +b. Pretpostavimo da su vrijednosti funkcija f i g u tocki ¢t = 16 jednake,
odnosno da je f(16) = ¢g(16). U tom slucaju, taj pravac predstavlja tangentu na
graf funkcije f. Kada trazimo nagib pravca koji predstavlja tangentu grafa, trazimo
nagib tangente. Znamo da je ta vrijednost jednaka prvoj derivaciji funkcije u zadanoj
tocki. Stoga je a = f'(16). Rjesavanjem sustava

a = f'(16)
f(16) =a-16 +b
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dobivamo ¢(t) = 2.4829¢ + 9.9321, odnosno g(16.5) = 50.8995.

Slika 4: Aproksimacija linearnim polinomom

Na slici 4{ mozemo uociti kako je za vrijednosti domene koje su u okolini tocke ¢ =
16 odstupanje vrijednosti funkcije g od f relativno malo, medutim udaljavanjem od
¢ = 16 odstupanje vrijednosti funkcije g od funkcije f je sve vece. Pogledajmo sada
kako izgleda aproksimacija kvadratnom funkcijom. Koristimo kvadratnu funkciju

h(t) = at® + bt + c
gdje je a vodedi, b linearni i ¢ slobodni ¢lan. Najprije odredimo prve dvije derivacije.

K (t) = 2at + b
R"(t) = 2a.

Nadalje, kako bismo bili sigurni da je aproksimacija dobra, moramo postaviti
neke uvjete; neka je f(16) = h(16), f'(16) = h'(16) te f”(16) = h"(16). Izracunamo
vrijednosti od f i njezine prve dvije derivacije u t = 16 i dobivamo sljedeéi sustav:

49.6585 = f(16) =a-162+b-16 +c
24829 = f'(16) =2a-16+b
0.12415 = f"(16) = 2a

Rjesavanjem sustava dobivamo a ~ 0.062075, b ~ 0.49666 i ¢ ~ 25.882202,
odnosno:
h(t) = 0.062075t* + 0.49666t + 25.882202.

Sada vrijednost glavnice 16.5 godina godina iznosi priblizno 50.9168, sto je u uspo-
redbi sa stvarnom vrijednosti 50.9156 vrlo dobra aproksimacija. Na slici [5| vidimo
da je aproksimacija polinomom drugog stupnja bolja. Graf funkcije h predstavlja
drugu aproksimaciju, a graf funkcije g prvu.

Iz Taylorovog teorema slijedi da ¢e aproksimacija biti bolja sto veéi stupanj poli-
noma odaberemo, medutim, odabirom vec¢eg stupnja gubimo na efikasnosti. U finan-
cijskom svijetu, najcesce je dovoljno odrediti prvu ili drugu aproksimaciju. Pokazimo
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Slika 5: Aproksimacija polinomom drugog stupnja

sada postupak odredivanja aproksimacije u proizvoljnoj tocki domene ¢ u okolini pro-
matrane tocke ty. Ako u funkciju h(t) = 0.062075t2 + 0.49666¢ + 25.882202, umjesto
t uvrstimo ty + At, odnosno stavimo t = to + At, pri cemu je ¢ty poznato vrijeme, a
At predstavlja odstupanje od poznate vrijednosti vremena, odnosno od %y, imamo:

h(t) = 0.062075(to + At)* + 0.4966(to + At) + 25.82202.
Ako uvrstimo vrijednost za ty, imamo:

h(t) = 0.062075(16 + At)? + 0.4966(16 + At) + 25.82202
odnosno:

h(t) = 0.062075-16°+0.4966-16+25.82202+0.06207( At )*+2-16-At-0.06207+0.4966 At
1
h(t) = h(16) + 5h”(16) (A1) + (2-16 - 0.06207 + 0.4966) At

h(t) = h(16) + %h”(16) C(AB? 4 At B(16)

Uoc¢imo da je dobivena aproksimacija funkcije f upravo Taylorov polinom drugog
stupnja, odnosno:

F(1) = hlto) + H(to) - At + (1) (A1)

Mozemo uociti da pomocu veé definirane funkcije, rac¢unanje vrijednosti obveznice u
razli¢itom razdoblju na vrlo jednostavan i brz nacin racunamo sve potrebne vrijed-
nosti. Upravo iz tog razloga, u suvremenom financijskom okruzenju, gdje brzina i
preciznost ¢esto odreduju uspjeh ili neuspjeh investicija, Taylorov red postaje vazan
alat u analizi obveznica i drugih financijskih instrumenata. Ovaj matematicki kon-
cept omogucuje nam da bolje razumijemo slozene funkcije koje definiraju vrijednost
obveznica, ¢ime se olakSava proucavanje njihovih karakteristika, rizika i dinamike
trzista.
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4.2 Primjena Taylorovog reda u analizi srednje vrijednosti

U ovoj cjelini ¢emo opisati primjenu Taylorovog reda u tzv. mean-variance analizi
(analizi srednje vrijednosti i varijance) koja se odnosi na vrijednosne papire s rizikom.
Za razliku od obveznica koje su vrijednosni papiri bez rizika definirani tako da je
unaprijed poznata isplata za ulozeni iznos, postoje vrijednosni papiri kod kojih taj
iznos nije unaprijed odreden veé¢ ovisi o drugim faktorima. Jedan primjer takve
vrste vrijednosnih papira su dionice, gdje isplata za ulozeni iznos ovisi o trzisnoj
cijeni dionice, ekonomskim uvjetima te o ponudi i potraznji. Uoc¢imo da je analiza
obveznica jednostavnija zbog gore navedenih uvjeta, dok je u ovoj vrsti ulaganja rijec
o slucajnim povratima. Zbog toga su iznosi koje ulaga¢ moze dobiti veéi. S obzirom
da vrijednost dionice nije unaprijed odredena, za opisivanje mogucih vrijednosti u
tom trenutku biti ¢e potrebni pojmovi iz teorije vjerojatnosti.

4.2.1 Matematicko ocekivanje, slucajna varijabla i varijanca

Uredena trojku (2, F,P) gdje je F o-algebra na nepraznom skupu 2 i P vjero-
jatnost na F, zovemo wvjerojatnosni prostor. U radu ¢e biti dovoljno promatrati
samo konacan ili prebrojiv skup € te F = P(Q2). Takav prostor zovemo diskretnim
vjerojatnosnim prostorom.

Neka je (2, P(Q2),P) diskretan vjerojatnosni prostor. Slucajna varijabla je pro-
izvoljna realna funkcija X : 2 — R. Diskretne slucajne varijable zadajemo tako da
zadamo prebrojiv skup vrijednosti koje ta slu¢ajna varijabla moze primiti, tj. skup

R(X) = {xl,xg, .. }

i njima pridruzene vjerojatnosti p; = P(X = z;), i = 1,2,.... To zapisujemo u

obliku tablice
X ~ (l’l Ty ... Ty ... )
pr P2 .- Pn .-
Ovu tablicu nazivamo tablica distribucije, distribucija ili zakon razdiobe slucajne
varijable X. Distribucija ima sljedec¢a svojstva:

1. x; # x; ¢im je 1 # j;
2. pi >0,V

i=1

Definicija 4.1. Neka je (2, P(Q2), P) diskretan vjerojatnosni prostor, 2 = {wy,ws, ...}

i X slucajna varijabla na €. Ako red Z x;p; apsolutno konvergira, onda njegovu
i=1
sumu zovemo matematicko ocekivange (ili krace ocekivanje) sluc¢ajne varijable X i

oznacujemo sa

=1
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Definicija 4.2. Neka je X slucajna varijabla i neka £ X postoji. Varijanca od X
definira se sa
Var(X) = E[(X ~ E[X])*], (16)

ako ocekivanje u postoji.

4.2.2 Portfelj

Vratimo se na primjer vrijednosnog papira s rizikom, odnosno dionice. Pretpostavlja
se da ishodima odredivanja vrijednosti dionica mozemo pridruziti vjerojatnosti. Na
taj nacin definirana je jedna slu¢ajna varijabla te sukladno tome mozemo promatrati
ocekivant povrat. Uzmimo na primjer da je vrijednost dionice u trenutku ¢t = 0
jednaka 100 eura, a na kraju vremenskog razdoblja se moze povecati s vijerojatanoséu
0.5 za 100 eura ili smanjiti za 50 eura s vjerojatnoséu od 0.5. Tada je ocekivani povrat
R jednak
E(R) =0.5-100 + 0.5 - (—=50) = 25.

Prirodno se postavlja pitanje je li pojedinac spreman napraviti ulog samo na temelju
ocekivanog povrata. Uocimo da je u prethodnom primjeru mogué¢ dobitak, ali i
gubitak. Stoga takve vrijednosne papire, osim ocekivanog povrata karakterizira
pojam rizika.Pitanje je kako matematicki opisati rizik, a jedan od pristupa je mjeriti
varijancu.

Na primjer, zamislimo da moramo izabrati bolju od sljede¢e dvije moguc¢nosti.
Imamo dva lutrijska listi¢a, prvi nam osigurava 200000 eura (tj. vjerojatnost da
osvojimo taj iznos je 100%), a za drugi vrijedi da s vjerojatnoséu od 80% osvajamo
150000 eura, 50000 eura uz vjerojatnost 16% i 0 eura dobivamo uz vjerojatnost od
4%. Ako dobitke shvatimo kao slucajne varijable, onda su njihovi zakoni razdiobe

dani s
D% 200000 v 150000 500000 0O
1 ’ 0.8 0.16 0.04

Odredimo sada njihovo matematicko ocekivanje.

E[X] = 200000 - 1 = 200000,
E[Y] = 150000 - 0.8 + 500000 - 0.16 + 0 - 0.04 = 200000.

Uocimo da je ocekivani povrat jednak za oba lutrijska listica. Medutim, ako odre-
dimo pripadne varijance imamo

Var[X] = E[X?] — (E[X])? = 400000 — 400000 = 0,
Var[Y] = E[X? — (E[X])* = 1.8 - 10"°.

Uoc¢imo da je varijanca slucajne varijable Y znatno veca, Sto znaci da je rizik do-
bivanja o¢ekivanog povrata drugog listi¢a ve¢i u odnosu na prvi. Iz tog je razloga
prvi listi¢ pozeljniji pojedincu koji nije sklon riziku.

Vrijednosni papiri, novac ili druga financijska sredstva koja su u vlasnistvu jedne
osobe ili tvrtke pripadaju portfelju. Portfelj je skup financijskih sredstava koje
neki pojedinac ili poduzeée posjeduje. Uzmimo na primjer portfelj koji je opisan
sljedecom tablicom.
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Dionica | Vrijednost (EUR) | Oc¢ekivani povrat (EUR)
A 100,000 10,000
B 200,000 10,000
C 200,000 30,000

Tablica 2: Podaci o portfelju

Ukupna vrijednost portfelja je 500000 eura. Dionica A ¢ini 20%, dok dionice B
i C ¢ine svaka 40% ukupne vrijednosti. Mnozenjem tezine pojedine investicije sa
njihovim oc¢ekivanim povratom dobivamo o¢ekivani povrat za dionice A,B i C redom
2000 eura, 4000 eura i 12000 eura. Za izracun varijance, koriste se podaci povratne
stope (vrijednosti su iskazane u eurima) iz prethodnih godina koje navodimo u tablici

Bl

Standardna devijacija se izracunava kao kvadratni korijen varijance. Dobivene vri-

Godina Dionica A | Dionica B | Dionica C
Prva godina 5000 20000 30000
Druga godina 10000 -10000 -20000
Prosje¢na stopa povrata 7500 5000 5000

Tablica 3: Povratne stope za dionice A, Bi C

jednosti prikazane su tablicom

Dionica | Varijanca | Standardna devijacija
A 6250000 2,500 EUR
B 225000000 15,000 EUR
C 625000000 25,000 EUR

Tablica 4: Vrijednosti varijanci i standardnih devijacija

Slijedi da je standardna devijacija dionice A 2%, dionice B 5% i dionice C 9%.
Analizirajuéi ove rezultate, investicije B i A imaju slicne povrate, ali investicija A
ima nizi rizik. Za optimizaciju portfelja, moze se razmotriti zamjena investicije B
za investiciju s ve¢im povratima ili nizim rizikom.

4.2.3 Odabir optimalnog portfelja

Odredivanjem pozeljnijeg portfelja ulaga¢ zapravo odreduje koliki udio novca zeli
uloziti u pojedini vrijednosni papir. Ako kao kriterij uzmemo maksimizaciju po-
vrata i minimizaciju rizika, dolazimo do mean-variance analize. Analiza srednje
vrijednosti i varijance dio je moderne teorije portfelja koja mjeri rizik ulaganja u
odnosu na potencijalni povrat. Ulagaci koriste ovu analizu kako bi procijenili odluke
o ulaganjima tako Sto procjenjuju koliki rizik treba preuzeti u odnosu na to koliko
bi isto ulaganje moglo donijeti profita. Idealan omjer je veliki povrat za istu razinu
rizika ili nizak rizik za istu razinu nagrade. Na primjer, ako dva razlicita ulaga-
nja imaju isti potencijal za povrat u smislu profita, ulaganje s najmanjim rizikom,
odnosno potencijalom za gubitak novca, je bolje ulaganje.
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Stavove pojedinca prema gubitku, dobitku i riziku mozemo opisati pojmom koris-
nost. U terminima korisnosti, vrijednost stvari nije odredena cijenom koju netko zeli
platiti za nju, ve¢ korisnoséu koju ona ima za vlasnika. Na primjer, iznos od 100 eura
osobi koja zivi u siromastvu ima puno vecu korisnost, nego za nekoga tko ima stabi-
lan visoki prihod. Iako je nominalna vrijednost novca jednaka u oba slucaja, dvije
osobe u razlicitim situacijama mogu razli¢ito percipirati njenu vrijednost. Buduéi
da je oblik funkcije korsnosti odreden sklonostima pojedinca, odredivanje te funk-
cije moze zahtijevati promatranja i istrazivanja kroz stvarne podatke i eksperimente.
Kako bi se olaksao postupak odredivana funkcije korisnosti koristimo aproksimaciju
Taylorovim polinomom. Kako bi zaista vrijedilo da je aproksimacija Taylorovim po-
linomom dobro rjesenje za problem odabira optimalnog portfelja, moraju vrijediti
odredene pretpostavke. Vazno je osigurati da predlozena aproksimacija konvergira
uniformno za sve dopustene alokacije portfelja. Takoder su potrebne pretpostavke
o ograniCenim povratima imovine te mala odstupanja od srednje vrijednosti. Kada
su ove pretpostavke zadovoljene, Taylorova aproksimacija moze biti vrlo korisna jer
omogucava jednostavno racunanje ocekivanja i varijance korisnosti te pruza intu-
itivnu interpretaciju odnosa izmedu rizika i prinosa. Neka je

U =U(x) (17)

gdje U oznacava korisnost, funkcija korisnosti mjeri preferencije za odredeni skup
dobara ili usluga. Neka je x povrat imovine za koji mozemo pretpostaviti da je
slucajna varijabla s ocekivanjem p = E(z) i varijancom ¢? = E(x — )% Povrat
imovine smatra se slu¢ajnom varijablom jer postoji vise ishoda kod kojih mozemo
procijeniti pripadne vrijednosti. Koriste¢i Taylorovu formulu funkciju korisnosti

mozemo zapisati kao
Ulr) = Ulp) + oz — U (1) + 5 — uPU" (1) + B (18)

Kako izraz x — p predstavlja odstupanje povrata od njegove srednje vrijednosti,
tada je ocekivanje tog odstupanja 0. Pretpostavljajué¢i da je ostatak zanemariv te
uvrstavanjem p = E(z) i 02 = E(z — p)?, mozemo izraziti ocekivanu korisnost kao

E(U) = Ul) + 50°U" (1) (19)
Dakle, ocekivana korisnost ovisi samo o srednjoj vrijednosti i varijanci povrata. Ako
gornje pretpostavke vrijede,tada su odluke temeljene na analizi srednje vrijednosti i
varijance ekvivalentne odlukama temeljenim na maksimizaciji o¢ekivane korisnosti.
Naposljetku, primijetite da za fiksnu vrijednost ocekivane korisnosti, recimo, E(U) =
Up, imamo

1
U'dp + §U”d02 =0, (20)
jer je ocekivana korisnost U konstanta pa je tada derivacije iste jednaka nuli. Dakle,
du B U
do?  2U"
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Gornja jednadzba pokazuje odnos izmedu rizika i prinosa. Kako bi ostao indiferen-
tan na promjenu rizika, o2, investitor zahtijeva poveéanje prinosa od —%. Sto je

potrebna naknada veca, to je stupanj tolerancije rizika investitora veci. Stoga se

U//
U

v =

uzima kao mjera tolerancije prema riziku, pa ovim postpukom olaksavamo proces
pronalazenja optimalnog portfelja
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4.3 Primjena Taylorovog reda u odredivanju cijena opcija

U prethodnoj cjelini promatrali smo dionice koje su vrijednosni papiri s rizikom. Kod
ulaganja u takvu vrstu vrijednosnih papira, mozemo uloziti u izvedeni vrijednosni
papir ¢ija je imovina promatrani vrijednosni papir s rizikom (na primjer, dionica).
Jedan takav izvedeni vrijednosni papir je opcija.

Opcija je vrsta ugovora koji svom vlasniku daje pravo, ali ne i obvezu da kupi
ili proda odredenu koli¢inu naznacenog instrumenta (obi¢no dionice) po odredeno]
cijeni i u odredenom vremenskom razdoblju. Postoje dvije vrste opcija, call i put.
Call opcija omogucuje da ulagatelj kupi dionice po odredenoj cijeni, dok put opcija
omogucuje prodaju dionica. Razlikujemo ih i prema datumu dospijeca. Europske
opcije su opcije gdje imovinu mozemo kupiti ili prodati do odredenog datuma ili
na taj dan, dok americke opcije dozvoljavaju trgovinu do datuma koji je unaprijed
odreden.

Kao za sve investicije, prije ulaganja u opcije, kako bi ulagatelj bio spreman
uloziti u iste, cijena opcije mora biti adekvatno izabrana. Postoji nekoliko mo-
dela i formula pomocu kojih mozemo racunati cijene opcija. Neke od poznatijih
su binomna metoda, Carr-Madan i Black-Scholes model. Black-Scholesov model
je razvijen 1973. godine od strane fizicara i ekonomista Fischera Blacka i Myrona
Scholesa, zajedno s doprinosima Roberta Mertona. Za svoj rad na razvoju modela
za procjenu vrijednosti opcija, Black, Scholes i Merton nagradeni su Nobelovom na-
gradom za ekonomiju. Njihov model omogucuje precizno odredivanje cijene opcija
uzimajuci u obzir faktore kao §to su trenutna cijena osnovnog vrijednosnog papira,
cijena izvrSenja, preostalo vrijeme do dospijeca, oc¢ekivana Volatilnostﬂi stopa bez
rizikaf’] Parcijalna diferencijalna jednadzba oblika:

1 2
88—5—1-50252?)%—1-7’52—2—7’0:0 (21)
zove se Black-Scholesova jednadzba i implicitno opisuje cijenu europske call opcije
C u odnosu na cijenu osnovne dionice S, vrijeme ¢, standardnu devijaciju povrata
dionice ¢ i bezrizi¢ne kamatne stope 7.

Prethodno je spomenuta i binomna metoda. Binomna metoda je matematicki
model temeljen na pretpostavci da se cijena opcije moze opisati sa dvije vrijednosti za
svako vremensko razdoblje. U svakom koraku pretpostavljamo da cijena financijskog
instrumenta moze porasti ili pasti s odredenim vjerojatnostima. Ideja je zapoceti s
pocetnom cijenom dionice Sy, zatim dodati u eura sa vjerojatnoséu p ili oduzeti d
eura s vjerojatnoséu 1 — p.

2Volatilnost nekog financijskog instrumenta, odnosno bilo koje imovine daje informaciju o
veli¢ini promjena njegove cijene u proteklom razdoblju i najcesée se racuna kao standardna de-
vijacija promjene cijene u tom razdoblju.

3Stopa bez rizika je kamatna stopa koja predstavlja minimalni oéekivani prinos bez izlozenosti
riziku gubitka glavnice i koristi se kao referentna tocka za procjenu rizi¢nosti i potencijalnog prinosa
drugih investicija koje ukljucuju rizik.
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Slika 6: Binomna metoda

Ocito, cijena opcije u bilo kojem vremenskom trenutku je ¢lan niza. Ovaj mo-
del je najjednostavniji, ali nije i naucinkovitiji model za odredivanje cijena opcije.
Uoc¢imo, ovakvim na¢inom mozemo dobiti negativne cijene opcija Sto nije pozeljno.
Kako bismo smanjili nedostatke ovakve binome metode, mozemo prije¢i na multi-
plikativni binomni model odreden sljede¢im binarnim stablom.

S(] . 152

e

So - u
p 1-p
Soeu-d
SD 0 0
1-p
Sn ' !1
\
5(} . (1’-2
So S, S,

Slika 7: Multiplikativna binomna metoda
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Ova metoda je korisnija jer pruza vecu realnost (cijene opcija nikada nece biti
manje od 0). Jedna od pretpostavki koristenja binomne metode je nacelo bez ar-
bitraze. Arbitraza se odnosi na moguénost ostvarivanja profita prilikom kupovanja
neke imovine na jednom trzistu i istovremenom prodajom te iste imovine na drugom
trzistu po visoj cijeni. U skladu s tim, uvjet bez arbitraze tvrdi da “nema besplatnog
rucka”, odnosno nema mogucnosti ostvarivanja profita bez rizika. Taj uvjet nam
osigurava jedinstven zapis vjerojatnosti p pomocu u i d.

Oznake S;,i € N na slikama [0 i [7] predstavljaju niz slucajnih varijabli koje
mogu poprimiti vrijednosti ¢vorova stabla na visini i. Uo¢imo da vrijedi E(S,) =

n

Zsz- - P(S, = s;). Takoder zbog uvjeta bez arbitraze imamo da je Sy = E(S)),
i=1
pa slijedi So = p- So-u+ (1 —p)-So-d, odnosno p = :=4. Ta jedinstvenost nam

daje jedinstvenost rjesenja problema oredivanja cijena opcija ovakvim binomnim
modelom.

Kratkorocna aproksimacija

Kratkoroc¢na aproksimacija odnosi se na tehniku kojom se procjenjuje vrijednost
funkcije u bliskoj buduc¢nosti temeljem njezine trenutne vrijednosti i stope promjene.
Financijski gledano, ideja kratkoro¢ne aproksimacije nastaje ako na primjer zelimo
odrediti cijenu opcije koju ¢e poprimiti sutra. Ako imamo vrijednost funkcije f(x) =
y, tada vrijednost funkcije nakon odredenog vremena mozemo aprokimirati pomocu
Talorovog polinoma.

y+ Ay = flz+Az) = f(z) + f(2)Az + f'(2)(Az)* - -

Bududi da je rije¢ o kratkoro¢noj aproksimaciji mozemo se fokusirati na prva dva
clana odnosno na linearnu aprokismaciju

fle+ Ax) = f(z) + f'(z)Ax.
Slijedi

flx+ Az) — f(z) = f'(x)Ax.
Takoder, kada Az — 0 vrijedi:

f(x+ Ax) — f(x)

flay = HEEEE

medutim, ova aproksiamcija je valjana ako je f neprekidna i diferencijabilna. Kako
smo gore spomenuli, binomna metoda je diskretna metoda, odnosno koristi diskretne
vremenske korake (dan, tjedan, mjesec..), pa moramo konstruirati novu neprekidnu
funkciju C(t) za cijenu opcije. Metoda koja zadovoljava te uvjete je Black-Scholesova
metoda. Black-Scholesova formula (21]) moze biti diskretizirana pomoc¢u kratkoro¢ne
aproksimacije,

C(t+ At) =~ C(t) + C'(t)At.

Zakljucno, kratkorocna aproksimacija Black-Scholesove formule omogucuje jednos-
tavnije racunanje vrijednosti opcija u diskretnim vremenskim koracima. Umjesto
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rjeSavanja parcijalne diferencijalne jednadzbe u kontinuiranom vremenu, koristimo
linearnu aproksimaciju koja ukljuc¢uje prvi izvod cijene opcije po vremenu. Ova me-
toda je korisna jer omogucuje brze iterativno racunanje vrijednosti opcija s malim
vremenskim koracima, ¢ime se pojednostavljuje prilagodba promjenjivim trzisnim
uvjetima i preciznije upravljanje financijskim rizicima.
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5 Zakljucak

U radu su opisane neke primjene nizova i redova u financijskoj matematici. Najprije
prikazujemo na koji na¢in pomocu nizova modeliramo procese koji kao rezultat daju
promijenjive vrijednosti u ovisnosti od vremena. Kroz primjer prikazujemo primjenu
aritmetickog niza u jednostavnom kamatnom racunu te ulogu geometrijskog niza u
slozenom racunu. Kasnije, primjenjujemo redove, tocnije Taylorov red u procjenu
vrijednosti vrijednosnih papira. Primjerom pokazujemo kako je zbog zahtjevnosti
racunanja odredenih vrijednosti funkcija, korisno tu funkciju aproksimirati polino-
mom odredenog stupnja, odnosno, koristi njen razvoj u Taylorov red. Upravo iz
tog razloga, u suvremenom financijskom okruzenju, gdje brzina i preciznost cesto
odreduju uspjeh ili neuspjeh investicija, Taylorov red postaje vazan alat u analizi
obveznica i drugih financijskih instrumenata. Osim obveznica, dajemo primjenu u
vrijednosnim papirima s rizikom. Pokazujemo kako aproksimacijom funkcije koris-
nosti pomoc¢u Taylorovog polinoma dolazimo do mjere tolerancije rizika za pojedinca
i tim postupcima dajemo novu razinu mean-variance analize. Naposlijetku, naila-
zimo na aritmeticki i geometrijski niz slucajnih varijabli u procjeni cijena opcija.
Ponovno aproksimacijom Black-Scholes formule za odredivanje cijena opcija dola-
zimo do polinoma koji se mogu brzo evaluirati i koristiti u financijskim modelima.

Prirodno, ovaj rad bi se mogao proSiriti mnogim drugim primjenama nizova i
redova u financijama. Osim aritmetickog i geometrijskog niza, vaznu ulogu imaju i
vremenski nizovi koji doprinose u podru¢ju modeliranja i prognoziranja vremenskih
serija. Takoder, znacajna je primjena Fourierovih redova u financijskoj matematici
kao aproksimacija trigonometrijskim funkcijama. Ovaj pristup obuhvaca koristenje
nekih slozenih pojmova koji su izvan okvira ovog rada , medutim izuzetno je koristan
u analizi ciklickih kretanja na trzistu, procjeni volatilnosti i modeliranju sezonskih
obrazaca.

Na samom kraju, primjena nizova i redova, osim sto je potreba za modeliranje
vaznih pojmova i izraza u financijama, ponekad optimizira proces izracuna. Do-
prinosi brzini i olakSava rac¢unalne procesesto je kljuéno u danasnjem svijetu, gdje
brzina i tocnost odreduju uspjeh u dinami¢nom financijskom okruzenju.
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