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Sazetak

Diplomski rad obuhvaca usporedbu udzbenika koristenih u nastavi matematike
prije i poslije donosenja Kurikuluma na temelju kojih se navodi kritic¢ki osvrt o
zastupljenosti i nac¢inu obrade nastavnih sadrzaja iz trigonometrije u pojedinom
razredu gimnazija u odnosu na promjene koje su se dogodile u redoslijedu obrade
tih nastavnih sadrZaja uzrokovane prebacivanjem nekih nastavnih sadrzaja s visih
na niZze razrede gimnazija. U skladu s time, navode se neki prijedlozi za
poboljsanje kvalitete pojedinih nastavnih sadrzaja za drugi razred gimnazija s
posebnim naglaskom na trigonometriju trokuta i njezine primjene u planimetriji
i stereometriji. Sve navedene tvrdnje i formule detaljno se obrazlazu i

argumentiraju u suglasnosti s nacelima postupnosti i zornosti.
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1. Uvod

Pojam trigonometrije dolazi od grcke rijeci ,trigonom*, Sto u prijevodu znaci
trokut i grcke rijeci ,,metron®, §to zna¢i mjera. Naime, trigonometrija ima $iroku
primjenu u raznim znanostima, medu kojima su matematika, fizika, geografija,
geodezija i astronomija. U po¢ecima proucavanja astronomije pojavljivali su se
odredeni problemi, pri ¢emu je jedan od njih bio odredivanje udaljenosti izmedu
Zemlje i ostalih planeta, koju tada nisu mogli izracunati. Pronalazenjem rjeSenja
problema znanstvenici su osmislili metode kojima su navedeni problem
usporedivali s trokutom i pritom proucavali odnose izmedu stranica i kutova
trokuta tako da su dva vrha trokuta pripadala Zemlji, dok je treci vrh predstavljao
odredeni planet. Time dolazi do razvoja trigonometrije trokuta ¢ija ¢e se primjena
detaljno obrazloziti u nastavku rada na odabranim nastavnim sadrzajima iz
podru¢ja planimetrije i stereometrije. U diplomskom radu pozivamo se na
dokument koji se krace naziva Kurikulum, a odnosi se na Odluku o donoSenju
kurikuluma za nastavni predmet matematike za osnovne Skole i gimnazije u
Republici Hrvatskoj iz 2019. godine, na kojemu se temelji cjelokupno
obrazovanje u osnovnim $kolama i gimnazijama iz predmeta Matematika, vidi
[6]. Donosenjem Kurikuluma dolazi do znacajnijih promjena u redoslijedu i
nacinu obrade nekih nastavnih sadrZaja kako iz matematike tako 1 iz njezinog
podrucja trigonometrije, pri ¢emu se pojedini sadrzaji iz visih razreda prebacuju
u nize razrede gimnazija. 1z tog razloga, usporedit ¢e se udzbenici objavljeni prije
1 poslije donoSenja Kurikuluma i pritom provesti detaljna analiza pojedinih
dijelova udZbenika uz kriticki osvrt na kvalitetu obrade nastavnih sadrzaja, s
posebnim naglaskom na primjenu trigonometrije u planimetriji i stereometriji.
Takoder, za nastavne sadrzaje koji u udzbenicima nisu detaljno objasnjeni navest
¢e se prijedlozi za njihovo poboljsanje, ¢ime ¢e se za svaku formulu obrazloziti i
argumentirati njezin izvod. U primjeni trigonometrije u planimetriji detaljnije ¢e
se objasniti nastavni sadrzaji koji se odnose na paralelogram 1 tetivni ¢etverokut,

gdje ¢e se primijeniti trigonometrija trokuta pri izvodu formula za odredivanje



duljina dijagonala i povrSine navedenih geometrijskih likova. Analogno, u
primjeni trigonometrije u stereometriji obrazlozit ¢e se primjena trigonometrije
trokuta na stozac upisan u kuglu, gdje ¢e se odrediti mjera kuta pri vrhu osnog
presjeka stoSca 1 primjena trigonometrije trokuta na paralelopiped za koji ¢e se
detaljno izvesti formula za izraCunavanje njegovog volumena. Sve navedeno
objasnit ¢e se u skladu s nacelima postupnosti i zornosti kako bi se ucenicima
omogucilo lakse savladavanje novog gradiva i razumijevanje njegove primjene
u rjeSavanju konkretnih zadataka, ¢ime se ucenike potice da nastavne sadrzaje ne

uce napamet, ve¢ da ih povezuju s prethodno ste€enim znanjima.



2. Primjena trigonometrije u planimetriji

Planimetrija je dio geometrije koji se bavi proucavanjem geometrijskih likova u
ravnini te njihovih svojstava i medusobnih odnosa. U nastavku ¢emo usporediti
dva udzbenika: Matematika 3 1 Matematika 2, vidi [1] i1 [4], objavljenih prije
donoSenja Kurikuluma s tri udzbenika: Matematika 2, Matematika 3 |
Matematika 1, vidi [5], [2] i [3], objavljenih nakon donoSenja Kurikuluma, pri
¢emu su svi udzbenici napisani od strane istih autora B. Daki¢a i N. Elezovica.
Motivacija za usporedbu navedenih udzbenika proizlazi iz ¢injenice da je nakon
donosenja Kurikuluma iz nastavnog predmeta Matematika doslo do znacajnijih
promjena u redoslijedu obrade pojedinih nastavnih jedinica, $to ¢emo u nastavku
detaljnije pojasniti uz kriticki osvrt na kvalitetu 1 nacin obrade sadrzaja iz
podrucja trigonometrije s posebnim osvrtom na primjenu trigonometrije u
planimetriji. Nadalje, obzirom na uo¢ene nepravilnosti i nedovoljnog pojasnjenja
nekih dijelova sadrzaja iz poglavlja Trigonometrija trokuta i Cetverokut u
udzbeniku Matematika 2, vidi [5], navest ¢emo nekoliko prijedloga za njihovo

poboljsanje.

2.1. Usporedba udZbenika objavljenih prije i poslije donoSenja

Kurikuluma i kritiéki osvrt

DonoSenjem Kurikuluma 2019. godine, kojim su za nastavni predmet
Matematika odredeni odgojno-obrazovni ciljevi ucenja i poucavanja, navedeni
svi odgojno-obrazovni ishodi, nacini rada, preporuke za ostvarivanje odredenog
ishoda 1 postupci vrednovanja ucenika, doSlo je do odredenih promjena u
izvodenju nekih nastavnih cjelina i jedinica (tj. nastavnih sadrzaja) u odnosu na
njihovo izvodenje prije Kurikuluma, $to je rezultiralo da su se Kurikulumom neki
sadrzaji iz vi$ih razreda prebacili u nize razrede gimnazije. Time iz podrucja
trigonometrije nastavni sadrzaji koji su se prije Kurikuluma obradivali u drugom
i tre¢em razredu srednjih Skola, nakon Kurikuluma obraduju se dijelom u prvom,

drugom i tre¢em razredu gimnazije. Konkretno, prije Kurikuluma trigonometrija



pravokutnog trokuta obradivala se u drugom razredu srednjih Skola kroz nastavne
sadrzaje:

e Definicije trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta

e Vrijednosti trigonometrijskih funkcija kutova od 30°, 45°, 60°

e Racunanje vrijednosti trigonometrijskih funkcija

e Primjene na pravokutni trokut

e Primjene u planimetriji
vidi [4], a nakon Kurikuluma obraduje se u prvom razredu gimnazije, §to je
ujedno vidljivo kroz usporedbu udzbenika [4] 1 [3], gdje su nastavni sadrZaji iz
trigonometrije pravokutnog trokuta identi¢no napisani i obrazloZeni.
S druge strane, nastavni sadrzaji iz podrucja trigonometrije koji su se prije
Kurikuluma obradivali u tre¢em razredu srednjih Skola, nakon Kurikuluma
jednim se manjim dijelom obraduju u drugom, a ve¢im dijelom u treCem razredu
gimnazije, §to je vidljivo kroz usporedbu udzbenika [1] s udZbenicima [5] 1 [2].
Konkretno, prije Kurikuluma trigonometrija se obradivala u tre¢em razredu
srednjih skola kroz sljedece nastavne cjeline:

1. Kuti brojevna kruznica
Trigonometrijske funkcije
Trigonometrijski identiteti
Grafovi trigonometrijskih funkcija

Trigonometrijske jednadZbe 1 nejednadzbe

o o~ w N

Poucci o trokutu

vidi [1], pri ¢emu je nastavna cjelina Poucci o trokutu sadrzavala poucak o
sinusima, poucak o kosinusu, trigonometriju trokuta, cCetverokut i primjenu
trigonometrije u stereometriji.

Nakon Kurikuluma, sve navedene nastavne cjeline, osim Seste, obraduju se
takoder u tre¢em razredu gimnazija, vidi [1] i [2], dok se Sesta nastavna cjelina
Poucci o trokutu prebacuje u drugi razred gimnazije, pri ¢emu je preimenovana
na Trigonometrija trokuta i sadrzi sljedece nastavne sadrzaje:

o Trigonometrijske funkcije kutova u trokutu



o Poucak o sinusima

o Poucak o kosinusu

o Trigonometrija trokuta

o Cetverokut
vidi [1] 1 [5]. Detaljnom analizom udzbenika Matematika 2, vidi [5], uocene su
prednosti, ali i nedostaci pri obradi nastavnih sadrzaja iz nastavne cjeline
Trigonometrija trokuta.
Jedna od prednosti je da su autori u udzbeniku [5] pri obradi prvog nastavnog
sadrzaja Trigonometrijske funkcije kutova u trokutu najprije ponovili definicije
trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta u pravokutnom trokutu (koje su ucenici
prethodno usvojili u prvom razredu gimnazije), sto u udzbeniku Matematika 3
(vidi [1]) nisu napravili unato€ ¢injenici da se trigonometrija pravokutnog trokuta
prije Kurikuluma obradivala u drugom razredu srednjih Skola. Smatram da je
takav pristup kojim se ponavlja prethodno obradeno gradivo vrlo konstruktivan i
pozeljan pogotovo Sto je razumijevanje trigonometrije pravokutnog trokuta
osnova za daljnju nadogradnju znanja iz trigonometrije trokuta koje obuhvaca
definicije trigonometrijske funkcije tupog kuta, poucak o sinusima, poucak o
kosinusu i njihove primjene u planimetriji i stereometriji. Naime, ponavljanje
gradiva ima vaZznu ulogu u poticanju ucenika na podsjecanje i obnavljanje
prethodno steCenog znanja i na razvijanje sposobnosti primjene tog znanja u
rjeSavanju raznih problemskih zadataka.
S druge strane, u obradi prvog nastavnog sadrzaja uofavamo i odredene
nedostatke koji se odnose na Cinjenicu da autori bez detaljnijeg objaSnjenja
najprije definiraju sinus i kosinus tupog kuta «, kako je prikazano na slici 1., a
zatim Sturo argumentiraju da su koordinate proizvoljne tocke na polukruznici
polumjera 1 sa srediStem u ishodistu koordinatnog sustava ravnine odredene
kosinusom i sinusom kuta a, $to je vidljivo na slici 2., a naposljetku obrazlazu
kada su dva kuta suplementarna i definiraju sinus i kosinus suplementarnih

kutova, kako je prikazano naslici 3. Smatram da takav poredak obrade navedenih



triju nastavnih sadrzaja nije optimalno odabran jer pritom nije zadovoljeno

nacelo postupnosti niti nacelo zornosti.

Neka je sad ¢¢ tupi kut. Onda se tocka P nalazi u drugom kvadrantu. Sinus i
kosinus ovog kuta definirat ¢emo na identi¢an nacin.

Sinus i kosinus kuta

Neka je tofka P(x,y) na drugom polupravcu kuta ¢ i r udaljenost te
to¢ke do ishodilta. Onda definiramo

A
P(xy)
r
y
|| <R -
Nx,0) o
sino =2 . cosor =~
2 r

Slika 1. Sinus i kosinus kuta (skenirani dio str. 4 iz udzbenika [5])

Naime, autori nisu pri definiranju sinusa i kosinusa tupog kuta dovoljno jasno
obrazlozili valjanost tih formula s obzirom na prikazani pravokutni trokut OPT i
prethodno definirane trigonometrijske funkcije Siljastog kuta u pravokutnom
trokutu. Dakle, autori se bez dodatnih pojasnjenja i prethodno argumentirane
povezanosti sinusa (kosinusa) tupog kuta a sa sinusom (kosinusom) njemu
suplementarnog Siljastog kuta 180° — a pozivaju na definiciju sinusa (kosinusa)
Siljastog kuta u pravokutnom trokutu, $to veéini ucenika moze otezati

razumijevanje navedenih definicija.

Takoder, nije objasnjeno da je vrijednost kosinusa tupog kuta zapravo negativan
realan broj ve¢i od —1 i da je vrijednost sinusa tupog kuta pozitivan realan broj

manji od 1.



Nacrtajmo polukruZnicu polumjera 1 sa sredidtem u
N ishodistu koordinatnog sustava. Nekaje P(x,y) bilo
9

\(P(m ata koja todka te polukrunice. Tatodka odreduje kut ¢z .

. Y
// ’ \ kY Udaljenost totke P od ishodi¥ta je 1 pa prema defini-
¥ ’ A\l cijama trigonometrijskih funkcija vrijedi
. \\, X=Cosq, y = sin .
AL \ Dakle, koordinate totke P su vrijednosti kosinusa i
(-1,0) x 0‘ (1’0)" sinusakuta o paje P(cos o, sin ).

Bududi daje x* + y* = 1, zasvakije kut o
cos® o +sin® ot = 1.

Slika 2. Polukruznica (skenirani dio str. 5 iz udzbenika [5])

Nadalje, autori prikazuju polukruznicu polumjera 1 sa srediStem u ishodistu
koordinatnog sustava ravnine bez dodatne argumentacije zasto za koordinate
tocke P na toj polukruZznici vrijedi da su one odredene vrijednostima kosinusa i
sinusa odgovarajuceg kuta a, gdje je 0° < a < 180°. Buduéi da prethodno nije
pojasnjen pojam dva suplementarna kuta i da nije objas$njen nacin dobivanja
sinusa i kosinusa tupog kuta, uenicima je znatno otezano shvacanje navedenog
nastavnog sadrzaja prikazanog na slici 2.

Zapravo, u suglasnosti s nacelom postupnosti nakon Sto se ponove definicije
sinusa 1 kosinusa Siljastog kuta u pravokutnom trokutu trebalo bi najprije
pojasniti definiciju dva suplementarna kuta (za koje vrijedi da zbroj njihovih
mjera iznosi 180° odakle proizlazi da je kutu a kut 180° —a njemu
suplementaran kut), a zatim argumentirati da je vrijednost sinusa tupog kuta
jednaka vrijednosti sinusa njemu suplementarnog $iljastog kuta i da je vrijednost
kosinusa tupog kuta jednaka negativnoj vrijednosti kosinusa njemu
suplementarnog Siljastog kuta. Navedeno ¢e se detaljnije objasniti u odjeljku
2.2.1. i primjenjivati u odjeljcima 2.2.2. 1 2.2.3., gdje ¢e se obrazloziti primjena
trigonometrije trokuta u planimetriji s posebnim osvrtom na paralelogram i
tetivni Cetverokut.

Naposljetku autori objasnjavaju suplementarne kutove koriste¢i se njihovim
zornim prikazom (vidi sliku 3.) 1 argumentiraju valjanost trigonometrijskih

identiteta za sinus i kosinus suplementarnih kutova tek nakon obrade prethodno



navedenih nastavnih sadrzaja prikazanih na slikama 1. i 2. koje bi bilo poZeljno

prethodno obraditi.

Suplementarni kutovi

Dvasukuta ¢ i § suplementarna ako zajedno &ine ispruZeni kut:
o+ = 130°.

Dakle, suplementaran kut kutu ¢ je (180° — ). Pritom ¢ moZe biti bilo koji,
Siljasti ili tupi kut.

\ Naslici su nacrtana dva suplementamakuta. Neka
je o = JAOP inekasu (x,y) koordinate tocke
P. Oma’imo na drugom krakukuta 180° — ¢ to-
ku T sordinatom y 1nekaje B njezina projekcija
na os apscisa. Trokuti AOP i BOT su sukladni
jer se podudaraju u katovima i stranici duljine y.
To znadi daje |OB| = |OA| = x pasu (—x,y)
koordinate tocke 7. Sad imamo

.l 0 ot
B(x,0) 0 A(x,0) sin(180° — ) = £ = sina,
'

T(xy)

y

o

18/

stnus § kosinus emeriarnih kuiova. —X
- cos(180° — &) = — = —cos ct.
r

Slika 3. Suplementarni kutovi (skenirani dio str. 6 iz udzbenika [5])

Usporedivanjem udZbenika [1] 1 [5] primje¢ujemo da su autori prethodno
navedeni nastavni sadrzaj u udzbeniku [5] za drugi razred gimnazije obradili na
identi¢an nacin kao $to su ga prije Kurikuluma obradivali u udzbeniku [1] za tre¢i
razred gimnazije u sklopu Seste nastavne cjeline Poucci o trokutu. Naglasimo da
je navedena cjelina slijedila nakon nastavnih cjelina Kut i brojevna kruznica,
Trigonometrijske funkcije i Trigonometrijski identiteti u kojima su definirane
trigonometrijske funkcije na brojevnoj kruznici 1 obrazloZene adicijske formule.
Drugim rijecima, ucenicima drugih razreda gimnazije je nakon Kurikuluma
prezentiran isti nastavni sadrZaj na identi¢an nacin kako je prije Kurikuluma bio
prezentiran ucenicima tre¢ih razreda gimnazija i srednjih $kola koji su tada imali
vece predznanje iz trigonometrije u odnosu na ucenike koji nakon Kurikuluma
pohadaju druge razrede gimnazija. Time je u€enicima drugih razreda gimnazija
dodatno otezano razumijevanje i usvajanje nastavnih sadrzaja redoslijedom koji
je naveden u udzbeniku [5], gdje se definicija sinusa i kosinusa tupog kuta navodi
prije definicije suplementarnih kutova kao i trigonometrijskih identiteta za sinus

i kosinus suplementarnih kutova.



Smatram da bi se ucenicima znatno olakSalo razumijevanje definicija sinusa i
kosinusa tupog kuta kada bi se najprije definirala dva suplementarna kuta, a zatim
obrazlozila wvaljanost trigonometrijskinh identiteta za sinus i kosinus
suplementarnih kutova u kojima se sinus (kosinus) tupog kuta « izrazava pomoc¢u
sinusa (kosinusa) njemu suplementarnog Siljastog kuta 180° — a, S§to ¢e se
detaljnije objasniti u odjeljku 2.2. U ovom pristupu nije potrebno Koristiti
definicije trigonometrijskih funkcija na brojevnoj kruznici, tj. polukruznici (kako
je prikazano na slici 2.) jer se one ne koriste niti primjenjuju u nastavnim

sadrzajima iz trigonometrije trokuta za drugi razred gimnazije.

S druge strane, uzimajué¢i u obzir preporuku iz Kurikuluma [6] i pritom
postivajuci nacela postupnosti 1 zornosti prije definiranja sinusa i kosinusa tupog
kuta mogu se najprije objasniti definicije trigonometrijskih funkcija na brojevnoj
polukruznici polumjera 1 sa srediStem u ishodiStu pravokutnog koordinatnog
sustava ravnine, a zatim detaljnije argumentirati da su koordinate bilo koje tocke
P na brojevnoj polukruznici u prvom (drugom) kvadrantu potpuno odredene
vrijednostima kosinusa 1 sinusa odgovarajuceg Siljastog (tupog) kuta koji
polupravac s po€etkom u ishodistu kroz tu tocku P zatvara s pozitivnim dijelom
osi x. Primjenom definicije sinusa i kosinusa $iljastog kuta u pravokutnom
trokutu kojemu su x i y (x > 0, y > 0) duljine kateta i kojemu je duljina
hipotenuze jednaka 1, proizlazi da je cos @ = x 1 sina = y. Time dobivamo da
je kosinus kuta a jednak apscisi to¢ke P 1 da je sinus kuta a jednak ordinati to¢ke
P, gdje je P toc¢ka na brojevnoj polukruznici polumjera 1 sa srediStem u ishodistu.
Navedena argumentacija moZze se zorno prikazati grafickim prikazom analognim
na slici 2. koji se eventualno moze upotpuniti s jo$ jednom tockom na danoj
brojevnoj polukruznici tako da pripada i prvom kvadrantu. Nakon toga treba
obrazloziti da je prikazani tupi kut a suplementaran kut $iljastom kutu 180° — a
(s vrthom u ishodisStu) naznacenog pravokutnog trokuta na slici 2. u odnosu na
koji se definiraju sinus i kosinus (3iljastog) kuta 180° — a. Pritom treba takoder
objasniti kada su dva kuta suplementarna, a zatim argumentirati valjanost

trigonometrijskih identiteta za sinus 1 kosinus suplementarnih kutova.



Naglasimo da formule za izraCunavanje sinusa i kosinusa tupog kuta imaju vaznu
ulogu u trigonometriji trokuta koje se izmedu ostalog primjenjuju u obrazlozenju
valjanosti poucka o sinusima i poucka o kosinusu za bilo koji (raznostrani¢an)
trokut, ali i u izracunavanju povrsine trokuta koji sadrzi jedan kut tupi. Takoder,
navedene formule se opc¢enito primjenjuju u planimetriji (ali i stereometriji) kao
Sto je racunanje duljina dijagonala ¢etverokuta i povrSine raznih geometrijskih
likova.

U nastavku ¢e se navesti prednosti i nedostaci nastavnih sadrzaja Poucak o
sinusima i Poucak o kosinusu koji se obraduju nakon nastavnog sadrzaja
Trigonometrijske funkcije kutova u trokutu. Autori su pri navodenju spomenutih
poucaka naglasili da oni vrijede i za Siljasti i za tupi kut proizvoljnog
raznostrani¢nog trokuta, no nisu detaljnije obrazlozili zasto navedeni poucci
vrijede i za tupi kut.

Nadalje, u sljede¢em nastavnom sadrzaju Trigonometrija trokuta (iz udzbenika
[5]) najprije se ponavlja poznata formula za izraCunavanje povrsine trokuta kao
polovice produkta duljine bilo koje stranice tog trokuta i duljine visine na tu
stranicu. Iz navedene formule primjenom definicije trigonometrijske funkcije
sinusa kuta (Siljastog ili tupog) dobivamo da se povrSina trokuta moze takoder
izraCunati kao polovica produkta duljina dviju stranica tog trokuta i sinusa kuta
izmedu njih. Ova je formula istaknuta u udZbeniku [5], ali nedostaje dodatno
pojasnjenje, tj. argumentacija opCenite valjanosti te formule. Naime, izvod ove
formule je ocigledan ako je pripadni kut Siljasti, ali nije ocigledan kada je
pripadni kut tupi, stoga se u argumentaciji izvoda ove formule treba pozvati na
definiciju trigonometrijskih funkcija sinusa i kosinusa tupog kuta. Zbog
manjkavosti potrebnog obrazlozenja, u odjeljku 2.2. detaljnije ¢e se objasniti
izvod navedene formule za izraCunavanje povrSine trokuta, pri ¢emu Ce se
koristiti definicije trigonometrijskih funkcija Siljastog 1 tupog kuta, poucak o
sinusima i poucak o kosinusu. Istaknimo sada i nekoliko prednosti u obrazlozenju
nastavnog sadrzaja Trigonometrija trokuta. Autori najprije ponavljaju Heronovu

formulu za izraCunavanje povrsine trokuta, a zatim objasnjavaju izvode formula
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za povrsinu trokuta obzirom na polumjer opisane i polumjer upisane kruznice tog
trokuta neovisno o tome jesu li sva tri kuta u trokutu Siljasta ili je jedan kut tupi,
a preostala dva Siljasta. Takoder, ukratko pojasnjavaju definicije visine, simetrale

i teziSnice stranice trokuta.

Sada ¢emo se posebno osvrnuti na primjenu trigonometrije u planimetriji i
analizirati nastavnu cjelinu Cetverokut u udzbeniku [5] (poglavlje 6.4. str. 29-
36). Pritom je uoceno da niti jedan geometrijski lik nije detaljno objasnjen, veé
su u navedenim rijeSenim primjerima koriStene formule koje prethodno nisu
obrazlozene. Autori zapoc€inju ovu nastavnu cjelinu vrlo sazetim opisom
Cetverokuta uz standardne oznake za duljine njegovih stranica i odgovarajuce
mjere kutova, nakon Cega kroz rijeSene primjere obraduju neke Cetverokute.
Takoder, ukratko opisuju paralelogram i tetivni Cetverokut bez dodatnih
pojasnjenja izvoda formula. Medutim, uoc¢ene su neprecizne formulacije recenica
koje se koriste u objaSnjavanju svojstava Cetverokuta. Jedan od takvih primjera
je sljedeca reCenica ,, zbroj dvaju kutova uz njegove krakove jednak je 180°“ koja
bi se trebala ispravnije formulirati na sljedeéi nacin: ,,zbroj mjera dvaju kutova
uz njegove krakove jednak je 180°“ Vecini ucenika gimnazijskog programa
ovakav stil pisanja nece predstavljati problem, odnosno razumjet ¢e smisao
takvih recenica. No, s druge strane, ucenici na ovaj nain usvajaju nepravilne
obrasce matematickog jezika koji bi u udzbenicima kao i pri izvodenju nastave
matematike trebao biti Sto precizniji kako bi se ocuvalo nacelo znanstvenosti.

Analizom nastavnog sadrzaja koji se u udzbeniku [5] odnosi na paralelogram i
tetivni Cetverokut uoceno je da je tetivni Cetverokut oskudno obrazlozen te da je
paralelogram nesto bolje, ali nedovoljno objasnjen, Sto se izmedu ostalog odnosi
i na izvod formula za izraCunavanje duljine dijagonala i povrSine paralelograma.
Konkretno, autori navode da jedna ili obje dijagonale paralelograma dijele
paralelogram na odgovarajuce trokute, a zatim pozivaju¢i se na poucak o
kosinusu navode formule za izraCunavanje kvadrata duljina dijagonala
paralelograma. Pritom je kvadrat duljine jedne dijagonale paralelograma izrazen

zbrojem kvadrata duljina njegovih stranica uvec¢anim za dvostruki umnozak
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duljina tih stranica i1 kosinusa kuta izmedu njih i1 da je duljina druge dijagonale
paralelograma izrazena zbrojem kvadrata duljina njegovih stranica umanjenim
za dvostruki umnozak duljina tih stranica i kosinusa kuta izmedu njih.

U udzbeniku nije obrazlozeno zasto se u jednoj formuli za izracun kvadrata
duljine dijagonale paralelograma dobiva u njezinom tre¢em c¢lanu zdesna
predznak plus (prva formula), a u drugoj predznak minus (druga formula).
Drugim rije¢ima, nije argumentirano da se u prvoj formuli razmatra ona
dijagonala paralelograma koja je nasuprot tupom kutu paralelograma te da se u
drugoj formuli razmatra ona dijagonala paralelograma koja je nasuprot Siljastom
kutu paralelograma i pritom da su ta dva kuta suplementarna. Dakle, fali
obrazlozenje da su kutovi uz istu stranicu paralelograma zapravo suplementarni
kutovi a i 180° —a te da pri izratunu duljine dijagonale paralelograma
primjenom poucka o kosinusu treba obratiti pozornost je li ta dijagonala nasuprot
Siljastom kutu « ili njemu suplementarnom tupom kutu 180° — a, pri ¢emu se
koristi svojstvo da je cos (180° — a) = — cos a.

Takoder, autori bez dodatnog objaSnjenja navode dvije formule za izracunavanje
povrsine paralelograma, pri ¢emu je prva formula izrazena umnoSkom duljina
njegovih stranica 1 sinusa kuta izmedu njih, a druga kao polovica umnoska duljina
njegovih dijagonala i sinusa kuta izmedu njih. Potaknuti nedovoljnim
pojasnjenjem navedenih formula, u odjeljku 2.2.2. detaljnije ¢emo obrazloZiti
izvode tih formula.

S druge strane, autori definiraju tetivni Cetverokut kao Cetverokut kojemu je
moguce opisati kruZznicu i pritom navode tvrdnju da su nasuprotni kutovi tetivnog
cetverokuta suplementarni, odnosno da je zbroj njihovih mjera jednak 180°. Ova
tvrdnja nije dokazana ve¢ je rijeSen samo jedan primjer gdje se odreduju mjere
kutova tetivnog cetverokuta kojemu su zadane duljine svih njegovih stranica. U
suglasnosti s nacelom znanstvenosti smatram da bi bilo poticajno dokazati
navedenu tvrdnju jer se time moze dodatno potaknuti ucenike na razvijanje
sposobnosti primjene ste¢enog znanja i pritom im ukazati da se svaka tvrdnja u

matematici dokazuje na temelju prethodno uvedenih definicija i prethodno
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dokazanih tvrdnji, stoga ¢e se dokaz detaljno raspisati u odjeljku 2.2.3. Budu¢i
da autori nisu naveli ni izvode formula za izracunavanje duljine dijagonala i
povrsine tetivnog Cetverokuta, te izvode obrazlozit ¢emo u odjeljku 2.2.3.

Iz prethodno navedenog, uocavamo da bi se neki dijelovi udzbenika [5] mogli
poboljsati, stoga ¢emo u sljede¢im odjeljcima detaljnije objasniti pojedine
nastavne sadrzaje i pritom obrazloziti valjanosti navedenih formula. Drugim
rijeCima, dat ¢e se prijedlog za poboljsanje i unaprjedenje strukture poglavlja
Trigonometrija trokuta uz detaljne argumentacije i obrazlozenja nastavnog
sadrzaja. Pritom ¢e se postivati nacelo postupnosti i nacelo zornosti s ciljem da
se ucenicima olakSa usvajanje definicija trigonometrijskih funkcija §iljastog i
tupog kuta, poucka o sinusima i poucka o kosinusu koji se nadalje primjenjuju
pri izvodenju novih formula.

Smatram da je navedeni pristup u obradi paralelograma i tetivnog ¢etverokuta u
udzbeniku [5] dovoljno kvalitetan za one ucenike koji nemaju veci interes za
dubljom analizom i primjenom trigonometrije trokuta na navedene geometrijske
likove. Medutim, ucenicima bi trebalo svakako omoguéiti i uvid u znanstveni
pristup kojim se podrazumijeva da pri uvodenju nove tvrdnje ili nove formule
treba najprije dokazati tu tvrdnju ili raspisati izvod te formule, nakon Cega se
primjenjuje u dokazima sljedec¢ih novih tvrdnji, izvodima novih formula i pri
rjeSavanju raznih odgovarajucih zadataka. Time ucenici stjecu kvalitetnije znanje
na temelju kojeg razvijaju sposobnosti boljeg razumijevanja i povezivanja
nastavnih sadrZaja ¢ime se ujedno poti¢e ucenike da nauce formule s
razumijevanjem kako se one dobivaju i odakle proizlaze.

Prednost donoSenja Kurikuluma po pitanju nastavnih sadrZaja iz trigonometrije
je da se oni obraduju u prva tri razreda gimnazije ¢ime se ucenicima postepeno
uvode novi pojmovi, tvrdnje 1 formule iz podrucja trigonometrije. Medutim, neki
udZbenici objavljeni nakon donoSenja Kurikuluma ne sadrze detaljna
obrazlozenja 1 argumentacije tih nastavnih sadrzaja koja bi se svakako trebala

navesti obzirom na predznanje ucenika iz pojedinog razreda gimnazije.
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2.2. Prijedlozi za poboljSanje nekih dijelova nastavnog sadrzaja

iz trigonometrije trokuta i njezine primjene u planimetriji

Analizom udzbenika [5] proizlazi da neki dijelovi trigonometrije trokuta i njezine
primjene u planimetriji nisu dovoljno obrazlozeni i razradeni, stoga ¢e se u
nastavku dati nekoliko prijedloga za njihovo poboljSanje kojima se Zeli motivirati
ucenike da svaku formulu nauce s razumijevanjem bez da je nauce napamet. Kao
primjer mozemo navesti Pitagorin poucak koji u€enici naj¢es¢e zapamte samo s
uobic¢ajenim standardnim oznakama za duljine stranica u pravokutnom trokutu,
stoga se pri promjeni oznaka stranica pravokutnog trokuta dogada da uéenici ne
razumiju 1 ne znaju primijeniti tu formulu. Iz tog razloga ¢emo sve navedene
formule detaljno objasniti i rije€ima, a ne samo primjenom odgovarajuéih
standardnih oznaka.
U ovom odjeljku ¢emo:
1. ponoviti definicije trigonometrijskih funkcija Siljastog kuta u
pravokutnom trokutu,
2. definirati dva suplementarna kuta i objasniti formule za izraCunavanje
sinusa 1 kosinusa tupog kuta (u raznostrani¢cnom trokutu),
3. navesti poucak o sinusima i poucak o kosinusu i argumentirati njihovu
valjanost u odnosu na svaki kut (iljasti ili tupi) trokuta.
Navedene nastavne sadrZaje primijenit ¢emo u planimetriji s posebnim
naglaskom na paralelogram i tetivni Cetverokut, vidi odjeljak 2.2.2. i 2.2.3.
Konkretno, za paralelogram ¢e se detaljno objasniti izvodi formula za
izraCunavanje duljina njegovih dijagonala i njegove povrSine. Nadalje, za tetivni
cetverokut takoder ¢e se detaljno obrazloziti formule za izraCunavanje njegovih
dijagonala i njegove povrsine i dokazat ¢e se tvrdnja da je zbroj mjera dva
nasuprotna kuta tetivnog etverokuta jednak 180°.
Teorijski dio koji ¢e se detaljno raspisati moze posluziti u¢enicima kako bi u §to

vecoj mjeri razumjeli nastavne sadrzaje iz trigonometrije trokuta i povezali vise
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nastavnih jedinica, ¢ime ¢e im se olakSati razumijevanje problemskih zadataka i

njihovo rjesavanje.
2.2.1. Trigonometrija trokuta

Koriste¢i se Cinjenicom da su ucenici u prvom razredu gimnazije usvojili
definicije trigonometrijskih funkcija (sinus, kosinus, tangens i kotangens)
Siljastog kuta u pravokutnom trokutu kroz nastavnu cjelinu Trigonometrija
pravokutnog trokuta, u drugom razredu gimnazije zapocinjemo nastavnu cjelinu
Trigonometrija trokuta ponavljanjem navedenih definicija kako bi ucenici
obnovili prethodno steceno znanje.

Neka je zadan pravokutan trokut ABC (vidi sliku 4.) kojemu su a i b duljine

kateta, a c je duljina hipotenuze.

Slika 4. Pravokutni trokut

U tom pravokutnom trokutu oznac¢imo sa a mjeru Siljastog kuta nasuprot kateti
a i sa ff mjeru Siljastog kuta nasuprot kateti b. Podsjetimo se da zbroj mjera
Siljastih kutova u pravokutnom trokutu iznosi 90° §to direktno proizlazi iz tvrdnje
da je zbroj mjera kutova u trokutu jednak 180°. U usporedbi s udzbenikom [5],
autori su nacrtali pravokutan trokut, uveli standardne oznake za duljine stranica
1 mjere kutova tog trokuta, a zatim definirali trigonometrijske funkcije Siljastog

kuta pomocu uvedenih standardnih oznaka na sljedeci nacin:
. a b a b
sina =—, cosa =—, tana =—, cota =-—. 1)
c c b a

Predlazem da se trigonometrijske funkcije Siljastog kuta definiraju primjenom

terminologije: nasuprotna kateta, prilezeca kateta 1 hipotenuza. Pritom se pod
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nasuprotnom katetom podrazumijeva ona kateta pravokutnog trokuta koja se
nalazi nasuprot $iljastom kutu i analogno se prileze¢om katetom smatra ona
kateta koja se nalazi uz $iljasti kut za koji se definiraju trigonometrijske funkcije.
Time definiramo:
Sinus Siljastog kuta u pravokutnom trokutu jednak je omjeru nasuprotne
katete i hipotenuze, a kosinus tog Siljastog kuta jednak je omjeru prilezece
katete i hipotenuze.

Drugim rije¢ima:

. nasuprotna kateta
sin@ =—— : )
hipotenuza
prilezeca kateta
cosqg =——.. (3)
hipotenuza

Iako tangens 1 kotangens $iljastog kuta u pravokutnom trokutu ne¢emo koristiti

u nastavku, navodimo i njihove definicije:

nasuprotna kateta prilezeca kateta
tana = ——— , cota = 4
prilezeta kateta

nasuprotna kateta

koje su u suglasnosti s formulama (1).

Nacin definiranja sinusa i1 kosinusa $iljastog kuta formulama (2) i (3) kvalitetniji
je od nacina njihova definiranja pomocu standardnih oznaka jer se time smanjuje
mogucénost uenja tih formula napamet, a ujedno se poti¢e ucenike na
razumijevanje njihovih definicija. Dakle, poZeljno je da se formule opisuju i
rije¢ima, a ne da se samo upotrebljavaju uobicajene standardne oznake jer se one
uglavnom ne koriste u njihovim primjenama.

Nadalje, nakon uvedenih definicija (2), (3) 1 (4) moZe se naglasiti da se s obzirom
na pravokutan trokut prikazan na slici 4. trigonometrijske funkcije $iljastog kuta
a mogu pisati i u obliku (2).

Naposljetku nakon uvodenja definicija sinusa i kosinusa Siljastog kuta u
pravokutnom trokutu namece se potreba za definiranjem sinusa i kosinusa tupog
kuta (proizvoljni kut ¢ija je mjera izmedu 90° i 180°), buduéi da ¢emo te
definicije primjenjivati u nastavku. lako tangens i kotangens tupog kuta ne¢emo

koristiti  u  nastavku, moZzemo ih definirati na sljede¢i nacin:
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tana = % , cota = % , Sto direktno slijedi iz (4) primjenom (2) i (3) ako
je a Siljasti kut.

Naglasimo da navedene formule za tangens i kotangens (kao i za sinus i kosinus)
takoder vrijede i u slu¢ajevima kada je mjera kuta a izmedu 0° i 360°, $to ée se
detaljnije obrazloziti u nastavnim sadrzajima iz trigonometrije u tre¢em razredu
gimnazije.

U pravokutnom koordinatnom sustavu ravnine odaberimo proizvoljnu tocku
T (x,y) koja pripada prvom kvadrantu. Drugim rije¢ima, neka su koordinate x i
y tocke T strogo pozitivni realni brojevi. Tada tocki T korespondira Siljasti kut «
koji polupravac kroz tu to¢ku s pocetkom u ishodiStu zatvara s pozitivnim
dijelom osi x. Spustimo li ortogonalnu projekciju tocke T'(x,y) na os x, tada
dobivamo tocku N(x,0), a time i pravokutni trokut ONT kojemu je duljina
hipotenuze jednaka r, a x i y su duljine njegovih kateta. Pritom koristimo oznaku
r za udaljenost tocke T od ishodista i piSemo r = d(0,T), gdje je r > 0.
Analogno je x = d(0,N), y = d(N,T), gdje je x > 0,y > 0, vidi sliku 5.

J6) o"
JVI(—.’I?,U) T O(OO) xr ]V($,0)

Slika 5. Sinus i kosinus Siljastog kuta

Primjenom formula (2) i (3) za sinus i kosinus $iljastog kuta @ u pravokutnom

trokutu ONT proizlazi da je:

sina =2
"

, cosa = ; . (5)
Osnom simetrijom pravokutnog trokuta ONT iz prvog kvadratna s obzirom na os
y dobivamo njemu sukladan pravokutan trokut ON;T; u drugom kvadrantu
koordinatnog sustava ravnine. Koriste¢i svojstvo da je svakoj tocki iz prvog

kvadranta jednoznacno pridruZena tocka iz drugog kvadranta tako da su ordinate
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tih tocaka jednake, a apscise suprotnog predznaka, proizlazi da je vrhu T (x,y)
(tj. vrhu N(x,0)) pravokutnog trokuta ONT pridruzen vrh T;(—x,y) (tj. vrh
N;(—x,0)) pravokutnog trokuta ON;T; tako da vrijedi:
x =d(0,N) = (0,N,), y =d(N,T) =d(N,,Ty), r = d(0,T) = d(0,T;)

jer se osnom simetrijom ¢uvaju udaljenosti toc¢aka.
Iz sukladnosti trokuta ONT i ON;T; slijedi da je mjera Siljastog kuta f8
pravokutnog trokuta ON;T; jednaka mjeri Siljastog kuta a pravokutnog trokuta
ONT 1 piSemo:

B =a. (6)
Primjenom definicije dva suplementarna kuta za koje vrijedi da je zbroj njihovih
mjera jednak 180° proizlazi da je Siljastom kutu £ suplementaran tupi kut

180° — B prikazan na slici 6.

L=y) e T(zy
T T
Y Yy
@ -0
3 o
Ni(—z,0) 0(0,0) z N(z,0)

Slika 6. Suplementarni kutovi

Promotrimo sada najprije specijalan slucaj za r = 1, $to se interpretira na nacin
da je tocka T(x,y) udaljena od ishodista za jednu mjernu jedinicu. Tada iz
formule (5) slijedi da za koordinate tocke T'(x,y) (iz prvog kvadranta) vrijedi
x = cos a i y = sin a odakle primjenom identiteta « = £, vidi (6), proizlazi:

x=-cosfB iy=sinp. @)
Koriste¢i prethodno navedeno, osnom simetrijom s obzirom na os y tocki
T(x,y), gdje je x > 0,y > 0, jednoznac¢no je pridruzena tocka T; (—x, y) za Cije
koordinate —x < 0, y > 0 vrijedi:

y = sin (180° — pB) 8)

i —x = cos (180° — B), odakle slijedi da je:
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x = — cos (180° — B). 9)

Usporedivanjem formula (8) 1 (9) s formulama (7) direktno proizlaze sljedeci
identiteti
sin (180° — ) = sin B, cos (180° — ) = —cos f koje obzirom na identitet
(6) mozemo pisati u obliku:

sin (180° — a) = sina, cos (180° —a) = —cos a. (10)
Formule (10) nazivamo trigonometrijskim identitetima za sinus i kosinus
suplementarnih kutova, a interpretiraju se da je vrijednost sinusa tupog kuta
jednaka vrijednosti sinusa njemu suplementarnog Siljastog kuta i da je vrijednost
kosinusa tupog kuta jednaka negativnoj vrijednosti kosinusa njemu
suplementarnog $iljastog kuta.
U op¢em slucaju kada je udaljenost r izmedu tocke T (x,y) i ishodista bilo koji
pozitivan realan broj, odnosno za r = d(0,T), r > 0 primjenom formula (10) i
(5) i identiteta « = (3, vidi (6), proizlazi:

x

sin (180° - B) =2, cos (180°— ) = —=

r r’
gdjeje —=< 0 i %> 0, vidi sliku 6.
Dakle, sinus (kosinus) tupog kuta definiramo sinusom (kosinusom) njemu
suplementarnog Siljastog kuta u odgovaraju¢em pravokutnom trokutu, pri cemu
se primjenjuju formule (5) tako da predznak sinusa tupog kuta ostaje pozitivan,

a predznak kosinusa tupog kuta postaje negativan.

U nastavku ¢emo obrazloziti izvod formule za izracunavanje povrSine trokuta
kojemu su zadane duljine bilo kojih dviju njegovih stranica i mjera kuta izmedu
njih. Prije toga, podsjetimo se poznate formule za izraCunavanje povrSine trokuta

koja se izrazava polovicom umnoska duljine bilo koje njegove stranice i duljine

avg b-vy CVe

visine na tu stranicu, odnosno P = > - Sto najéeSée zapisujemo

u obliku:
4%

P = ,
2

(11)
gdje a oznacava duljinu osnovice (raznostrani¢nog) trokuta, a v, duljinu visine

na stranicu a, vidi sliku 7.
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B ap C

Slika 7. Raznostranican trokut

Oznac¢imo s D noziste visine v, iz vrha A na stranicu a trokuta ABC. Tada
koristeci se svojstvom da visina v, dijeli trokut ABC na dva pravokutna trokuta
ADC i ABD i primjenom formule (2) na S$iljasti kut y pravokutnog trokuta ADC
dobivamo:
iny = 22
siny =+,
odakle slijedi v, = bsiny, $to uvrStavanjem u formulu (11) povlaéi da se

povrsina trokuta moze takoder izracunati primjenom sljedece formule:

p = 2bsiny Szi” . (12)

Formula (12) koristi se za izraCunavanje povrSine trokuta ukoliko su zadane

duljine njegovih stranica a i b i mjera kuta y izmedu njih. Na analogan nacin,

.vb

.. b oy- . . v
primjenom formule P = — ii P= % dobivamo da se povrsina trokuta u

odnosu na preostala dva para duljina stranica tog trokuta i mjere kuta izmedu njih

moe pisati u obliku P =232 jji p = 258 Time dobivamo da vrijedi:
P = ab siny _ bcsina _ acsin[:’. (13)
2 2 2

Dakle, povrSina trokuta moze se takoder izraunati i formulom (13) koja se
interpretira da je povrSina trokuta jednaka polovici umnoska duljina bilo kojih
dviju stranica tog trokuta i sinusa kuta izmedu njih. Uo¢imo da formula (13)
vrijedi 1 u slucaju kada je jedan kut trokuta tupi jer se tada primjenjuje identitet
(10).

U proizvoljnom trokutu ABC kojemu su a, b i ¢ duljine stranica, a a, 8 i y mjere

odgovaraju¢ih njima nasuprotnih kutova vrijede poucci poznati pod nazivom
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poucak o sinusima i poucak o kosinusu. U nastavku ¢emo bez dokaza iskazati
navedene poucke, bududi da su oni izvedeni i dokazani u udzbeniku [5].
Poucak o sinusima iskazuje se na sljedeci nacin:
o U svakom trokutu omjeri duljina stranica i sinusa njima nasuprotnih
kutova medusobno su jednaki.
Drugim rijeCima, vrijedi:

a _ b _ ¢

(14)

sina  sinf  siny
Poucak o sinusima koristi se ukoliko su poznate duljine dviju stranica trokuta i
mjera kuta nasuprot jedne od tih stranica ili ako su poznate mjere dvaju kutova
trokuta i duljina jedne stranice nasuprot jednom od tih kutova.
Poucak o kosinusu iskazuje se na sljedeci nacin:

o Kvadrat duljine stranice trokuta jednak je sumi kvadrata duljina
preostalih dviju stranica tog trokuta umanjenoj za dvostruki umnozak
duljina tih dviju stranica i kosinusa kuta izmedu njih.

Drugim rijeCima, vrijedi:
a’? =b?+c?*—2bccosa, b?=a?+c?—2accosp,
c?=a?+b?—-2abcosy, (15)
Sto se najceSc¢e zapisuje formulom:
c?=a?+b?—2abcosy. (16)
Poucak o kosinusu koristi se ukoliko su poznate duljine dviju stranica trokuta 1
mjera kuta izmedu njih ili ako su poznate duljine svih triju stranica trokuta, pri

¢emu se formule (15) zapisuju u obliku:

b2%+c2-q? a?+c%-p? a?+b2%—c?
cosq=—1H—, cosf=——, cOSy=-—1——

2bc 2ac

Primjenom formule (10) pokazuje se da poucak o kosinusu i poucak o sinusima
vrijede za tupe kutove kao 1 za Siljaste kutove.

Pretpostavimo sada da je y = 90°. Tada razlikujemo sljede¢a dva specijalna
slucaja takva da jedan od njih proizlazi iz poucka o kosinusu, a drugi iz poucka
0 sinusima.

1. Zay = 90° iz formule (16) proizlazi Pitagorin poucak.
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Naime, u ovom slucaju trokut ABC (prikazan na slici 7.) postaje
pravokutan trokut (prikazan na slici 4.) kojemu je ¢ duljina hipotenuze, a
a i b su duljine njegovih kateta. U ovom slucaju iz formule (16) direktno
slijedi identitet c? = a? + b? poznat pod nazivom Pitagorin poucak, pri
¢emu se koristi svojstvo dazay = 90° vrijedi da je cos y = cos 90° = 0.
Time zakljucujemo da je Pitagorin poucak specijalan oblik poucka o
kosinusu ako je jedan kut u trokutu pravi. Drugim rije¢ima, poucak o
kosinusu je poopcenje Pitagorinog poucka u slucaju kada je trokut
pravokutan.
2. Zay =90° iz formule (14) proizlaze formule (2) i (3).

Koriste¢i svojstvo da je siny = sin90° = 1, iz formule (14) proizlazi

a

2= " odakle slijedi — = ¢, odnosno sina = =.
sina  siny sina c

. . . b c .. 1. b
Analogno, iz formule (14) proizlazi proy-lpesenl odakle slijedi vl

: b . , : y o —
odnosno sin 8 = —. Time dobivamo da je poucak o sinusima poopéenje

definicije trigonometrijskih funkcija sinusa i kosinusa $iljastog kuta u

pravokutnom trokutu.

2.2.2. Paralelogram

U ovom odjeljku obrazloZit ¢e se primjena trigonometrije trokuta na odredivanje
duljina dijagonala paralelograma i1 njegove povrSine, pri ¢emu ¢e se takoder
primijeniti poucak o kosinusu.
Podsjetimo se najprije definicije paralelograma:

o Paralelogram je cetverokut kojemu su nasuprotne stranice sukladne i

paralelne, a nasuprotni kutovi jednakih velicina.

Takoder, ponovimo da paralelogram ima dvije dijagonale od kojih ga svaka dijeli
na dva sukladna trokuta, stoga se pri odredivanju duljina njegovih dijagonala i
izraCunavanju njegove povrSine mogu primijeniti sve formule koje vrijede za
trokut (definicija trigonometrijskih funkcija za Siljasti i tupi kut, poucak o

sinusima, poucak o kosinusu).
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Neka je zadan paralelogram ABCD kojemu su a i b duljine stranica i @ mjera
(8iljastog) kuta izmedu njih. Tada iz definicije paralelograma proizlazi da je drugi
(tupi) kut izmedu stranica tog paralelograma suplementaran kut (Siljastog) kuta
a, stoga njegova mjera iznosi 180° — a, vidi sliku 8. i pritom vrijedi:

sin (180° — a) =sina, cos (180° — a) = — cos a,
vidi formule (10). Oznacimo sa d; i d, duljine dijagonala paralelograma i sa ¢

mjeru kuta izmedu njih kako je prikazano na slici 8.

Slika 8. Paralelogram

Tada u odnosu na uvedene oznake mozemo uociti da dijagonala d, dijeli
paralelogram ABCD na sukladne trokute ABC i ACD, a dijagonala d, dijeli
paralelogram ABCD na sukladne trokute ABD i BCD. Pritom je dijagonala
d, ujedno stranica trokuta ABC nasuprot suplementarnom kutu 180° — « kuta a,
a dijagonala d, je ujedno stranica trokuta ABD nasuprot kutu «, gdje je « Siljasti
kut paralelograma ABCD.
Primjenom poucka o kosinusu (vidi formule (16)) na trokut ABD dobivamo:

ds = a? + b? — 2ab cos a, 17)
a njegovom primjenom na trokut ABC dobivamo:

d? = a®? + b? — 2ab cos (180° — a),

odnosno:

d? = a? + b? + 2ab cos a, (18)
gdje se primijenila formula cos (180° — a) = — cos a, vidi (10).
Podsjetimo se, u odjeljku 2.1. prokomentirali smo da autori ovaj nastavni sadrzaj
u udzbeniku [5] obraduju na nacin da navode formule (18) i (17), gdje se koriste

oznake e za dijagonalu d; i f za dijagonalu d,, bez dodatnih pojasnjenja zasto
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se u jednoj formuli koristi plus, a u drugoj minus za ¢lan koji sadrzi cos a i bez
argumentacije da predznak (plus ili minus) ¢lana 2ab cos a ovisi 0 kutu (tupom
ili Siljastom) nasuprot odgovarajuce dijagonale paralelograma.

Drugim rije¢ima, autori nisu argumentirali da se uz ¢lan 2ab cos a u formuli za
izracun kvadrata dijagonale paralelograma pise minus ako je dijagonala nasuprot
Siljastom kutu «, odnosno da se pise plus ako je dijagonala nasuprot

suplementarnom kutu (180° — «) kuta a, gdje je 180° — a tupi kut.

Zbrajanjem izraza (17) i (18) proizlazi:

di +d3 = 2(a®+b?) (19)
¢ime je dana veza izmedu zbroja kvadrata duljina dijagonala i zbroja kvadrata
duljina stranica paralelograma. Drugim rije¢ima, zbroj kvadrata duljina
dijagonala paralelograma jednak je dvostrukom zbroju kvadrata duljina stranica
tog paralelograma. Formula (19) primjenjuje se u zadacima u kojima su poznate
duljine stranica paralelograma i duljina jedne njegove dijagonale ili ako su
poznate duljine dijagonala paralelograma i duljina jedne njegove stranice.
Objasnimo sada formule za izraCunavanje povrsine paralelograma.

Spustimo li visinu v, iz vrha D paralelograma ABCD na stranicu a tog
paralelograma i ozna¢imo sa F noZziste te visine 1 analogno spustimo li visinu v,
iz vrha C paralelograma ABCD na stranicu a tog paralelograma i ozna¢imo
noziste te visine sa G, tada moZzemo primijetiti da su pravokutni trokuti AFD i

BGC sukladni, vidi sliku 9.

A F a B G

Slika 9. Visine na osnovicu paralelograma

Koriste¢i se ¢injenicom da sukladni trokuti imaju jednake povrsine zakljucujemo
da je povrsina paralelograma ABCD jednaka povrsini pravokutnika FGCD. Time

se povrsina paralelograma ABCD izracunava primjenom formule:
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P=a vy, (20)
koja se interpretira da je povrsina paralelograma izrazena umnoSkom duljine
jedne stranice tog paralelograma i duljine visine na tu stranicu.

Naglasimo da se formula (20) mogla takoder dobiti i na sljedeéi nacin.
Uzimajuci u obzir da dijagonala d, dijeli paralelogram ABCD na dva sukladna
trokuta ABD i BCD koji imaju jednake povrsine, proizlazi da je povrSina

paralelograma ABCD jednaka dvostrukoj povrsini trokuta ABD, vidi sliku 10.

D C

A Fa B

Slika 10. Visina na osnovicu i dijagonala paralelograma

Primjenom prethodno razmatranog u odjeljku 2.2.1. proizlazi da se povrsina

avg

trokuta ABD izra¢unava formulom (11), odnosno Payupp = — , stoga za

povrsinu paralelograma ABCD dobivamo formulu P = 2 % iz koje slijedi

formula (20). Na analogan nacin kako smo formulu (12) za izraCunavanje

povrsine trokuta izveli iz formule (11) pokazuje se da formulu Pyspp = % za

izraCunavanje povrsine trokuta ABD u paralelogramu ABCD mozemo pisati u

ab sin a

obliku formule Pyspp = >

primjenom koje dobivamo da se povrsina

paralelograma ABCD takoder moze izracunati formulom:

P = absin a. (21)
Naime, ako iz vrha D spustimo visinu v, na stranicu a trokuta ABD
paralelograma ABCD i ozna¢imo noziSte te visine sa F, onda dobivamo
pravokutan trokut AFD kojemu je b duljina hipotenuze i v, je duljina njegove
katete nasuprot Siljastom kutu a. Primjenom formule (2) dobivamo da je sinus

kuta a (s vthom u tocki A) jednak omjeru duljine visine v, na stranicu a i duljine

hipotenuze b u pravokutnom trokutu AFD, stoga je sina =%“ , odakle slijedi
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ab sin a

v, = bsina. Time dobivamo da je Pasgp = povrsina trokuta ABD,

stoga je P = 2 Pp4pp povrSina paralelograma ABCD iz koje slijedi formula (21).
Formulu (21) za izracunavanje povrsine paralelograma ABCD mozemo takoder
dobiti i u slucaju kada se uzima u obzir tupi kut izmedu stranica paralelograma
¢iju mjeru zapisujemo u obliku 180° — a uz pretpostavku da je a mjera siljastog
kuta paralelograma. U ovom sluc¢aju primjenom formule (12) na izracunavanje
povrsine trokuta ABC (vidi sliku 8.) i Cinjenice da je povrSina paralelograma

ABCD jednaka dvostrukoj povrSini trokuta ABC proizlazi da je

P=2 w = ab sin (180° — a) povriina paralelograma ABCD,

odakle primjenom formule sin (180° — a) = sina (vidi formulu (10)) direktno
slijedi formula (21).

Navedene formule (20) i (21) za izraGunavanje povrSine paralelograma koriste se
u ovisnosti o tome koji su elementi paralelograma zadani. Konkretno, formula
(20) se koristi kada je zadana duljina jedne stranice paralelograma i duljina visine
na tu stranicu, a formula (21) kada su zadane duljine stranica paralelograma i

mjera kuta izmedu njih.

Napomenimo da se povrSina paralelograma moze takoder izraCunati i ako su
poznate duljine njegovih dijagonala i mjera kuta izmedu njih, §to ¢emo u
nastavku detaljnije obrazloziti. Oznac¢imo sa ¢ (Siljasti) kut izmedu dijagonala
d, id, paralelograma ABCD i ozna¢imo sa S sjeciste dijagonala d, i d,, odnosno
vrh tog kuta ¢, kako je prikazano na slici 8. Iz svojstva da se dijagonale
paralelograma raspolavljaju proizlazi da dijagonale d; i d, dijele paralelogram
ABCD na Cetiri trokuta ABS, BCS, CDS i DAS medu kojima su sukladni trokuti
ABS i CDS, odnosno trokuti BCS i DAS.

Koristeci svojstvo da sukladni trokuti imaju jednake povrSine zaklju¢ujemo da se
povrsina paralelograma ABCD mozZe pisati u obliku dvostrukog zbroja povrSina
trokuta ABS i BCS koji nisu sukladni jer su opcenito a i b medusobno razlicite

duljine stranica paralelograma. Time dobivamo:
P =2 (Ppaps + Pagcs), (22)
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gdje je:
9192 in (180°- @)

Ppaps = 22 > (23)

povrsina trokuta ABS i gdje je:

ddy sin ¢

Pppcs = % (24)
povrsina trokuta BCS. U svakoj od formula (23) i (24) povrSina odgovarajuceg
trokuta izrazena je polovicom umnoska duljina dviju stranica trokuta i sinusa kuta
izmedu njih, $to je u suglasnosti s formulom (13). Budu¢i da su kutovi ¢ i
180° — ¢ (uz istu dijagonalu) suplementarni, iz formule (10), odnosno svojstva
sin (180° — ¢) = sin ¢ proizlazi da je povrsina trokuta ABS jednaka povrsini
trokuta BCS iako ta dva trokuta nisu sukladna. Drugim rije¢ima, usporedivanjem
formula (23) i (24) uz navedeno svojstvo sin (180° — @) = sin ¢ proizlazi da je
Pasps = Pagcs- Time dobivamo da se formula (22) moZze pisati u obliku

did

ZZsing

P = 4 Pygcs, 0dakle primjenom formule (24) slijedi da je P = 4 ZT :

s §
2

odnosno:

P:w. (25)

Formulom (25) je povr$ina paralelograma izrazena polovicom umnoska duljina

njegovih dijagonala i sinusa kuta izmedu njih.
2.2.3. Tetivni Cetverokut

U ovom odjeljku detaljno ¢emo analizirati primjenu trigonometrije na tetivnom
¢etverokutu analogno kao kod paralelograma, pri ¢emu ¢emo izvesti formule za
odredivanje duljina dijagonala i povrSine tetivnog ¢etverokuta i navesti tvrdnje s
odgovaraju¢im dokazom. Tetivni cCetverokut vrlo je oskudno obraden u
udzbeniku [5] na nacin da se samo navodi svojstvo da je zbroj mjera njegovih
dvaju nasuprotnih kutova jednak 180°. Pritom navedeno svojstvo nije detaljnije
objasnjeno niti argumentirano vec¢ se rjeSava jedan primjer u kojemu se odreduju
mjere kutova tetivnog Cetverokuta obzirom na zadane duljine svih njegovih

stranica. U nastavku ¢emo navedeno svojstvo iskazati u obliku tvrdnje koju ¢emo
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ujedno i dokazati. Takoder, navest ¢emo jos dvije tvrdnje poznate pod nazivom
Ptolomejev teorem i Kvocijentni oblik Ptolomejevog teorema za koje ¢emo
argumentirati njihove dokaze i pritom detaljno izvesti svaku navedenu formulu s
ciljem da se ucenike potakne na dokazivanje tvrdnji uz primjenu prethodno
steCenog znanja. Naime, uéenici najées¢e nauce tvrdnje bez dokaza i koriste ih
kao pravila za rjeSavanje zadataka, a da pritom ne razumiju zbog ¢ega navedena
tvrdnja vrijedi. Iz tog razloga ¢emo u nastavku obrazloziti nastavne sadrzaje
tetivnog Cetverokuta kojima se omogucava ucenicima da na dodatnoj nastavi
matematike ili kroz samostalni rad dobiju uvid kako se izvode formule i dokazuju
tvrdnje, pozivanjem na prethodno dokazane tvrdnje i obrazlozene valjanosti

pojedinih formula.

Tetivni Cetverokut definira se na sljede¢i nacin:
o Tetivni Cetverokut je Cetverokut kojemu je moguce opisati kruznicu,

odnosno njegove stranice su tetive opisane kruznice.

Iz navedene definicije proizlazi da duljine stranica tetivnog cetverokuta mogu
biti medusobno razliCite, stoga ih oznacavamo sa a, b, ¢ i d. Tetivni Cetverokut
ima dvije dijagonale ¢ije ¢emo duljine oznaciti sa e i f, a mjere njegovih
unutarnjih kutovasa a, 8,y i 6.

Svaka dijagonala tetivnog cetverokuta dijeli tetivni cCetverokut na dva
odgovarajuca trokuta, stoga se pri odredivanju duljina dijagonala i povrSine
tetivnog Cetverokuta koriste prethodno navedeni nastavni sadrzaji iz
trigonometrije trokuta medu kojima se najcesée primjenjuje poucak o kosinusu.
Tetivni Cetverokut ima svojstvo da je zbroj mjera njegovih nasuprotnih kutova
jednak 180°, $to ima za posljedicu da su nasuprotni kutovi tetivnog &etverokuta
suplementarni. Navedeno svojstvo iskazujemo u obliku sljedece tvrdnje koju

ujedno i dokazujemo.

Tvrdnja 1.
Ako je cetverokut tetivan, onda mu je zbroj mjera dvaju nasuprotnih

(unutarnjih) kutova jednak 180°.

28



Dokaz:

Neka je k kruznica i ABCD tetivni Cetverokut €iji se vrhovi nalaze na
kruznici k. Budu¢i da trebamo pokazati da je zbroj mjera nasuprotnih kutova
tetivnog Setverokuta jednak 180°, promotrimo najprije nasuprotne kutove 4DAB
I £BCD tetivnog Cetverokuta ABCD ¢ije mjere u danom poretku ozna¢avamo sa
a iy, a zatim nasuprotne kutove £ABC i £CDA tog tetivnog Cetverokuta Cije
mjere u danom poretku oznaCavamo sa (i 8, vidi sliku 11. U suglasnosti s
navedenim oznakama treba dokazati da vrijedi:

a+y=180° i B+6=180° (26)

Pri dokazivanju izraza (26) primjenjivat ¢e se Poucak o sredisnjem i obodnom
kutu koji glasi:

o Zasredisnji i obodni kut nad istim kruznim lukom zadane kruznice vrijedi

da je mjera sredisnjeg kuta dvostruko veca od mjere njemu pridruzenog

obodnog kuta.

Slika 11. Nasuprotni kutovi o. i y u tetivnom Cetverokutu i njima pridruzeni sredisnji

kutovi

Uoc¢imo da je kut £DAB tetivnog Cetverokuta ABCD, kojemu je a mjera, ujedno
obodni kut s vrhom u tocki A ¢iji krakovi sijeku kruznicu k u tockama B i D.
Oznacimo sa ¢ mjeru srediSnjeg kuta £DSB pridruzenog obodnom kutu 4DAB.
Tada prema navedenom poucku o srediSnjem i1 obodnom kutu 1 uvedenim
oznakama a« i ¢ za mjere obodnog kuta ADAB i njemu pridruzenog srediSnjeg
kuta £DSB vrijedi da je ¢ = 2a. Analogno, pozivaju¢i se na navedeni poucak i

uvedene oznake y i & za mjere obodnog kuta ABCD i njemu pridruzenog
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sredisnjeg kuta ABSD vrijedi da je & = 2y. Koristeéi se Cinjenicom da je
@ +&=360° (vidi sliku 11.), pri ¢emu je @ =2a i & =2y proizlazi
2a + 2y = 360°, odakle dijeljenjem sa dva slijedi a +y = 180°. Time smo
dokazali prvi izraz u (26).

Na sli¢an nacin, dokazuje se daje f + & = 180°.

Slika 12. Nasuprotni kutovi 3 i § u tetivnom Cetverokutu i njima pridruZeni sredisnji

kutovi

Uocimo da je kut 4ABC tetivnog ¢etverokuta ABCD, kojemu je £ mjera, ujedno
obodni kut s vchom u tocki B ¢iji krakovi sijeku kruznicu k u to¢kama A i1 C, vidi
sliku 12. Oznac¢imo sa 8 mjeru sredi$njeg kuta £ASC pridruzenog obodnom kutu
4ABC. Prema navedenom poucku o srediSnjem i1 obodnom kutu i uvedenim
oznakama £ i 6 za mjere obodnog kuta #ABC i njemu pridruzenog srediSnjeg
kuta £ASC vrijedi da je 8 = 2. Analogno, uvedemo li oznaku & za mjeru
obodnog kuta £CDA i oznaku u za mjeru njemu pridruzenog sredi$njeg kuta
4CSAvrijedidaje u = 26. Naslici 12. vidljivo je da vrijedi 8 + u = 360°, gdje
jed = 2B iu = 26,stogadobivamo 2 + 26 = 360°, odakle dijeljenjem sa dva
slijedi da je B + & = 180°. Time smo dokazali i drugi izraz u (26), ¢ime smo

ujedno dokazali Tvrdnju 1.

Napomenimo da vrijedi i obrat Tvrdnje 1. koji iskazujemo bez dokaza buduci da

se ne koristi u nastavku.
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Obrat Tvrdnje 1.
Ako vrijedi da zbroj mjera dvaju nasuprotnih kutova nekog cetverokuta
iznosi 180°, onda je taj cetverokut tetivan.

Dokaz ove tvrdnje detaljno je razraden u ¢lanku [9] autorice S. Varosanec.

1z ¢injenice da svaka dijagonala tetivnog Cetverokuta dijeli taj Cetverokut na dva
odgovarajuca trokuta proizlazi da se duljina (kvadrat duljine) njegove dijagonale
izraCunava primjenom poucka o kosinusu na odgovarajuci trokut. Odredimo
najprije duljinu dijagonale f tetivnog ¢etverokuta ABCD koja ga dijeli na trokute
ABD i BCD, kako je prikazano naslici 13.
Tada primjenom poucka o kosinusu, odnosno primjenom formule (16) na
navedene trokute dobivamo:

f?=a?*+d?*—-2adcosa, (27)

f?=b%*+c*—2bccosy. (28)

Slika 13. Tetivni cetverokut i njegove dijagonale

Iz Tvrdnje 1. proizlazi da je a + y = 180°, odakle slijedi y = 180° — a, stoga
primjenom formule (10) dobivamo cos ¥y = cos (180° — a) = — cos a, ¢ime se
izraz (28) zapisuje u sljedecem obliku:

f2=b%+c?>+2bccosa. (29)
1z izraza (27) i (29) proizlazi:

a’?+d*—2adcosa =b?>+c*>+2bccosa
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a’?+d*—2adcosa—b?—c?>—2bccosa=0

a’?+d?>—b?>—c?>—2(ad+bc)cosa =0,
odakle slijedi:
—2(ad + bc) cosa = —a? —d? + b* + ¢? /: (-2 (ad + bc))
2, 42_p2_2

cosa = %. (30)
Uocimo da je dijeljenje s faktorom —2 (ad + bc) dozvoljeno jer je ad + bc # 0
buduéi da su a, b, ¢ i d duljine stranica tetivnog Cetverokuta pozitivni realni
brojevi. Nadalje, uvrStavanjem izraza (30) u izraz (27) dobivamo:
a’ +d? — b? — c?

2 (ad + bc)

f?=a*+d*-2ad

a?+d?-b?—c?

2 _ 2 2 _
fe=a"+d ad —Tibe

__ (a?+d?) (ad+bc)—ad (a?+d?-b%-c?)

f2
ad+bc
f2 __a®d+a?bc+ad3+bcd?—add-ad®+ab?d+ac?d
- ad+bc

3 a’bc + ac?d + ab?*d + bcd?

2_
f ad + bc
, _ac(ab+cd)+bd (ab+cd)
£ = ad + bc
2 _ (ab+cd) (ac+bd)
f - ad+bc (31)

Pritom smo koristili poznato svojstvo komutativnosti zbrajanja prema kojemu

vrijedidaje x +y=y+x zasvakixiy.

Analogno, pri odredivanju (kvadrata) duljine dijagonale e koja dijeli tetivni
Cetverokut ABCD na trokute ABC 1 ACD, primjenjuje se formula (16) na

navedene trokute i pritom dobiva:
e?=a?+b*—2abcosf, (32)

e?=c?+d*>—2cdcosé. (33)
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Koriste¢i Tvrdnju 1. proizlazidaje g + § = 180°, odakle slijedi § = 180° — 3,
stoga primjenom formule (10) dobivamo cos § = cos (180° — ) = —cos 3,
¢ime se izraz (33) zapisuje u obliku:

e? =c?+d?+ 2cdcosp. (34)
Analogno izvodu formule (30) iz izraza (32) i (34) dobiva se sljede¢a formula za

izraCunavanje cos § pomocu svih duljina stranica tetivnog Cetverokuta:

cos B = a?+b?-c?-d?
T2 (ab+cd)
koju nadalje uvrstavamo u izraz (32) i nakon provedenih izracuna (sli¢no kao u

izra¢unavanju od f2) dobivamo:

ez __ (ac+bd) (ad+bc)
- ab+cd

(35)
Formulama (35) i (31) dani su izrazi kojima se kvadrati duljina dijagonala

tetivnog Cetverokuta izrazavaju pomocu duljina svih njegovih stranica.

Ako pomnozimo te kvadrate ili ako ih podijelimo, onda se dobiva veza izmedu
duljina dijagonala i duljina svih stranica tetivnog ¢etverokuta. U nastavku ¢emo
navedeno iskazati pomocu dviju tvrdnji od kojih je prva tvrdnja poznata pod
nazivom Ptolomejev teorem, a druga se naziva Kvocijentni oblik Ptolomejevog

teorema. Pritom ¢emo obje tvrdnje ujedno i1 dokazati.

Tvrdnja 2. (Ptolomejev teorem)
UmnoZzak duljina dijagonala tetivnog cetverokuta ABCD jednak je zbroju
umnozaka duljina njegovih nasuprotnih stranica i pisemo:
ef =ac+ bd. (36)
Dokaz:

Mnozenjem kvadrata duljina dijagonala tetivnog cetverokuta danih

(ac+bd) (ad+bc) (ac+bd) (ab+cd)
ab+cd ad+bc

izrazima (35) i (31) dobivamo e? f2 = , odakle

kra¢enjem navedenih razlomaka slijedi (ef)? = (ac + bd)? i korjenovanjem

proizlazi izraz (36), ¢ime je dokazana Tvrdnja 2.
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Tvrdnja 3. (Kvocijentni oblik Ptolomejevog teorema)
Kvocijent duljina dijagonala e i f tetivnog cetverokuta ABCD iskazuje se

sljedecim izrazom:

__ad+bc

e
/? " ab+cd (37)
Dokaz:
2 (ac+bd)(ad+bc)
. U . . e I R
Koriste¢i izraze (35) i (31) dobivamo F:% , odakle
ad+bc

2 2
kracenjem navedenih razlomaka slijedi e_2 — (aatbo)
f (ab+cd)?

i korjenovanjem proizlazi
izraz (37), $to dokazuje Tvrdnju 3.

Izvedimo sada formulu za izraCunavanje povrsine tetivnog ¢etverokuta kojemu
sua, b, c i d duljine stranica. Promatrajuci sliku 13. moZemo uoditi da se povrSina
tetivnog Cetverokuta ABCD moze dobiti i kao zbroj povrsina trokuta ABD i BCD,

Sto zapisujemo u obliku:
P=%ad sina+%bcsiny, (38)

gdje smo za izraun povrsina navedenih trokuta primijenili formulu (12).
Iz Tvrdnje 1. prema kojoj je y = 180° — « i primjenom formule (10) slijedi da
je siny = sin (180° — &) = sin a, odnosno sin y = sin a, $to uvrStavanjem u
izraz (38) povla¢i P = % ad sin +% bc sin «, odnosno:

P = %(ad + bc) sina. (39)
Analogno prethodno navedenom, povrSina tetivnog ¢etverokuta ABCD mozZe se
takoder izraziti kao zbroj povrSina trokuta ABC i ACD koje izratunavamo
primjenom formule (12) i dobivamo P = % ab sin 8 +% cd sin §. Primjenom
Tvrdnje 1. prema kojoj je § = 180° — i primjenom formule (10) prema kojoj
je sin § = sin (180° — B) = sin S, odnosno sin § = sin 8 dobivamo:

P = (ab + cd)sin . (40)
Uocimo da se formula (39) takoder moze pisati u obliku P = %(ad + bc) siny

jer je sina =siny i da se formula (40) takoder moZe pisati u obliku
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P = %(ab + cd) sin § jer je sin f = sind. Time smo dobili da se povrSina
tetivnog Cetverokuta moze izraunati primjenom formula koje su izrazene svim
duljinama stranica tetivnog cetverokuta i sinusom (mjere) jednog njegovog kuta
tako da se sinus kuta tetivnog Cetverokuta mnozi s polovicom zbroja umnoska
duljina njegovih stranica uz taj kut i umnoska duljina njegovih stranica uz njemu
suplementaran kut, vidi (39) i (40).

Navedimo da se formula za izraCunavanje povrsine tetivnog Cetverokuta moze
izraziti samo pomocu duljina njegovih stranica. Konkretno, kvadriranjem izraza
(39) dobivamo:

P? = < (ad + bc)? sin’a. (41)
Primijenimo li osnovni trigonometrijski identitet sin?a + cos?a = 1 iz kojeg
slijedi sin?a = 1 — cos?a dobivamo da se kvadrat povrSine tetivnog

Cetverokuta iz izraza (41) moze nadalje pisati u obliku:
1
P? = 2 (ad + bc)? (1 — cos?a)
4P? = (ad + bc)? (1 — cos?a)
4P? = (ad + bc)? — (ad + bc)? cos?a,
gdje uvrStavanjem izraza (30) za izracun cos a povlaci da je:

2+d2—b2—C2)2

4P? = (ad + bc)? — (ad + bc)? &

4 (ad+bc)?
a? + d? — b% — c?)°
4P? = (ad + bc)? — ( 2 )
16P? = 4 (ad + bc)? — (a? + d? — b% — ¢?)?. (42)

Desna strana izraza (42) je razlika kvadrata oblika x? —y?, pri ¢emu je

x=2(ad+ bc) i y=a?+d?— b%— c?, stoga primjenom poznate formule

x? —y? = (x +y) (x — y) proizlazi da se izraz (42) nadalje zapisuje u obliku:

16P? = (2 (ad + bc) + (a® + d? — b* — ¢?)) (2 (ad + bc) — (a? + d* — b? — ¢?))

16P? = (2ad + 2bc + a? + d* — b? — ¢?) (2ad + 2bc — a® — d? + b? + ¢?)

16P? = (a? + 2ad + d? — (b? — 2bc + ¢?)) (b? + 2bc + ¢? — (a® — 2ad + d?)).
(43)
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Primjenom poznatih formula za kvadrat zbroja i kvadrat razlike proizlazi da je
a’+2ad +d? = (a+d)?, b?*—2bc+c?=(b-c)?
b% +2bc+c? =(b+c)? a?-2ad+d?=(a-d)?
Sto uvrStavanjem u izraz (43) povlaci:
16P2 = ((a+ d)? = (b—0)?) (b + ¢c)? — (a — d)?). (44)
Uoc¢imo da su oba faktora s desne strane izraza (44) takoder razlike kvadrata,
stoga izraz (44) zapisujemo u obliku:
16P2=(a+d+b—-c)(a+d—b+c)(b+c+a—-d)(b+c—a+d)

__ (a+d+b—c) (a+d-b+c) (b+c+a—d) (b+c—a+d)
- 16

PZ

odakle korjenovanjem proizlazi da se povrSina tetivnog Cetverokuta moze

izracunati sljedecom formulom:

p— J(a+d+b—c) (a+d—b+c) (b+c+a—d) (b+c—a+d)

, (45)
ako su pritom zadane samo duljine stranica tetivnog Cetverokuta.
Formulu (45) takoder zapisujemo 1 u obliku:
P = (a+b—c+d) (a—b+c+d) (a+b+c—d) (—a+b+c+d)
—_ 16 H
odnosno:
—at+b+c+d a-b+c+d a+b—c+d a+b+c—d
P= \/ 2 2 2 2 (46)

pri ¢emu se primijenilo svojstvo komutativnosti za zbrajanje (x + y =y + x) i
svojstvo komutativnosti za mnozenje (x y = y X).

Oznacimo li sa s polovicu opsega tetivnog Cetverokuta kojemu su a, b, c i d

.. . . a+b+c+d .- .
duljine stranica, tada je s = —— - Uocimo da je:
a+b+c+d —a+b+c+d
S—a=—--a=——-—----,
2 2
a+b+c+d a—b+c+d
s—bh="0 o p =0
2 2
a+b+c+d a+b—c+d
S—C=—"—]T"——C=—7—"7—,
2 2
a+b+c+d a+b+c—d
s—d :=———7;———-— d ==———?;——-,
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Sto usporedivanjem s faktorima drugog korijena u izrazu (46) direktno povlaci da

se izraz (46) moze pisati u obliku:

P={JG—a)(s=b)(s—c)(s—d). (47)

Formula (47) koristi se za izraCunavanje povrsine tetivnog ¢etverokuta i poznata

je pod nazivom Poopcenje Heronove formule. Podsjetimo se da se Heronovom

formulom izracunava povrSina trokuta i zapisuje se u obliku

P=,/(s—a)(s—b)(s—c), gdje je s polovica opsega trokuta, odnosno

a+b+c
> .

3. Primjena trigonometrije u stereometriji

Stereometrija je dio geometrije koji proucava svojstva geometrijskih tijela u
prostoru i njihove medusobne odnose. U ovom poglavlju najprije ¢e se usporediti
udzbenici objavljeni prije i poslije donoSenja Kurikuluma u odnosu na primjenu
trigonometrije u stereometriji, a zatim ¢e se obrazloziti primjena trigonometrije
na odabranim geometrijskim tijelima, stoScu upisanom u kuglu i paralelopipedu.
Pritom ¢e se detaljnije objasniti primjena trigonometrije u odredivanju mjere kuta
pri vrhu osnog presjeka stosca upisanog u kuglu i u izvodenju formule za

racunanje volumena paralelopipeda.

3.1. Kriticki osvrt na udZbenike objavljene prije i poslije

donosenja Kurikuluma

Uvidom u udzbenike [1] i [2] za tre¢i razred gimnazija objavljenih prije i poslije
donosenja Kurikuluma provedena je analiza nastavnih sadrzaja u odnosu na
primjenu trigonometrije u stereometriji. Pritom je ustanovljeno da se prije
donoSenja Kurikuluma primjena trigonometrije trokuta u stereometriji obradivala
u tre¢im razredima gimnazija (i srednjih $kola), vidi udzbenik [1], ali se ona

nakon donosenja Kurikuluma vise ne obraduje u tre¢im razredima gimnazija, vidi
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udzbenik [2]. Budu¢i da je dono$enjem Kurikuluma doslo do promjena u obradi
nastavnih sadrzaja iz podrucja trigonometrije tako da se neki sadrzaji iz treceg
razreda gimnazije (prije Kurikuluma) obraduju u drugom razredu gimnazije
(nakon Kurikuluma), analiziran je i udzbenik [5] za drugi razred gimnazije, pri
¢emu je ustanovljeno da primjena trigonometrije u stercometriji nije obuhvaéena
ni udzbenikom [5] za drugi razred gimnazije, gdje se u nastavnoj cjelini koja
sadrzi poucke o trokutu nalazi samo prethodno obrazlozena primjena
trigonometrije na Cetverokute.

Smatram da bi se uz primjenu trigonometrije u planimetriji takoder trebala
obraditi i njezina primjena u stereometriji u drugom razredu gimnazije u sklopu
nastavne cjeline Poliedri i rotacijska tijela, gdje predvideni nastavni sadrzaji
obuhvacaju prizme, piramide, valjak, stoZac, kuglu, sferu i rotacijska tijela ili u
tre¢em razredu gimnazije na kraju poglavlja Trigonometrija.

U nastavku ¢e se detaljno razraditi dva nastavna sadrzaja od kojih prvi obuhvaca
stozac upisan u kuglu, a drugi paralelopiped koji mogu posluziti kao prijedlozi
za njihovu obradu u nastavi matematike za drugi ili tre¢i razred gimnazije bududi
da primjena trigonometrije u stereometriji nije dio redovnog nastavnog programa
ni za drugi ni za tre¢i razred gimnazija. Takoder, navedeni nastavni sadrZaji su
prikladni 1 za samostalni rad onih ucenika koji Zele proSiriti svoje znanje iz
podrucja trigonometrije i njezine primjene u rjeSavanju odgovarajuéih
problemskih zadataka vezanih uz geometrijska tijela. Postupak argumentacije
izvoda formula provodit ¢e se postivajuci nacela postupnosti i zornosti analogno
kao u poglavlju 2., gdje se argumentirala primjena trigonometrije trokuta na
paralelogram i tetivni ¢etverokut. Dakle, primjenjivat ¢e se prethodno obradena
trigonometrija pravokutnog trokuta i trigonometrija trokuta koja obuhvaca
definiciju sinusa i kosinusa tupog kuta, poucak o sinusima i poucak o kosinusu.
Naglasimo da je nastavni sadrzaj koji se odnosi na stozac upisan u kuglu
pogodniji za ucenike tre¢eg razreda gimnazije jer se u izracunu pojavljuje
rjeSavanje trigonometrijskih jednadzbi, dok je nastavni sadrZaj koji se odnosi na

paralelopiped prikladan i za u€enike drugih i za ucenike tre¢ih razreda gimnazije.
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3.2. StoZac upisan u kuglu

Ponovimo najprije definicije stosca i kugle.
o Stozac je oblo geometrijsko tijelo omedeno krugom koji je ujedno baza
stosca i dijelom zakrivljene plohe koji se naziva plast stosca.
o Kugla polumjera R > 0 sa sredistem u tocki S jest skup svih tocaka X u
prostoru za koje vrijedi d(S,X) < R.
Pritom d(S, X) oznacava udaljenost sredista kugle do njezine proizvoljne tocke

X.

Slika 14. StoZac upisan u kuglu

Neka je zadana kugla sa sredistem u toc¢ki S polumjera R > 0 u Kkoju je upisan
stoZac Cija je baza krug sa sredistem u to¢ki T polumjera r > 0.

U nastavku ¢emo odrediti mjeru kuta pri vrhu osnog presjeka stoSca, stoga
najprije ponovimo

definiciju osnog presjeka stosca.

o Osni presjek stosca je jednakokracni trokut koji nastaje presijecanjem
stoSca ravninom koja sadrzi os stosca i promjer njegove baze, pri cemu
je os stosca pravac koji prolazi vihom tog stosca i sredistem njegove baze.

Konkretno, promatrajuci sliku 14. osni presjek stoSca je jednakokracan trokut
CBA kojemu je duljina osnovice jednaka 2r, a duljina krakova jednaka je s.
Oznacimo sa A vrh osnog presjeka stoSca i sa a mjeru kuta £BAC, tj. mjeru kuta

s vthom u tocki A. U nastavku ¢emo odrediti «, tj. mjeru kuta s vrhom u tocki A
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osnog presjeka proizvoljnog stoSca upisanog u proizvoljnu kuglu. Uoc¢imo
najprije da je kut #BAC obodni kut nad kruznim lukom CB kruznice polumjera
r sa srediStem u tocki T, stoga primjenom poucka o srediSnjem i obodnom kutu
koji je objasnjen u odjeljku 2.2.3. slijedi da je kut #BSC njemu pridruzeni
sredi$nji kut ¢ija je mjera dvostruko vec¢a od mjere kuta ABAC. 1z navedenog
proizlazi da je polovica mjere sredisnjeg kuta #BSC, odnosno mjera kuta £BST
jednaka mjeri pripadnog obodnog kuta £BAC koju smo prethodno oznacili sa «,
vidi sliku 14. Time se pri odredivanju mjere kuta £BST podrazumijeva
odredivanje mjere kuta £BAC, tj. mjere kuta s vrhom u toc¢ki A osnog presjeka
stoSca, ¢ime se podrazumijeva odredivanje vrijednosti od a.
Nadalje, udaljenost od tocke A do tocke T definira se kao duljina visine tog stosca
koju ozna¢avamo sa h i pisSemo h = d (A4, T). Pritom to¢ku T koja je srediste baze
stoSca ujedno nazivamo noziste visine h, obzirom da je visina sto§ca okomita na
bazu stoSca. Time dobivamo pravokutni trokut TBS kojemu je R = d(S,B)
duljina hipotenuze, a x =d(S,T) i r =d(T,B) su duljine njegovih Kkateta.
Uo¢imo da je d(A,T)=d(A,S)+d(S,T)=R+x, stoga u odnosu na
prethodno navedeno h = d(A4, T) proizlazi da je:

h=R+x. (48)
Primjenom definicije trigonometrijske funkcije sinus u pravokutnom trokutu
TBS, odnosno primjenom formule (2) dobivamo da je sinus Siljastog kuta a u
pravokutnom trokutu TBS jednak omjeru polumjera r baze stosca i polumjera R
kugle u koju je upisan stozac i1 piSemo:

sina = z
1z Cega proizlazi da je:

r = R sin a. (49)
Time smo dobili da je polumjer baze stoSca jednak umnoSku polumjera kugle 1
sinusa mjere kuta s vrthom u tocki A osnog presjeka stoSca. Analogno, za
izracunavanje kosinusa Siljastog kuta a u pravokutnom trokutu TBS primjenom

formule (3) dobivamo:

40



cosa = %
1z Cega proizlazi da je:

x = R cos a, (50)
gdje je x = d(S, T) duljina prilezece katete, a R = d (S, B) je duljina hipotenuze
pravokutnog trokuta TBS, pri ¢emu je R ujedno polumjer kugle u koju je upisan
stozac. UvrStavanjem izraza (50) u izraz (48) dobivamo h =R + R cos «,
odnosno:

h =R (1+ cosa), (51)
Sto se interpretira da je visina stoSca jednaka umnosku polumjera kugle (u koju
je upisan taj stozac) i faktora 1 + cos «a, gdje je @ mjera kuta s vrhom u to¢ki A
osnog presjeka stoSca. Promatraju¢i izraze (49) i (51) moZe se uociti da su
polumjer r baze stoSca i duljina njegove visine h izrazeni polumjerom R kugle u
koju je upisan stozac i sinusom, odnosno kosinusom mjere kuta s vchom u tocki
A osnog presjeka stoSca koju ¢emo u nastavku izraCunati. Nadalje, uzimajuci u
obzir da je volumen kugle izrazen pomoc¢u njezinog polumjera i da je volumen
stoSca izrazen pomocu njegovog polumjera i duljine njegove visine, podsjetimo
se formula za izracunavanje volumena kugle i volumena stosca. Ozna¢imo sa A
vrh osnog presjeka stoSca i sa @ mjeru kuta 4BAC, tj. mjeru kuta s vrhom u tocki

A. Volumen kugle izra¢unava se formulom:

_4Rm

Vi — (52)
gdje je R polumjer kugle, a volumen stoSca izra¢unava se formulom:
2
Vs =2, (53)

3
gdje je r polumjer baze stosca, a h duljina visine tog stoSca. Koriste¢i svojstvo
da je volumen kugle ¢etiri puta veéi od volumena stosca, primjenom izraza (52)

i (53) proizlazi Vi = 4 Vg, odnosno:

4R3m r2mh

=4

R3=rZh (54)
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UvrStavanjem izraza (49) i (51) u izraz (54) slijedi

R3 = R3sina (1 + cosa),
$to mozemo podijeliti sa R3 jer je R polumjer kugle strogo pozitivan realan broj.
Time dobivamo sljede¢u trigonometrijsku jednadzbu:

sina (1 + cosa) = 1. (55)

Primjenom poznatog trigonometrijskog identiteta sina + cos?a = 1, odakle
proizlazi sina = 1 — cos?a dobivamo da se trigonometrijska jednadzba (55)
moze nadalje pisati u obliku:

(1 —cos?a) (1 +cosa) =1

14 cosa — cos?a—cos3a =1
ey <3y —

cosa — cos“a—cos’a =0

cosa (1 —cosa — cos?a) =0
koju ako pomnozimo sa (—1), onda dobivamo:

cos a (cos?a + cosa — 1) = 0. (56)
Koristeéi svojstvo: x y = 0 ako je x = 0 ili y = 0, iz trigonometrijske jednadzbe
(56) proizlazi cosa = 0 ili cos?a + cosa —1 = 0.
U prvom sluéaju iz cos a = 0 direktno slijedi da je @ = 90°.
U drugom sluéaju trigonometrijska jednadzba cos?a + cos @ — 1 = 0 rjesava se

uvodenjem supstitucije cosa = t, ¢ime se ona svodi na kvadratnu jednadzbu
oblika:

t?+t—1=0,
kojoj su rjesenja
t = 220 = 20 - 61805,
t, = 2 = 25— 061805,
Pritom se Koristila poznata formula x; , = %:_W za odredivanje rjeSenja

kvadratne jednadzbe opéeg oblika ax? + bx + ¢ = 0.
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UvrStavanjem dobivene vrijednosti t; U cosa =t proizlazi jednadzba
cosa = —1.61805 koja nema rjeSenja jer je —1 < cosa < 1.

Analogno, za dobivenu vrijednost t, proizlazi jednadzba cos @ = 0.61805 kojoj
je rjeSenje a = 52°23'.

Time smo dobili da mjera kuta s vthom u tocki A osnog presjeka stosca, koju
smo prethodno oznacili sa a, moze poprimiti sljedeée dvije vrijednosti:

a; =90° ili a, =52°23',
3.3. Paralelopiped

Buduéi da je paralelopiped jedan specijalan slucaj prizme, najprije ¢emo
definirati prizmu, a zatim paralelopiped.

o Prizma je geometrijsko tijelo omedeno dvama sukladnim mnogokutima
koji pripadaju paralelnim ravninama i nazivamo ih baze prizme te
paralelogramima koje nazivamo pobocke prizme.

o Paralelopiped je prizma omedena s tri para sukladnih paralelograma,
odnosno prizma cije su baze paralelogrami.

Dakle, za paralelopiped vrijedi da su mu obje baze kao i sve njegove cetiri
pobocke zapravo paralelogrami. Ozna¢imo sa a, b i ¢ duljine bridova
paralelopipeda, a sa «, S i y Siljaste kutove izmedu odgovarajucih bridova kako

je prikazano naslici 15.

Slika 15. Paralelopiped (skenirani dio str. 156 iz udzbenika [1])

U nastavku ¢e se 1zvesti formula za izraCunavanje volumena paralelopipeda.
VVolumen paralelopipeda iskazuje se umnoskom povrsine njegove baze i duljine

njegove visine, sto zapisujemo u sljedecem obliku:
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V=B-v, (57)
Buduc¢i da je baza paralelopipeda zapravo paralelogram kojemu su a i b duljine
stranica i y Siljasti kut izmedu njih, povrsina baze paralelopipeda izraGunava se
primjenom formule (21) iz odjeljka 2.2.2. prema kojoj je:
B = ab siny. (58)
Promotrimo sada prednju pobocku paralelopipeda, odnosno paralelogram
kojemu su a i ¢ duljine stranica i £ Siljasti kut izmedu njih. Oznacimo li sa h
duljinu visine tog paralelograma, tada dobivamo pravokutni trokut oznacen
plavom bojom na slici 15. kojemu je ¢ duljina hipotenuze, a h duljina katete
nasuprot kutu B. Primjenom definicije sinusa $iljastog kuta u pravokutnom
trokutu koja je dana formulom (2) dobivamo:
sinf = %,
odakle slijedi:
h = ¢ sin . (59)
Nadalje, promotrimo crveni pravokutni trokut na slici 15. kojemu je duljina
hipotenuze jednaka duljini visine prednje poboc¢ke (paralelograma kojemu su a i
¢ duljine stranica i £ siljasti kut izmedu njih) i kojemu je duljina katete nasuprot
kutu 6 jednaka duljini visine paralelopipeda, gdje je § Siljasti kut koji razmatrana
prednja pobocka zatvara s bazom paralelopipeda. Tada primjenom definicije
sinusa $iljastog kuta u pravokutnom trokutu dobivamo:
sind = %,
1z Cega proizlazi:
v = hsin 4. (60)
Time smo dobili formulu kojom se duljina visine paralelopipeda moze izracunati
kao umnozak duljine visine jedne pobocke i sinusa kuta izmedu te pobocke i baze
paralelopipeda. Uvrstavanjem izraza (59) u izraz (60) dobivamo:
v = csin B sin §, (61)
auvrstavanjem izraza (58) i (61) u izraz (57) slijedi da se volumen paralelopipeda
moze izraCunati i1 sljede¢om formulom:

V = abc sin f sin y sin 4. (62)
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Dakle, primjenom izvedenih formula za izracun povrSine baze paralelopipeda i
za izracun duljine njegove visine, tj. izraza (58) i (61) iz opc¢e formule (57) za
izraCunavanje volumena paralelopipeda dobiva se formula (62) kojom se
volumen paralelopipeda izrazava umnoSkom duljina svih njegovih bridova i
sinusa odgovarajucih $iljastih kutova. Dakle, ako bismo umjesto prednje pobocke
(tj. paralelograma kojemu su a i c¢ duljine stranica i £ Siljasti kut izmedu njih)
razmatrali lijevu poboc¢ku paralelopipeda, odnosno paralelogram s duljinama
stranica b i c i Siljastim kutom a izmedu njih, onda bismo analogno prethodno
navedenom dobili da se duljina visine v paralelopipeda u ovom slu¢aju moze
pisati u obliku v = ¢ sin a sin §, ¢ime bi formula (57) poprimila sljede¢i oblik:

V = abc sin a sin y sin §, usporedite ga s izrazom (62).
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4, Zakljucak

Detaljnom analizom sadrzaja udzbenika za prvi, drugi i treéi razred gimnazija
objavljenih poslije donosenja Kurikuluma dolazimo do zakljuc¢ka da su neki
nastavni sadrzaji obradeni u skladu s prethodno steCenim znanjem ucenika, ali 1
da postoje nastavni sadrzaji koji nisu uskladeni s predznanjem ucenika, Cime se
ucenicima znatno otezava usvajanje tih nastavnih sadrzaja. Takoder, uoceni su
neki nedostaci u obradi i nacinu prezentiranja pojedinih definicija, tvrdnji i
svojstava, stoga smo te nastavne sadrzaje detaljnije pojasnili u obliku prijedloga
kojima bi se oni mogli unaprijediti. Pritom je poseban naglasak bio na
obrazloZenju i argumentaciji trigonometrije trokuta i njezine primjene kao i na
detaljnijim objasnjenjima izvoda formula s ciljem da wucenici usvoje
trigonometrijske sadrzaje s razumijevanjem buduci da trigonometrija predstavlja
veliki dio nastavnog gradiva u gimnazijama koje ucenici teze savladavaju.
Navedeni nastavni sadrzaji iz podrucja planimetrije i stereometrije na kojima je
detaljno obrazlozena primjena trigonometrije mogu posluziti kao dodatak
redovnoj nastavi u sklopu dodatne nastave matematike, ali mogu posluziti i za
samostalni rad ucenika koji imaju naglaSen interes prema matematici i koji Zele
pro§iritt  svoje znanje iz podrucja trigonometrije. Unato¢ navedenim
preporukama kojima bi se pojedini dijelovi udzbenika za drugi razred gimnazija
prodirili dodatnim nastavnim sadrZajima, to je Cesto teZe izvedivo zbog
nedostatka vremena 1 velikog opsega nastavnog gradiva predvidenog
Kurikulumom. Iako se vec¢ina nastavnih sadrzaja iz matematike temelji na
sadrzajima pojedinog udzbenika, svaki nastavnik u nastavi matematike pokusava
pronaci kvalitetniji pristup 1 osmisliti metode kojima poboljSava uocene
pristupac¢niji nacin. Jedan od nacina kojima nastavni sadrzaji mogu postati
pristupacniji ucenicima je koristenje digitalnih alata, kao $to je matematicki alat
GeoGebra zbog jednostavnosti njezinog koristenja, ¢cime se ucenicima olakSava
razumijevanje tih nastavnih sadrzaja i postize veca zainteresiranost uc¢enika za

njihovim usvajanjem.
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