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Sazetak

U ovom diplomskom radu bavit ¢emo se linearnim kodovima, s posebnim naglaskom na binarne
samodualne linearne kodove. Promotrit éemo njihova svojstva i primjenu u teoriji reSetki. Pokrit
éemo osnovne pojmove i svojstva iz teorije reSetki za reSetke punog ranga nad poljem realnih
brojeva. Nakon navodenja potrebnih osnovnih pojmova, navest ¢emo poveznicu binarnih linearnih

kodova i regetki, pod nazivom konstrukcija A, te njezinu znacajnu primjenu.

Kljucne rijeci

Linearni kodovi, binarni linearni kodovi, generiraju¢a matrica linearnog koda, samodualni kodovi,
reSetke, generiraju¢a matrica reSetke, Gramova matrica reSetke, cjelobrojne resetke, samodualne

reSetke, konstrukcija A.



1 Uvod

Kodovi su osmigljeni kao sustav koji Sifrira poruku prije slanja radi sigurnijeg prijenosa, kako bi se
omogucila detekcija i ispravljanje pogresaka uzrokovanih Sumom i smetnjama u komunikacijskom

kanalu (vidi sliku 1).

KLJut KLIUG

otvoreni Zifrat
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POSILJATELJ PRIMATELJ

otvoreni
tekst

FROTIVNIEK

Slika 1: Komunikacijski sustav

Linearni kodovi, uklju¢ujuéi binarne linearne kodove, koriste generirajuée matrice za stvaranje
kodnih rijeci koje omoguéuju ucinkovito kodiranje i dekodiranje. Posebno su zna¢ajni samodualni
kodovi zbog svojih svojstava koja poboljsavaju otpornost na pogreske.

Resetke su matematicke strukture koje igraju kljuénu ulogu u razli¢itim podruéjima, ukljuc¢ujuéi
teoriju brojeva, geometriju, kriptografiju i teoriju kodiranja. U kontekstu kriptografije, resetke su
se pokazale posebno korisnima za rjeSavanje problema koji su teski za klasi¢ne metode kao Sto su
faktorizacija velikih brojeva ili diskretni logaritmi. Primjena reSetki u kriptografiji evoluirala je od
inicijalnog koristenja za probijanje $ifri do suvremenih primjena u kvantnoj kriptografiji, koja tezi
razvoju kriptosustava sigurnih protiv napada kvantnih racunala.

Konstrukcija A je metoda koja povezuje teoriju linearnog kodiranja i teoriju reSetki. Ova me-
toda omoguéuje konstrukciju resetki iz linearnog koda. Svojstva kodova poput samodualnosti se
prenose na reSetku, sto omoguéuje dodatnu otpornost na pogreske i sigurnosne prednosti. Kons-
trukcija A posebno je vazna u kriptografiji i teoriji informacija, gdje omogucéuje stvaranje resetki

otpornijih na kvantne napade.



2 Osnovni pojmovi iz linearne algebre

Prije no sto krenemo na temu ovog diplomskog rada, navest ¢emo pojmove iz linearne algebre koje

¢emo koristiti u nastavku rada.

Definicija 2.1. Neka je G skup i o: G x G — G binarna operacija na G. Uredeni par (G, o) koji

zadovoljava sljedeé¢a svojstva:

1. zo(yoz)=(zoy)oz Va,y,z€QG,

2. BeeG)(VxeG) zoe=eox=u,

3. Ve @) Tzt € @) zoxt=z"loxz=e¢,
zovemo grupom.

Definicija 2.2. Neka je (G, o) grupa. KaZemo da je G Abelova grupa ako zadovoljava sljedece
svojstvo:

roy=yox Vx,y€GqG.

Definicija 2.3. Neka je (G, o) grupa i neka je H C G, H # (). Kazemo da je H podgrupa grupe
G ako je (H,o) grupa. PiSemo H < G.

Definicija 2.4. Neka je F neprazan skup na kojem su zadane dvije binarne operacije, zbrajanja
(+:FxF — F) i mnoZenja (- : F x F — F). Uredena trojka (I, +,-) je polje ako vrijede sljedec¢a

svojstva:
1. (F,+) je Abelova grupa,
2. (F\{0},-), je Abelova grupa,
3. x-(y+z2)=z-y+z-z zasvex,y,z €F.
Primjer 2.1. Primjeri polja:
1. (R,+,"), gdje je R skup svih relanih brojeva, + je zbrajanje, a - mnoZenje realnih brojeva.
2. (C,+,-), gdje je C = {z +yi | z,y € R} skup svih kompleksnih brojeva, uz operacije:
e zbrajanja: zy + 22 = o1 + 22 + (y1 + Y2)i,
e mnozenja: 21 - 22 = (T122 — Y1y2) + (T1Y2 + T2y1)1,
gdje su 21 = x1 + Y14, 20 = x2 + yoi € C.
3. (Fa,42,2), gdje je Fo = {0, 1}, uz operacije:

e zbrajanja: x 42y = x + y (mod 2),

e mnoZenja: T oy = x - y (mod 2),



gdje su z,y € Fs.

Napomena 2.1. Neka je z = a+bi € C, gdje su a,b € R. Tada je njegov kompleksno konjugirani
broj z definiran kao:

Z=a — bi.

Definicija 2.5. Neka je F poljeim,n € N. Svako preslikavanje A : {1,2,...,m}x{1,2,...,n} = F
se naziva matrica reda m x n nad poljem F.

Pisemo A(i, j) := a;; € F ili krace A = [a;5], te

a1 ai12 . QA1n

a21 a2z ... Q2n
A =

am1 QAm2 oo Qmn

Skup svih matrica reda m x n nad poljem F oznacavamo sa M,, ,,(F), a skup svih matrica reda

n X n nad poljem F oznaavamo sa M, (IF).

Definicija 2.6. Neka je A = [a;;] € M, (F) matrica i« € F. Tada matricu oA = [b;;] definiramo
sa:

bi]‘:aaij, i=1,...,m,j:1,...,n.

Definicija 2.7. Neka su A = [a;5], B = [bi;] € M,, ,,(F) matrice. Tada matricu A + B = [¢;;]
definiramo sa:

cij =ai +by, t=1,....m,7=1,...,n.

Definicija 2.8. Neka su A = [a;5] € My, (F) i B = [b;;] € M, ,(F) matrice. Matrica AB = [c;;]
se definira sa:

n
Cij = E aikbkj, z':l,...,m,jzl,...,p.
k=1

Definicija 2.9. Jediniéna matrica I,, € M, (F) je matrica

10 0

0 1 0
I, =

0 0 1

Definicija 2.10. Neka je S konacan skup. Svako bijektivno preslikavanje o : S — S nazivamo

permutacijom.

Definicija 2.11. Neka je A = [a;;] € M,,(F) matrica. Determinanta matrice A, u oznaci det A
ili det(A), je:

det(A) = Z (_1)1(0) ﬁai,a(i)?
=1

ocESy



gdje je S, skup svih permutacija skupa {1,2,...,n}, a I(c) je broj inverzija ! permutacije o.
Primjer 2.2. Za matricu A = [a;;] € M>(F) vrijedi

ai; a2
det(A) = = a1l - a2 — A12 - a21.

a1  Aa22

Teorem 2.1. Neka je A = [a;5] € M,(F), za n > 2. Tada det A moZemo izracunati pomocu

Laplacovog razvoja:
e duZ i-tog retka: det A = Z?ZI(—l)i‘*‘jaij M, i=1,...,n,
e duz j-tog stupca: det A =>""  (=1)"a;; - M;j, j=1,...,n,

matrice A, gdje je M;; determinanta matrice koja se dobije iz A brisanjem i-tog reda i j-tog stupca,

zai,j=1,...,n.

Definicija 2.12. KaZemo da je matrica A € M, (F) regularna matrica ako postoji matrica
B € M, (F) za koju vrijedi:
AB = BA =1,.

Ako postoji takva matrica B, zovemo je inverzna matrica matrice A, te ju oznadavamo sa A~1.

Teorem 2.2. Neka je A = [a;;] € M,,(F) matrica. Tada vrijedi sljede¢e: matrica A je regularna

ako i samo ako je det(A) # 0.
Dokaz teorema 2.2 moZe se pronaéi u [6].

Definicija 2.13. Neka je A € M,,,,(F). Tada matricu AT = [b;;] € M,,,,,(F), gdje je bi; = aj;, za

i=1,...,n,j=1,...,m, zovemo transponiranom matricom matrice A.

Teorem 2.3. Neka su A € M,, ,(F) i B € M, ,,(F) matrice. Tada vrijedi:
(AB)T =BTA".

Teorem 2.4. Neka je A € M, (F) matrica i AT njena transponirana matrica. Tada vrijedi:
det A=det AT.

Dokaze teorema 2.3 1 2.4 moZe se pronadi u [6], kao i dokaz sljedeceg teorema.

A C
Teorem 2.5. Neka je M = blok matrica, gdje su A € M, (F), B € M,,(F), C € My, ,n(F)
O B

i O € My, ,(F) je nulmatrica (matrica kojoj su sve vrijednosti 0). Tada vrijedi:

det(M) = det(A) - det(B).

INeka je o = (41,42, .. .,in) permutacija na skupu X = {1,2,...,n}. Inverzija je uredeni par (i, ;) takav da iy

prethodi 4; i 4 > 4;.



Definicija 2.14. Za matricu A € M,,(F) kazemo da je ortogonalna ako je ATA = AAT = I,,.

Definicija 2.15. Neka je A = [a;;] € M, (F) matrica. Neka je M,; determinanta matrice koja se

dobije iz A brisanjem i-tog reda i j-tog stupca. Tada je adjunkta od A matrica
adj(A) = [e],
nge je Cij = (71)i+iji, Z,] = 1, ey

Definicija 2.16. Neka je A = [a;;] € M,(R), gdje je a;; € Z. Kazemo da je A unimodularna
matrica ako je det A € {—1,1}.

Teorem 2.6. (Binet-Cauchy) Neka su A € M,,(F) i B € M, (F) matrice. Tada vrijedi sljedece:
det(AB) = det Adet B.
Teorem 2.7. Neka je A € M,,(F) matrica i A € F. Tada vrijedi:
det(AA) = A" det(A).
Dokaze teorema 2.6 i 2.7 se moZe pronaci u [6].

Propozicija 2.1. Neka je A = [a;;] € M, (F) regularna matrica. Tada su i matrice AT, A7,

(A7)~ te AAT regularne matrice.
Dokaz propozicije slijedi iz teorema 2.2, 2.4 i 2.6.
Teorem 2.8. Neka je A € M, (F) matrica i neka je det A # 0. Tada vrijedi:
A™! = (det A)"tadj(A).
Dokaze prethodnog teorema moze se pronadi u [6].

Definicija 2.17. Nekaje V # 0 i (F, +, -) polje. Neka su zadane operacije zbrajanja + : VxV — V
i vanjskog mnoZenja - : F x V' — V. Uredena trojka (V,+,-) se naziva vektorski prostor nad

poljem T ako vrijedi:

(V1) (V,+4) Abelova grupa,

(V2) (a+8) - x=a-x+p-%x, Va,BeF VxeV,
(V3) a-(x+y)=a-x+a-y, VaeF vVx,yeV,
(V4) a-(B-x)=(af) -x, Va,B€F,V¥xeV,
(V5) 1-x=x, VxeV.

Elemente vektorskog prostora nazivamo vektorima.



Primjer 2.3. Skup F" = {(z1,22,...,2,) | x; € F, i =1,2,...,n} je vektorski prostor nad F uz

sljedeée operacije:

u+v=(us+v1,us +va,..., Uy, + Up),
oau = (qui, U, . .., QUy),
zau = (U, ug,...,Uy),v=(01,02,...,0,) EF*"iaeTl.

Definicija 2.18. Neka je V vektorski prostor i U C V, U # 0. U je vektorski potprostor od

V,uoznaci U <V | ako je U i sam vektorski prostor s naslijedenim operacijama.

Teorem 2.9. (Kriterij za potprostor) Neka je V vektorski prostor nad Fi () # U C V. Tada je

U <V ako i samo ako vrijedi:
ax+ By eU, Va,BelF, vx,yel.
Dokaz ovog teorema moze se pronaéi u [6]

Definicija 2.19. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, vy, va,...,vh € Viag,as,...,an €
F. Tada se vektor

a1vVy + aove + - 4+, Vp
naziva linearna kombinacija vektora vi,va,..., vy, s koeficijentima a1, as, ..., a,. Skup
{aqvi+agva 4+ -+ apvn | a; €F, 1 <i<n}
nazivamo linearna ljuska vektora vq,va, ..., vy, te je ozna¢avamo sa [vi,Va, ..., Vy].

Definicija 2.20. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F. Kazemo da je vektor 0 nulvektor
ako za svaki vektor v € V vrijedi

v+0=0+v=v.

Definicija 2.21. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Skup vektora {vq,va,...,vn} CV

je linearno nezavisan ako vrijedi
a1vi+ave+ -+ a,vp=0=>a1=ay=---=a, =0, o €lF,1<i<n,

gdje je 0 nulvektor.

U suprotnom kazemo da je skup {vy,va,..., vy} linearno zavisan.

Definicija 2.22. Neka je V vektorski prostor nad poljem F. Neka je B C V bilo koji neprazan
linearno nezavisan skup vektora iz V. Kazemo da je B baza vektorskog prostora ako vrijedi
[B] = V. Broj vektora u bazi B zovemo dimenzijom vektorskog prostora V i ozna¢avamo je

sa dim V.

Definicija 2.23. Rang matrice A je maksimalni broj linearno nezavisnih redaka ili stupaca

matrice.



Napomena 2.2. Skup svih matrica M, ,,(F) je vektorski prostor uz prethodno definirano zbra-

janje matrica i mnoZenje matrica skalarom.

Definicija 2.24. Neka su U, V' vektorski prostori nad poljem F. Preslikavanje f : U — V naziva

se linearni operator ako vrijedi:

L fx+y)=fx)+[f(y), VxyeU,
2. flax) =af(x),Va e F,vx e U.

Definicija 2.25. Neka su U,V vektorski prostori nad poljem F dimenzije n i m, redom. Neka je
f : U — V linearni operator. Neka je By = (a1, ...,a,) baza za U, a By = (by,...,b,,) baza za V.
Neka je

flar) = Zaikbi’ k=1,...,n.
i=1

Kako je operator jednozna¢no zadan svojim djelovanjem na bazi B; (za viSe o tome vidi [6]), on

je jednoznacno odreden matricom

a1 a12 A1n

az1 a22 A2n
F =

Am1 Am2 Amn

Matricu F nazivamo matri¢éni zapis linearnog operatora f.

Definicija 2.26. Neka je f : V — W linearni operator. Jezgra linearnog operatora f, u oznaci

Ker(f), je:
Ker(f) ={ve V][ f(v)=0}.

Defekt linearnog operatora f je d(f) = dim(Ker(f)).

Slika linearnog operatora f, u oznaci Im(f), je:

Im(f) ={f(v)|veV}.
Nadalje, rang linearnog operatora f je r(f) = dim(Im(f)).

Teorem 2.10. (Teorem o rangu i defektu) Neka je f: U — V linearni operator. Tada vrijedi:
r(f)+d(f) =dimU.
Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaci u [6].

Definicija 2.27. Neka je V vektorski prostor nad poljem F, gdje je F = R ili C. Skalarni

produkt je preslikavanje - : V x V — F sa svojstvima:

(S1) x- x>0, ¥vxeV,



(S2) x-x=0&x=0,

(S3) x-y=y-%, WxyeV,

(S4) (x+y) z=(x-2)+y-z, Vxy,zecV,
(S5) (ax) y=a(x-y), x,yeV,ael.

Primjer 2.4. Standardni skalarni produkt vektora u R” je preslikavanje - : R® x R” — R
definirano s

n
Xy:Znyh Za X = (Ila"'axn)vy: (y17"'7yn) e R™.
=1

Definicija 2.28. Neka je X neprazan skup. Za funkciju d : X x X — R kazemo da je metrika

na skupu X ako za sve x,y, 2z € X vrijedi:
(M1) d(z,y) =0,

(M2) d(z,y) =0< z =y,

(M3) d(z,y) = d(y, z),

(M4) d(z,y) < d(z,2) +d(z,y).

Definicija 2.29. Neka je V' vektorski prostor nad poljem F = R ili C . KaZemo da je preslikavanje

[|-]]: V — R norma na V ako vrijede sljedeca svojstva:
(N1) [[x[[>0,Vx €V,

(N2) [x|][=0<x=0,

(N3) [lax[| = [a] - [[x]], Vx € V, Vo € F,

(N4) [[x +yll < [Ix|[+[lyll, vx,y € V.



3 Linearni kodovi

Definicija 3.1. Neka je F; konac¢no polje s ¢ elemenata, gdje je ¢ potencija prostog broja i neka
je n € N. Potprostor C od Fy dimenzije k nazivamo [n.k] linearnim kodom nad F,. Vektorski
prostor Fj nazivamo prostorom koda C, elemente koda C nazivamo rije€¢ima koda C, broj IC|

veli¢inom koda C, a broj n duljinom koda C.
Teorem 3.1. Neka je C [n, k] linearni kod nad F,. Tada je: |C| = ¢*.

Dokaz ovog teorema se moZe pronadi u [2].
Linearni kodovi nad poljem F5 se nazivaju binarni kodovi. U radu ¢emo se baviti s takvim

kodovima.
Primjer 3.1. Neka je C; = {(0,0), (1,1)}. Tada je {(1,1)} baza za C; pa je C; binarni [2, 1] kod.

Definicija 3.2. Neka su x = (z1,...,2,), ¥ = (y1,...,yn) € F;. Hammingova udaljenost

izmedu rije¢i x 1y, u oznaci dy (X,y), je broj pozicija na kojima se rije¢i x i y razlikuju:
du(x,y) = {i |2 #yi, 1 <i < n}.
Hammingova udaljenost dg zadovoljava svojstva iz definicije 2.28, pa je to metrika na Fy.
Definicija 3.3. Minimalna Hammingova udaljenost [n, k] koda C je broj
d=d(C) =min{dy(x,y) | x,y € C,x £y}
Tada kazemo da je C [n, k,d] kod.
Napomena 3.1. U primjeru 3.1 moZemo uociti da je d = 2. Stoga je C; binarni [2, 1, 2] kod.
Definicija 3.4. Tezina rijeci x € C je broj:
w(x) = dg(x,0), gdje je 0 = (0,0,...,0).

TeZzinski enumerator [n, k] koda C je polinom

gdje je A; broj rijedi tezine ¢ u kodu C, za i =0,...,n.
Lema 3.1. Neka je C [n, k, d] kod. Tada vrijedi:
L. d(X,y) = U}(X - Y)a vX7y € Ca

2. d= min w(x).
xeC\{0}
Dokaz prethodne leme se moze pronadi u [1].
Najcesc¢i nacin definiranja linearnih kodova je pomocu generirajuée matrice, kako bi izbjegli pisanje

svih rije¢i koda.



Definicija 3.5. Neka je C linearan [n, k] kod. Generirajuéa matrica koda C je matrica reda

k X n €iji su retci vektori baze prostora C.

Primjer 3.2. Odredimo minimalnu udaljenost d binarnog koda Cs zadanog generiraju¢om matri-

com:
1 01

01 1

Gy =
Odredimo i tezinski enumerator zadanog koda.

Po definiciji 3.5, wy = (1,0,1) i we = (0,1,1) su vektori baze koda Cs, stoga su

0-(1,0,1)+0-(0,1,1) = (0,0,0),
1-(1,0,1)+0-(0,1,1) = (1,0,1),
0-(1,0,1)+1-(0,1,1) =(0,1,1),
1-(1,0,1)+1-(0,1,1) = (1,1,0)

rije¢i koda Cs, to jest Co = {(0,0,0),(1,0,1),(0,1,1),(1,1,0)}. Odredimo sada teZine svih nenul
rije¢i u kodu Ca:

w(1,0,1) =2, w(0,1,1) =2, w(l,1,0)=2.

Prema lemi 3.1, minimalna udaljenost koda je d = 2. Dakle, Cy je binarni [3, 2, 2] kod.

ZapiSimo sada tezinski enumerator koda Cs:
Alx)=1-2"+0-2' +3-22 +0-2° =1+ 3 - 22

Definicija 3.6. KaZemo da je generiraju¢a matrica G [n, k| koda u standardnom obliku ako

postoji k x (n — k) matrica C takva da je: G = [Ij, | C], gdje je I jedini¢na matrica reda k.

Napomena 3.2. Uoc¢imo da je generiraju¢a matrica G binarnog [3,2,2] koda Cy iz primjera 3.2

u standardnom obliku:

1 01 1 01
G2: =
011 0 1|1

Definicija 3.7. Neka su C; i C; dva linearna koda nad F,. KaZemo da su kodovi C; i Cy ekviva-

lentni ako se jedan moze dobiti iz drugoga:

1. proizvoljnom permutacijom koordinatnih mjesta u svim kodnim rije¢ima,

2. mnoZenjem s bilo kojim nenul elemenatom iz F, na bilo kojoj koordinatnoj poziciji.
Napomena 3.3. Ekvivalentni kodovi imaju iste parametre [n, k, d].

Teorem 3.2. Dvije generirajuée matrice iz M,, 1 (F,) generiraju ekvivalentne kodove ako se jedna

matrica moze dobiti iz druge pomocu sljedeéih operacija:

1. permutacijom redaka,
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2. mnoZenjem retka s nenul elementom iz F,

3. dodavanjem retka pomnozenog s elementom iz I, nekom drugom retku,
4. permutacijom stupaca,

5. mnoZenjem stupca s nenul elementom iz F,.

Teorem 3.3. Za generiraju¢u matricu G linearnog koda C postoji kod Cy koji je ekvivalentan kodu

C, Cija generirajuca matrica je u standardnom obliku.

Dokazi teorema 3.2 i 3.3 se mogu pronadi u [5].

3.1 Samodualni kodovi

Definicija 3.8. Neka je C [n, k,d] kod nad F,;. Dualni kod koda C je:

Ct={x€F)|x-c=0,VceC}

gdjejex -y = inyi, X= (21, ZTn), Y = (Y1, -, Yn) € FY.
i=1
Primjer 3.3. Odredimo dualni kod Ci- koda C; iz primjera 3.1.

Uzmimo proizvoljan x = (21, z2) € F2.

(x1,22) - (0,0) = (0,0) = 1, zo € F3,

(x1,22) - (1,1) = (0,0) = ax14+22=0.
Slijedi da je C{- = {(0,0), (1,1)}.
Propozicija 3.1. Vrijedi: (C1)* D C.
Dokaz. Neka je ¢ € C. Tada je za svaki x € C*+ c¢-x = 0. Slijedi da je: ¢ € (C+)*. O
Propozicija 3.2. Za proizvoljan kod C njegov dualni kod C* je linearan.

Dokaz. Neka je C linearni kod duljine n nad F,. Neka su x,y € C*, te a,8 € F,. Tada je i
ax + By € C*, zbog:

(ax+By) - c=alx-c)+ By -c)=a-0+5-0=0,Vc eC.
Po teoremu 2.9, slijedi da je C* vektorski prostor. O

Lema 3.2. Neka je C linearan [n, k] kod nad poljem F, s generiraju¢om matricom G i v € Fy.
Tada vrijedi:

veCteagv =o.
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Dokaz. Neka je v € Ct. Bududi da su retci od G rije¢i koda C, tada ocito vrijedi: Gv' = 0.

Obratno, neka je Gv' = 0. Oznagimo li retke od G'sary,..., 7y , tadaje: v-r; =0,Vi € {1,...,k}.
k

Ako je x € C, tada se moze zapisati kao: x = Z Air;, za neke skalare A1,...,\; € F,. Onda je:

i=1
k

V~X:Z)\i(v4’i):0. Slijedi da je v € C*. O

=1

Primjer 3.4. Odredimo dualni kod C3- koda Cy iz primjera 3.2.

Prema lemi 3.2 vrijedi:

veECy & Gy-v =0, veT].

. . . _ 3
Uzmimo proizvoljan v = (vy,vs,v3) € F3.

U1
Gy -vi=0 = Loty vy| =0
01 1 o
v +v3=0
vy +v3 =0

Slijedi da je C3- = {(0,0,0),(1,1,1)}.

Teorem 3.4. Neka je C [n, k] kod nad F, s generiraju¢om matricom u standardnom obliku G =

[Ix | C]. Tada njegov dualni kod C* ima generirajuéu matricu
Gt =[-CT | I,_4].

Dokaz. Vrijedi:

GHGT = [-CT L] =T +CT =0,
k] | o7
gdje je O nulmatrica, iz ¢ega slijedi tvrdnja teorema. O

Lema 3.3. Neka je C linearan [n, k] kod nad poljem F,. Tada je C* linearan [n,n — k| kod i
chHt =c.

Dokaz. Prema propoziciji 3.2 dualan kod C* je linearan kod duljine n.
Pokazimo sada da je dim(C*) = n — k. Prema lemi 3.2, vrijedi: G -v' =0, Vv € C*. Prema
teoremu 2.9 vrijedi: 7(G) + d(G) = dimF}!, odnosno dimC + dimC* = n, pa je dim Ct=n—k.

Pokazimo sada da je (Ct)* = C. Prema propoziciji 3.1, vrijedi C C (C*+)* i dimC = k. Zbog
dim(Ct) = n — k slijedi dim(C+)t = n — dim(Ct) = n — (n — k) = k. Dakle, C je potprostor od

(CH)?t iste dimenzije kao (C1)L, pa je: C = (C1)*. O

Definicija 3.9. Linearni kod C je samoortogonalan ako je C C C*.

Kazemo da je linearni kod C samodualan ako je C = C+.

12



Teorem 3.5. Neka je C binarni samoortogonalni kod, tada je svim njegovim rije¢ima tezina paran

broj.

Napomena 3.4. Uocimo da je kod C; iz primjera 3.1 samodualan, dok kod Cs iz primjera 3.2 nije

niti samoortogonalan niti samodualan kod.
Napomena 3.5. Neka je C binarni [n, k] kod s generirajué¢om matricom G.
1. C je samoortogonalan ako i samo ako je GG = O.
2. C je samodualan ako i samo ako je samoortogonalan i k = 3.
Definicija 3.10. KaZemo da je binarni kod C dvostruko paran ako su mu tezine svih rijeci

djeljive s 4.

Definicija 3.11. KaZemo da je binarni kod tipa II ako je on samodualan i dvostruko paran.

Kazemo da je binarni kod tipa I ako je samodualan i nije dvostruko paran.
Napomena 3.6. Kako je kod C; iz primjera 3.1 samodualan, a nije dvostruko paran, on je tipa I.
Teorem 3.6. Neka je C binarni linearni kod.

1. Ako je C samoortogonalan kod i ima generiraju¢u matricu ¢iji svaki redak ima tezinu djeljivu

s Cetiri, tada je C dvostruko paran.
2. Ako je C dvostruko paran, tada je C samoortogonalan kod.
Dokaz prethodnog teorema moZe se pronaéi u [1].

Primjer 3.5. Neka je eg binarni kod zadan generiraju¢om matricom:

1 0 0 01 1 0 1
01001011
Ge, =
00101110
00 01 0 1 11

Kod eg se zove prosireni [8, 4,4 Hammingov kod. Provjerimo samodualnost koda eg pomoéu

napomene 3.5:

1 0 0 O
01 00
10 001 1 0 1,10 0 1 0 0 0 0 O
-+ 01001 01 1|0 0 0 1 0 0 0 O
GesGeg_ =
001011 101 1 10O0 0 0 0 O
0001011111 011 0 0 0 O
01 1 1
1 1 0 1
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Nadalje, iz parametara koda mozemo vidjeti da vrijedi jednakost k = 5, pa slijedi da je kod eg

samodualan. Odredimo teZzine baznih rije¢i koda eg:

w(1,0,0,0,1,1,0,1) = 4, w(0,1,0,0,1,0,1,1) = 4,

w(0,0,1,0,1,1,1,0) = 4, w(0,0,0,1,0,1,1,1) = 4.

Prema teoremu 3.6, vrijedi da je kod eg dvostruko paran. Stoga je kod eg tipa IIL.
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4 Resetke

Resetka je skup tocaka odredenih cjelobrojnim linearnim kombinacijama podskupa neke baze u
n-dimenzionalnom prostoru. MoZemo je vizualizirati kao beskona¢nu mrezu pravilno rasporedenih

tocaka.

Definicija 4.1. Neka su n,m € N, m < n, te B = {vy,va,..., vy} linearno nezavisan skup
vektora iz R™. ReSetka A u R” generirana skupom B je
m
i=1
Elemente resetke A zovemo tofkama reSetke A, dok skup B zovemo bazom reSetke A. Cesto

se koristi sljede¢i matri¢ni zapis baze reSetke A:

vi1 V12 ... Uin
V21 V22 ... U2p
M = , (1)
Uml Um2 ... Umn
gdje je vi = (vi1,vi2,- -+, Vin), @ = 1,...,m. Matricu M nazivamo generiraju¢om matricom

reSetke A. Nadalje, u radu ¢emo definirati resetke pomocu generirajuée matrice M € M, »,(R) na
sljedeéi nacin:

A=AM)={zM |z ezm.

Naime,
V11 V12 e Vin
r V21 V22 . Von
zM = 21 22 ... Z7n:| .
Umli Um2 ... Umn
rm m m
== § 2351 § ZiVi2 ... E ZiVin
Li=1 i=1 i=1
m
= E ZiVi.
=1

Napomena 4.1. U radu ¢emo koristiti i sljede¢i na¢in ozna¢avanja reSetke A generirane skupom
B={vy,va,...,Vip }:

A=A(v1,va, ..., Vi),

Definicija 4.2. Neka je A resetka u R™ s generiraju¢om matricom M € M,, ,(R). Gramova

matrica resetke A je matrica A= MM € M,,(R).

Gramova matrica A = [a;;] reSetke A = A(v1,va,..., V) ima elemente
n
aijZVi'Vj: E Uikvjk, i,j:l,...,m,
k=1
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gdje je v; = (vi1,vi2,...,0in), ¢ = 1,...,m. Dakle, elementi Gramove matrice A su standardni

skalarni produkti u R™ vektora baze resetke A.

Definicija 4.3. Neka je A reSetka u R” s bazom B. Broj |B| = m zovemo dimenzijom resetke

A, a broj n rangom reSetke A. Ako vrijedi n = m, tada kaZemo da je A reSetka punog ranga.

Napomena 4.2. Uo¢imo da su za reSetku punog ranga A, generiraju¢a matrica M i Gramova

matrica A regularne matrice.
Napomena 4.3. U nastavku ovog rada bavit ¢emo se reSetkama punog ranga A C R".

Definicija 4.4. Neka je A reSetka u R™ s bazom B = {vq,va,...,v,}. Fundamentalna domena

reSetke A je skup
F=F(B)={tivi +tava+ - +t,v, | 0<t; <1,1<i<n}.
Primjer 4.1. Odredimo resetku A; = A;(l3) u R2.
Resetka A jednaka je:
A = M(L) ={zl, |z € Z°} = {(21,22) | 21,22 € Z} = 77,

to jest ona predstavlja skup svih to¢aka u ravnini s cjelobrojnim koordinatama. Na slici 2 prikazana

je reSetka A; i njena fundamentalna domena obojena plavom bojom.

Y
) ) ) ) ) ) )
) ) ) ) ° ) )
(0,1)
* ° ° 0 00 . —
° ° ° ) ° ° °
° ° ° ) ° ° °
° ° ° ) ° ° °

Slika 2: Fundamentalna domena resetke Z>2

Definicija 4.5. Neka je A resetka u R™ s fundamentalnom domenom F. Determinanta reSetke

A je n-dimenzionalni volumen od F. Oznacava se sa det A.

Propozicija 4.1. Neka je A reSetka u R™ s generiraju¢om matricom M i fundamentalnom dome-

nom F. Tada za volumen od F, u oznaci Vol F, vrijedi sljedeéa jednakost:

Vol F = |det M]|.
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Dokaz propozicije 4.1 moZe se naci u [2].
Iz propozicije 4.1 slijedi:
det A = Vol F = | det M]|. (2)

Propozicija 4.2. Neka su M; i Ms dvije generiraju¢e matrice resetke A u R"™, to jest neka je

A = A(M;) = A(Ms). Tada postoji unimodularna matrica U takva da vrijedi:

M, = UM,.
Dokaz. Neka su By = {v1,va,...,Vv,} 1 By = {w1,ws,...,w,} dvije baze resetke A u R", v; =
(Ulia ‘e ,Uin), w; = (wﬂ, ‘e ,wm) za i = 1, Loy, takve da su:
V11 V12 e Vin w11 w12 e W1in
V21 V22 ... U2p w21 W22 ... W2pn
M, = ) ) ' ) , My =
Un1 Un2 e Unn Wn1 Wn2 N Wnn

Vektore iz Bo mozemo zapisati kao cjelobrojne linearne kombinacije vektora iz Bi, to jest:

W1 = @11Vl + Q12Ve + - -+ Q1nVp

Wo = (i21V1 + QaaVo + -+ + Qop Vi

Wy = Qp1V1 + QpaVe + - - + QpnVp,

gdje su oyj € Z, 4,5 € {1,2,...,n}. Matri¢ni prikaz ovih jednadzbi je My = UMy, gdje je

a1 12 . An

Q21 Q292 e Qon
U =

Qpl Qp2 ... Qpp

Zelimo li odrediti vektore iz B; kao linearnu kombinaciju vektora iz Bs, dolazimo do jednakosti
M, = U~'M,;. Dakle, matrica U~! postoji i ima cjelobrojne vrijednosti jer je By baza refetke A.
Stoga,

l=detl, =det(UU ) =detUdetU !,

gdje su det U i det U~ cijeli brojevi, iz dega slijedi det U = %1, pa je U unimodularna matrica. [J

Napomena 4.4. Determinanta reSetke A u R™ ne ovisi o izboru baze resetke A. Neka su M7 i Ms
dvije razli¢ite generiraju¢e matrice resetke A. Tada prema propoziciji 4.2 postoji unimodularna

matrica U takva da M; = UM,. Stoga vrijedi:

det A = |det M| = | det(UMs)| = | det U|| det Ms| = | det M.
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Primjer 4.2. Odredimo determinantu i fundamentalnu domenu resetke

A2 = AQ(M2)7 nge je M2 =

1 1
det A2 = =1.
2 1
Uoc¢imo da je determinanta reSetke Ao jednaka povrsini paralelograma odredenog vektorima baze
reSetke As.

Na slici 3 prikazana je reSetka Ao, te njena fundamentalna domena obojena plavom bojom.

Slika 3: Fundamentalna domena resetke As

Napomena 4.5. Iz slika 3 i 4, moZemo uoéiti da su refetke Z? i Ay jednake. Matrica U iz

propozicije 4.2 je jednaka:

te vrijedi My = Uls.

Definicija 4.6. Neka je A reSetka u R™. KaZemo da je reSetka A cjelobrojna ako vrijedi
Vx,y €A x-y€Z,

gdje je x -y standardni skalarni produkt u R™.

Napomena 4.6. Ako Gramova matrica reSetke A ima cjelobrojne elemente, tada je skalarni pro-

dukt bilo koje dvije tocke te reSetke cijeli broj, pa je reSetka A cjelobrojna.

Primjer 4.3. Odredimo determinantu, Gramovu matricu i fundamentalnu domenu resetke

V2 0

A3 = A3(M3), gdje je M3 = R
2 2
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0 V6
det As = =v2. - =3,
2
7 f

V2 2 V2’
MJ:ﬂT¢A3:M3MJ:\/§ NERS B L
o V6 V2 (ﬁ) +<@) 1 2

2 2 2 2

Budué¢i da Gramova matrica As ima cjelobrojne vrijednosti, prema napomeni 4.6 slijedi da je

reSetka As cjelobrojna.
Na slici 4 prikazana je reSetka As te njena fundamentalna domena obojena plavom bojom. Ova

reSetka naziva se planarnom heksagonalnom resetkom.

® ® ®
[ ] ([ ] ([ ] ([ ]
[ ] ® [ ]
& @ L 4 =£C
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]
[ ] [ ] [ ] ([ ] ([ ]

Slika 4: Fundamentalna domena planarne heksagonalne resetke Ag

Napomena 4.7. Neka je A = A(B) reSetka u R™ s generiraju¢om matricom M, Gramovom
matricom A i neka je ¢ € R, reSetka cA generirana bazom ¢B ima generirajué¢u matricu ¢M i

Gramovu matricu:
cM(cM)" = A(MM") = 2A.

Primjer 4.4. Neka je A3 planarna heksagonalna reSetka s generiraju¢om matricom

V2 0 , 1

M3 = g @, tenekasu ¢ =2 i 2 =5

Odredimo reSetke ciAz = 2A3 1 coA3 = %Ag.

U primjeru 4.3 izra¢unali smo Gramovu matricu Az reSetke As:

Az =
1 2
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Generirajuc¢a matrica reSetke 2A3 jednaka je

2v2 0
2M3 = )

V2 V6

dok je generirajuca matrica reSetke %Ag jednaka

1 ¥z

—Mj3 =

2 V2 /6
4 4

Odredimo sada redom pripadne Gramove matrice reSetki 2A3 i %A3Z

1 8 4
1 2 4 8

1\? 1|2 1
3) 4=1 =
1 2

MoZemo uoditi da je reSetka 2A3 takoder cjelobrojna, kako su sve vrijednosti njene Gramove ma-

NS

[ V)

s
w
I
I

PN ST
N[ =

trice cjelobrojne, dok resetka %A3 nije cjelobrojna.

Na slici 5 prikazane su fundamentalne domene resetki %Ag, A3z i 2A3. PovrS$inom najmanja funda-
mentalna domena resetke %Ag obojena je tamno plavom bojom, zatim je fundamentalna domena
reSetke A3 obojena tirkiznom bojom, dok je povrSinom najveéa fundamentalna domena reSetke

2A3 obojena svjetlo plavom bojom. Mozemo uoditi sa slike da vrijedi sljedece:

1
2A3 C A3 C §A3~

Slika 5: Fundamentalne domene resetki %A3, Az i2A3
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vy v
Napomena 4.8. Neka je A = A(M) refetka u R? i ¢ € R, gdje je M = T2 Tada je

V21 V22
det A = | det M| = |u11v92 — v12021], pa slijedi

det cA = |det(cM)| = |62(’U111)22 — 1)12’1}21)| = C2|’U111)22 — U12’021| = C2 det A.

U primjeru 4.3 smo izracunali det A3 = v/3, pa prema napomeni 4.8 vrijedi:

V3

1
det §A3 = T, det 2A3 = 4\/§

Definicija 4.7. Neka su Ay = Aj(My) i Ay = Ay(My) resetke. KaZzemo da su reSetke Aq i A
ekvivalentne ako postoji ¢ € R, unimodularna matrica U te ortogonalna matrica D tako da
vrijedi

cUM1D = M.

Matrica D djeluje kao niz rotacija, a matrica U djeluje kao niz zrcaljenja.

Napomena 4.9. Pri odabiru predstavnika resetki u klasi ekvivalencije, cilj je odabrati cjelobrojnog

predstavnika s najmanjom determinantom.

Napomena 4.10. Primijetimo da su resetke %Ag, A3 i 2A3 iz primjera 4.4 medusobno ekviva-

lentne.

4.1 Samodualne resetke
Definicija 4.8. Neka je A reSetka u R". Njena dualna reSetka A* je
AN ={yeR"|x -yeZ, Vxe A}

Definicija 4.9. Kazemo da je cjelobrojna resetka A samodualna (unimodularna) ako vrijedi

A= A*

Teorem 4.1. Neka je A reSetka u R™ s bazom B = {vy,va...,Vv,}, te s pripadnom generirajuéom

matricom M i Gramovom matricom A. Tada vrijedi sljedece:
i) A*={yeR"|v,-yeZ Vi<i<n}={yeR"|yM' €Z"}.
(ii) Generirajuéa matrica od A* je (M~1)T.
(iii) Gramova matrica od A* je A7L.
(iv) det A* =1/det A.
(v) A je cjelobrojna ako i samo ako je A C A*.

(vi) Ako je A cjelobrojna, tada vrijedi

ACAC 2
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(vii)

Ako je A cjelobrojna, tada je A samodualna ako i samo ako je det A = 1.

Dokaz. Neka je A = A(vy,va...,v,) reSetka u R" s generirajuéom matricom M i Gramovom

matricom A.

(i)

Uoé¢imo da jednakost
{yeR"|x-yeZ VxeAl={yeR"|v;-y€eZ, V1<i<n}

vrijedi zbog linearnosti skalarnog produkta u R™.

Nadalje, dokazimo drugu jednakost:
{yeR" |v;-y€eZ,Vi<i<n}l={yecR"|yM' czZ"}.

Neka‘jey € {yeRn|Vly 627V1 SZSTL} Zay: (yla'-'7yn>ivi = (Uila"'7v’in)7

¢ =1,...,n, mozemo pisati:
V11 V21 ... Unl
T r V12 V22 ... Up2
YM' = |y1 o yn}
Vin Von e Unn
rn n n
= E Yiv1s E Yiv2i ... E YiUni
Li=1 i=1 i=1
= |Vi'y V2ry ... Vn'Y:|'

Bududi da za y vrijedi vi -y € Z,V1 < i < n, slijedi da su svi elementi vektora yM T cijeli
brojevi, §to znaci da je yM T € Z™.

Neka je sada y € R™ takav da je yM T € Z". To znaéi da su svi elementi vektora yM T cijeli
brojevi, pa tako i za proizvoljan i € {1,...,n} vrijedi da je i-ta komponenta vektora yM ',

koja je jednaka v; -y, takoder cijeli broj. Stoga slijedi: y € {y e R" | v; -y € Z,V1 <i < n}.

Prema propoziciji 2.1, matrica (M~1)" je regularna. Neka su wy,..., w, retci matrice

(M~YHT. Tada je {w1,..., Wy} baza za R". Buduéidaje (M )"TMT =(MM—YH)T =1,

vrijedi
1 akojei=j,
W; - V; = (3)
0 ako jei #j.
Posebno, wy,...,w, C A*, prema svojstvu (i). Neka je w € A*. Tada je
W = a1W1 +...+a, Wy, bududi da je {wy,...,wn} baza za R". Kako jew € A", w-v; € Z,
zaje{l,...,n}. No,w-v; =a;,zal <j<n,prema (3). Stoga je a; € Z. Iz ovoga slijedi

da svaku to¢ku resetke A* moZemo zapisati kao cjelobrojnu linearnu kombinaciju vektora
W1,...,Wn. Dakle, vrijedi

AN ={zM N |zez"}.
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(iii)

(vii)

Odredimo sada Gramovu matricu reSetke A*. Prema svojstvu (ii), vrijedi
(M—I)TM—I _ (MMT)—I _ A_l,
iz Gega slijedi da je A~ Gramova matrica reSetke A*.

Odredimo sada determinantu resetke A*. Iz jednadzbe (2) i iz svojstva (ii) slijedi da je

det A* = |det(M~1)T| = |det(M~1)|, te kako je M regularna matrica, prema teoremu 2.6,

vrijedi

det A* = |det(M )| = 1
N ©Jdet M| detA’

Dokazimo tvrdnju: ako je reSetka A cjelobrojna , tada vrijedi A C A*. Neka je A je cjelobrojna

reSetka. Tada vrijedi

Vx € A= x €A,

kako se dualna reSetka sastoji od vektora y takvih da x-y € Z, Vx € A.
Dokazimo sada tvrdnju: ako vrijedi A C A*, tada je reSetka A cjelobrojna. Neka je A C A*.
Tada vrijedi:

Vx,y EAC A =>x-y€Z Vy €A,

pa je reSetka A cjelobrojna.

Neka je resetka A cjelobrojna. Prema svojstvu (v) vrijedi A C A*. Uzmimo proizvoljan

y € A*. Tada je yM " € Z" prema (i), stoga postoji z € Z" za kojeg vrijedi
y=zM" ) '=2z(M") "M M =2(MM")"'M=2zA"'M.
Prema teoremu 2.8, matricu A~! moZemo zapisati na sljedeéi nacin:
A™! = (det A)"tadj(A).

Stoga,
y =z (det A)"tadj(A)M =z’ (det A)~' M,

gdje je 2 = zadj(4) € Z"™ buduéi da adj(A) ima cjelobrojne vrijednosti. Dakle, y €
(det A)~LA pa vrijedi svojstvo (vi).

Neka je A cjelobrojna reSetka. Dokazimo najprije tvrdnju: ako je A samodualna, tada vrijedi
det A = 1. Prema svojstvu (iv), vrijedi

1
det A = det A* = —
¢ ¢ det A’

iz Cega slijedi det A = 1, jer je det A > 0.
Neka sada vrijedi det A = 1. Prema svojstvu (vi) vrijedi

1

ACA*C
- ~ detA

A=A,

paje A* = A.
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Primjer 4.5. Odredimo dualnu reSetku A} planarne heksagonalne resetke

A3 = A3(M3), gdje je M. vz 0
3 =As(Ms), gdjeje My = | - o
2 2

Nadalje, odredimo determinantu i fundamentalnu domenu resetke Aj.

Odredimo najprije inverznu matricu generirajuce matrice M3 koristeéi teorem 2.8:

M3t = (det M3)~'adj(Ms3)

VB0
3_@@
NG
6 3

V2 /6
—INT _ |72 6
3

Stoga vrijedi:
A ={z(Mz")" |z Z?).

Nadalje, odredimo determinantu dualne resetke Aj:

det Az =1 ° o=
0o

PO VR VG
FR

D
“[%

Determinantu mozemo racunati i na sljede¢i nac¢in: u primjeru 4.3 smo izra¢unali determinantu

resetke Az, koja iznosi det Az = /3, pa po teoremu 4.1 (iv) slijedi

det Al = — 1 _ 1V
5 detAs 3 3

Na slici 6 mozemo vidjeti to¢ke reSetke A3 obojene plavom bojom te njenu fundamentalnu domenu,
obojenu takoder plavom bojom. Tocke dualne reSetke A obojene su crvenom bojom, te je njena
fundamentalna domena na slici 6 obojena crvenom bojom. Nadalje, sa slike 6 mozemo uociti da

vrijedi sljedeé¢a podskupovnost:

As C AL

Ova podskupovnost takoder slijedi iz teorema 4.1 (v) i ¢injenice da je reSetka As cjelobrojna.
Nadalje, prema teoremu 4.1 (vii) i iz ¢injenice da je det Az = v/3 # 1 slijedi da A3 nije samodualna

reSetka.
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Slika 6: Fundamentalne domene resetki Ag i A}

Definicija 4.10. Kazemo da je cjelobrojna resetka A parna ako je x - x paran broj za svaki x € A.

U suprotnom kazemo da je cjelobrojna resetka A neparna.

Napomena 4.11. Neka je A = A(vy,va,...,V,) parna cjelobrojna resetka s pripadnom Gramo-

vom matricom A = [a;;]. Kako je A parna reSetka, skalarni produkt svake dvije tocke resetke A je

paran broj, pa to vrijedi i za tocke baze. Stoga je a;; = v; - v; je paran broj, za svaki 1 < i < n.
Dakle, ako je A cjelobrojna parna reSetka, tada njezina Gramova matrica A ima parne elemente

na svojoj glavnoj dijagonali.

Definicija 4.11. Ako je A parna samodualna resetka, kazemo da je A reSetka tipa II, a ako je A

neparna samodualna reSetka, kazemo da je ona tipa I.
Dokaz sljedeée propozicije moZemo pronadi u [3].

Propozicija 4.3. Resetke A C R” tipa I postoje za svaku dimenziju n. ReSetke A C R"™ tipa II

postoje ako i samo ako je n = 0 (mod 8).

Primjer 4.6. Pokazimo da je Z? reetka tipa I.
Resetka Z? ima generirajuéu matricu I, te je njena Gamova matrica jednaka Io IQT =11, =1I,.

Tada prema napomeni 4.6 slijedi da je Z? cjelobrojna resetka. Nadalje, prema teoremu 4.1 (vii),
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kako je detZ? = 1, slijedi da je Z? samodualna. Zatim, prema napomeni 4.11, slijedi da je to

neparna refetka. Stoga je Z2 redetka tipa I.

Definicija 4.12. Neka je v = (v1,v2,...,v,) € R™. Definiramo normu vektora v kao

n
N(v) :v-v:ZviZ.
i=1
Napomena 4.12. Uo¢imo da funkcija iz prethodne definicija ne zadovoljava svojstva iz definicije

2.29.

Definicija 4.13. Minimalna norma reSetke A, u oznaci u, je
p=p(A) =min{N(x-y)|x,y €A, x#y} =min{N(x) [ x € A, x # 0}.
Neka je A samodualna resetka u R™. MozZe se pokazati da vrijedi:

] +1, akoje A tipa I,
b= p(h) < ()
2| 53] +2, ako je A tipa II.

Vige o ovoj gornjoj ogradi se moze pronadi u [4].
Za reSetke se definira red potencija pod imenom theta red, koji je analogon tezinskom enumeratoru

koda iz definicije 3.4.

Definicija 4.14. Theta red ©(q) resetke A je

O(q) = > 7™

xEA

Ako je A cjelobrojna i Ny, je broj tocaka resetke norme m, tada je

G(Q) = i qum.

m=0

Primjer 4.7. Neka je A3 planarna heksagonalna reSetka iz primjera 4.3.

(a) Odredimo minimalnu normu reSetke Aj.

(b) Pokazimo da je norma bilo koje tocke resetke Az paran cijeli broj.

(¢) Odredimo tocke x € Az za koje je N(x) jednaka:

(i) 2, (i) 4, (i) 6.
Vrijedi Az = {x = 21vi + 22v2 | 21,22 € Z}, gdje su v = (v/2,0) i vo = (72, 76)
(a) Na slici 4 mozemo uociti da je dovoljno odrediti normu to¢aka baze:
N(vi) = (V2,0) - (v2,0) = 2,

V2 V6 V2 V6 2 6
N(V2)2<2’2>'<2’2>:4+4:2’

i = p(As) = min{N(v1), N(v2)} = 2.
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(b) Uzmimo proizvoljnu tocku x = z1vy + 29va € Az, gdje su 21,20 € Z.

X = zl(\@,O) + 29 (?,?)

V2 V6
= <Z1\/§+22272’22>~

Nadalje, N(x) =x-x

V2 V6 V2 V6
= <21\/§+222,222> . <Z1\f2+2’22,222>

1 3
=222 4 22120 + —22 + ~22
2 2
=9 2 2
=227 + 22129 + 225

=2(22 4 2120 + 23),
pa je N(x) paran broj, za svaku tocku x € Aj.

(¢) Buduéi da je norma tocke x € Az jednaka
N(x) = 2(27 + 2125 + 22),
dobivamo:

(i) 2=Nx)=2(:f +21220+23) = 1 =27 + 23 + 2122

= (z1,292) € {£(1,0),%(0,1),£(1,-1)}
= X € {:|ZV17:|:V2, :t(Vl — VQ)}.

(i) 4= N(x) =2(2% + 2122+ 23) = 2 =27 + 23 + 2122
= nema cjelobrojnih rjeSenja za z1 i 2o
= nema takvih to¢aka x € Ag.

(iii) 6 = N(x) =2(22 + 2120 + 23) = 3 =27 + 22 + 2129
= (Zlv ZQ) € {:l:(]-a 1)7 i(2a 71)7 i(la 72)}
=X € {:l:(Vl + V2),:l:(2v1 — V2),:|:(V1 — 2V2)}.

Na slici 7 prikazana je planarna heksagonalna resetka Ag, crvenom bojom oznaceni su radij vektori
tocaka x € Aj za koje vrijedi N(x) = 2, dok su plavom bojom oznaceni radij vektori tocakay € Az

za koje vrijedi N(y) = 6. Zelena kruZnica predstavlja toc¢ke u ravnini s normom 4.
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° °
V1 + Vo
—2vi + Vva °
. .
°
—Vi — V2 2vy — va
° °
v — 2vy

Slika 7: Tocke norme 2 i 6 planarne heksagonalne reSetke A

Pojam minimalne norme reSetke koristi se u definiciji pakiranja resetke.

Definicija 4.15. Ako je A reSetka u R™ s minimalnom normom g, tada n-dimenzionalne sfere

polumjera p = 4 sa srediStem u toCkama reSetke tvore pakiranje resetke A u R".

Primjer 4.8. Odredimo pakiranje planarne heksagonalne resetke As.

U primjeru 4.7 odredili smo minimalnu normu reSetke Az: g = p(As) = 2. Tada je

Vi3

2 2
Na slici 8 prikazano je pakiranje planarne heksagonalne reSetke Az, to jest oko svake tocke resetke

A3 konstruirana je kruZnica polumjera @, obojena svijetlo plavom bojom.
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Slika 8: Pakiranje planarne heksagonalne reSetke Ag

Napomena 4.13. Primjetimo da svake dvije sfere iz definicije 4.15 imaju najvise jednu zajednicku

tocku.

Definicija 4.16. Priljubljujuéi broj resetke A je broj sfera u pakiranju resetke A koje dodiruju

sferu sa srediStem u ishodistu.

Napomena 4.14. Priljubljujuéi broj resetke A jednak je broju tocaka reSetke A s minimalnom

normom p.

Priljubljujuéi broj resetke je analogon broju rije¢i minimalne tezine u kodu. Iz raznih razloga

zanimljivo je pronaéi reSetke s velikim priljubljujué¢im brojem.
Napomena 4.15. Iz slike 8 mozemo uociti da je priljubljujuéi broj resetke A3 jednak 6.

Primjer 4.9. Odredimo pakiranje redetke Z? i njen priljubljujuéi broj. Dovoljno je odrediti normu
za tocke baze:

N(vi)=1, N(vz)=1,

gdje je vi = (1,0),vo = (0,1). Dakle, u = u(Z?) = 1. Nadalje, slijedi da je polumjer sfera u

pakiranju resetke Z? jednak

IV

2 2

dok je priljubljujuéi broj regetke Z? jednak 4, §to mozemo vidjeti na slici 9.
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Slika 9: Pakiranje resetke Z?2

5 Konstrukcija A

Sada navodimo konstrukciju resetki iz binarnih kodova, poznatu pod nazivom Konstrukcija A.

Neka je C binarni kod duljine n. Tada je reSetka odredena kodom C jednaka
A(C) = {x € R™ | v2x (mod 2) € C}.

Primjer 5.1. Odredimo resetku A(C;) pomoc¢u konstrukcije A iz binarnog koda C; iz primjera

3.1.
Uzmimo proizvoljan x = (21, 72) € R? i neka je ¢ = (c1, o) € C;.
V2x(mod 2) =c¢ = V2z;(mod 2) =¢; €{0,1},i=1,2.

Imamo sljedeéa dva slucaja:

1

V2z; (mod 2) =0 = xizﬁ%:\/iz,zeZ,
V2zj(mod 2) =1 = xj—\}i(zz—kl)—\@z—l—\f—\/ﬁ(z—F;),zEZ.

Kako je C1 = {(0,0), (1,1)}, tocke resetke A(C1) ée biti sljedeceg oblika:

(0,0) ey = (\/521, \@22) (S A(Cl), 21,29 € Z,

(1L,)eC = <\/§z1+\f,\/§zz+\f>GA(Cl),zl,zQGZ.
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Na slici 10 prikazane su tocke regetke A(C;), plavom bojom obojene su tocke oblika (v/221,v/222),
dok su crvenom bojom obojene tocke oblika (\/521 + g, V22 + g), gdje su 21,29 € Z.

Y
° ° .
° ° °
° ° °
. o o
. o 5 ° >
° ° ° °
° ° ° °
° ° ° °
° ° ° °
Slika 10: Resetka A(C)
Neka je C binarni [n, k] kod s generirajuéom matricom u standardnom obliku G = [I}, | C].

Tada resetka A(C) konstruirana konstrukcijom A iz koda C, ima generirajuéu matricu:

v L ¢ (5)
V2 10 21, 4|’

gdje je O nulmatrica, a I, jedini¢na matrica reda n. Gramova matrica resetke A(C) jednaka je:

A-um = [ L I, C RRRL @)
V210 25, V2 10T 2,

Ik~Ik+C'CT Iy -O+C - 21,4
O-Ii+2l,_;-CT O-O+2L,_j 2L, 4

DN | =

In+CcCcT  2C
207 41, &

[a—y

Napomena 5.1. Bududi da je generiraju¢a matrica koda Cy iz primjera 3.1 jednaka G, = {1 1} ,
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te je generirajuc¢a matrica reSetke A(Cy) iz primjera 5.1 jednaka:

V2 2
M1: 2 2
0 V2

prema jednakosti (5).

Teorem 5.1. Neka je C binarni [n, k, d] kod. Tada vrijedi:

V]IS

; d<4,
(i) p=p(AC) =
d>

[\

4.

n—2k
2

(if) det A(C) =2
(iii) A(Ct) = A(C) .
(iv) Resetka A(C) je cjelobrojna ako i samo ako je kod C samoortogonalan.
(v) Resetka A(C) je samodualna ako i samo ako je kod C samodualan.
(vi) Resetka A(C) je tipa I ako i samo ako je kod C tipa L.
(vii) Resetka A(C) je tipa IT ako i samo ako je kod C tipa IIL.

Dokaz. Neka je C binarni [n, k, d] kod s generirajuéom matricom u standardnom obliku G = [I}, | C|
i A(C) resetka konstruirana iz koda C konstrukcijom A s generiraju¢om matricom M, te neka je

M; i-ti redak matrice M, zai=1,...,n.
(i) UoCimo da je N(M;) =2,zai=Fk+1,...,n. Iz ove ¢injenice slijedi tvrdnja (i).

(ii) Prema (5), generirajuca matrica resetke A(C) jednaka je:

yo LB ©
V2|0 21,
Stoga vrijedi, prema teoremu 2.5:
1 |1 C 1 1 C
det M = det | — F = = det g
V2 o oI, V2 O 2I,

n—2k

=2 % det I}, - det(21, ) =272 - 2" F =27z

n—2k

Tada, prema (2), det A(C) = |det M| =2"= .

(iii) Buduéidaje G+ = {CT In_k] generirajué¢a matrica od C*+, A(Ct) ima generirajuéu matricu

1 CT Infk

M+ =—
V2 |21, O
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Skalarni produkt retka iz G s retkom iz G+ je 0. Stoga, slijedi da je skalarni produkt retka
iz M s retkom iz M~ cijeli broj. Tada je MM T matrica s cjelobrojnim vrijednostima, te
vrijedi A(Ct) C A(C)*.

Da bismo dokazali (iii), moramo jo§ pokazati A(C)* C A(Ct). Neka je y € A(C)*. Tada je
yMT € 7™, prema teoremu 4.1 (i). Dakle, postoji z € Z" takav da je

y = Z(MT)—l _ Z(MT>—1(ML)—1ML _ Z(MLMT)_lML.

Kako je M+MT matrica s cjelobrojnim vrijednostima, vrijedi:

2k—n n—2k
2

det(M*M ") = det(M*)det(MT) =422 - (2

) =41

pa i matrica

1
~ det(M+MT)
ima cjelobrojne vrijednosti. Dakle, y = z' M~ za neki z’ € Z". Stoga, y € A(C'), pa smo
dokazali (iii).

(MtMT)7! adj(M+MT)

Ova tvrdnja slijedi iz ¢injenice da je realni skalarni produkt dvaju redaka iz M cijeli broj ako

i samo ako je binarni skalarni produkt redaka iz G jednak 0.

Neka je reSetka A(C) samodualna. Tada je reSetka A(C) cjelobrojna iz Cega slijedi da je
kod C samoortogonalan, prema teoremu 5.1 (iv). Zatim, prema teoremu 4.1 (vii), vrijedi

det A(C) = 1, §to implicira k = . Prema napomeni 3.5, kod C je samodualan.

Neka je kod C samodualan. Tada vrijedi, prema teoremu 5.1 (iii), A(C) = A(C*) = A(C)*, iz

Gega slijedi da je A(C) samodualna resetka.

Tvrdnje (vi) i (vii) slijede iz prethodnih tvrdnji teorema 5.1, kao i ¢injenice da binarne rijeci tezine

djeljive s 2, ali ne i s 4, odgovaraju tockama reSetke s neparnom normom, dok rijeci tezine djeljive

s 4 odgovaraju tockama s parnom normom. O

Primjer 5.2. Odredimo reSetku A(C3) pomoc¢u konstrukcije A iz binarnog [3,2,2] koda Cy iz

primjera 3.2.

Prema (5) znamo da je generirajuc¢a matrica reSetke A(Cz) jednaka:

1 01
M= ! 0 1 1
=% ,
0 0 2
a njena Gramova matrica jednaka je:
2 1 2
A= = 1 2 2
2
2 2 4



Prema teoremu 5.1 (i) i (ii) slijedi da je minimalna norma konstruirane resetke p = 1, a njena
3—2-2 1
2

1

det(A(Cy)) =272 =27 75
Zatim odredimo A(Cs). Po teoremu 4.1 (iii) vrijedi da je generirajuéa matrica resetke A(Cp)*
jednaka:
-1y T T
1 0 1 2 0 -1 2 0 0
My =] =0 11 ~Llo2 1l ==1]0 2 o
V2 V2 - V2
0 0 2 0 0 1 -1 -1 1

Tada prema teoremu 5.1 (iii) slijedi da je to generirajuéa matrica resetke A(Cs-).

Primjer 5.3. Odredimo reSetku A(eg) konstrukcijom A iz binarnog koda eg tipa II iz primjera

3.5.

Generirajué¢a matrica binarnog [8, 4, 4] koda eg u standarnom obliku je

1
0
1

S = O O

0
0
0
1

— = = O

1
1
0
1

[ - =)
S = =

1

pa su generirajuca i Gramova matrica resetke A(eg) jednake:

100011 0 1 o 1 11 11 1 1]
010071011 12111111
001011710 11211111
yo Lj00o0 ot 2
V210 0 00200 0 11112111
00000200 11111211
00000G0 20 11111121
00000O00 2 11111112

Prema teoremu 5.1 (vii) slijedi da je resetka A(eg) tipa II, kako je kod A(eg) tipa II.

Odredimo sada minimalnu normu, determinantu i reetku A(eg) koristeéi teorem 5.1:

p=p(Aleg)) =2,

8—2-4

det(A(eg)) =272 =1.
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Iz teorema 4.1 (iii) slijedi da je generirajué¢a matrica resetke A(eg) jednaka:

(M7

Sl-
[\
o o o o o o o o~

—_

o O o o o o

o O O o o ~= o o

o O O o = o o o

SO O O N O ===

S O N O == O =

S N O O = o= o= O

N O O O = O ==

-1
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6 Zakljucak

U ovom radu istrazeni su kljuéni aspekti linearnih kodova i reetki, naglasavajuéi njihovu medu-
sobnu povezanost i primjene. Binarni linearni kodovi, uz pomo¢ generirajuéih matrica, omoguéuju
ucinkovitu izgradnju kodnih rije¢i, dok samodualni kodovi pruzaju dodatna svojstva koja su ko-
risna u razli¢itim kontekstima, kao na primjer ispravljanju greSaka, kriptografiji te u teoriji reSetki
i kvantnoj teoriji.

Resetke, definirane generiraju¢im i Gramovim matricama, prosiruju primjene teorije kodiranja u
podrucjima poput kriptografije i teorije brojeva. Imaju Siroku primjenu kod bezi¢ne komunikacije
u mobilnim komunikacijskim sustavima poput 4G i 5G mreza, u satelitskoj komunikaciji, kod
digitalne televizije i radija, te pohrane podataka na memorijskim uredajima.

Konstrukcija A predstavlja kljué¢nu metodu za povezivanje linearnih kodova s resetkama, omogu-
¢ujudi prijenos korisnih svojstava izmedu ovih dvaju podrucja. Koristi se u ra¢unskim algoritmima
i optimizaciji, teoriji informacija te kod skladiStenja podataka. Buduca istrazivanja mogu dodatno
unaprijediti razumijevanje i primjenu ovih matematickih struktura, otvarajué¢i nove moguénosti u

teoriji informacija i drugim podruéjima.

36



Popis slika

© 0 N O Ut e W NN =

—
o

Komunikacijski sustav . . . . . . . ... 1
Fundamentalna domena resetke Z2 . . . . . . . .. .. ... 16
Fundamentalna domena resetke Ao . . . . . . ... 18
Fundamentalna domena planarne heksagonalne resetke Az . . . . . . ... ... .. 19
Fundamentalne domene resetki %Ag7 Asi2As . . . oo 20
Fundamentalne domene reSetki Ag 1 A3 . . . . .. ... ... oL 25
To¢ke norme 2 i 6 planarne heksagonalne reSetke As . . . . ... ... .. ... .. 28
Pakiranje planarne heksagonalne reSetke Ag . . . . . . . ... ... L oL 29
Pakiranje reSetke Z2 . . . . . . ... 30

Resetka A(C1) . - - o o o o o 31



Literatura

[1] W. C. Huffman, V. Pless, Fundamentals of Error-Correcting Codes, Cambridge University
Press, 2003.

[2] J. Hoffstein, J. Pipher, J. H. Silverman, An Introduction to Mathematical Cryptography, Sprin-
ger, 2008.

[3] E. Bannai, S. T. Dougherty, M. Harada, M. Oura, Type II codes, even unimodular lattices,
and invariant rings, IEEE Trans. Inf. Theory, 45(4), 1194-1205, 1999.

[4] J. H. Conway, N. J. A. Sloane, Sphere Packings, Lattices and Groups. 3rd ed., Springer-Verlag,
1999.

[5] I. S. Pandzi¢, A. BaZant, Z. Nli¢, Z. Vrdoljak, M. Kos, V. Sinkovi¢, Uvod u teoriju informacija
1 kodiranja, Element, 2009.

[6] K. Horvati¢, Linearna algebra, Golden marketing - Tehnicka knjiga, 2004.



	Uvod
	Osnovni pojmovi iz linearne algebre
	Linearni kodovi
	Samodualni kodovi

	Rešetke
	Samodualne rešetke

	Konstrukcija A
	Zaključak

