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Sazetak

U ovom radu se proucavaju krivulje u ravnini i njihove zakrivljenosti, pri
¢emu se definira pojam kongruentnih krivulja kao i pojam prirodne jednadzbe
krivulje za koju se opisuju njezina svojstva. Iskazuje se osnovni teorem te-
orije krivulja jedan od vaznijih teorema diferencijabilne geometrije krivulja.
Uz prirodnu jednadzbu ravninske krivulje obja$njava se i pojam prirodne
jednadzbe krivulje u trodimenzionalnom prostoru te se obrazlaze njihova po-
vezanost. Nadalje, detaljno se razraduju i rjeSavaju primjeri krivulja zadanih
eksplicitnom jednadzbom i parametarskim jednadzbama za koje se izracu-
nava odgovarajuc¢a prirodna jednadzba. Takoder, argumentira se postupak
dobivanja parametarskih jednadzbi, kao i odgovarajuée vektorske jednadzbe
obzirom na zadanu prirodnu jednadzbu krivulje.

Kljucne rijeci

Parametrizacija krivulje, ravninska krivulja, prostorna krivulja, duljina luka
krivulje, fleksija (prva zakrivljenost) i torzija (druga zakrivljenost) krivulje,
kongruentnost krivulja, prirodna jednadzba krivulje, parametarske jednadzbe
prirodne jednadzbe krivulje



1 Uvod

U ovom radu se proucavaju krivulje u ravnini i njihove zakrivljenosti te se
koristi svojstvo da se pri translaciji, rotaciji, simetriji neke krivulje ne mije-
nja njezina zakrivljenost. Pritom se uvodi pojam kongruentnih krivulja koje
imaju svojstvo da se translacijom ili rotacijom ili simetrijom mogu dovesti
u isti polozaj, sto ima za posljedicu da imaju istu prirodnu jednadzbu, iako
su njihove jednadzbe (eksplicitne, implicitne, parametarske) medusobno raz-
licite, jer se nalaze na razli¢itim polozajima u koordinatnom sustavu. Uz
detaljno obrazloZzenje dobivanja prirodne jednadzbe krivulje u ravnini, ri-
jesiti ¢e se i primjeri kojima ¢e se dodatno ilustrirati i objasniti postupak
izra¢unavanja prirodne jednadzbe ravninske krivulje.

Navedimo da je krivulja osnovni pojam koji mozemo definirati kao "liniju
koja ne mora biti ravna". Prije nego li je krivulja postala predmet proucava-
nja u matematici, bila je koristena jo$ u prapovijesti kao ukras na zidovima
Spilja i svakodnevnim predmetima, ali isto tako i kao putanja bacenog ka-
mencica ili strujanja vode, obrisa lisé¢a ili krivudave staze, rijeka i mora, $to
svjedoci da su ljudi razlikovali pravac od krivulje i oblike pojedinih krivu-
lja. Povijesni spomenici iz daleke proslosti svjedo¢e nam da su svi narodi na
odredenom stupnju razvoja spoznali pojam prvca i kruznice te su upotreb-
ljavali primitivne sprave za njihovu konstrukciju. Stari gréki geometricari
proucavali su ¢unjosjecnice, koje danas imaju veliki znac¢aj i primjenu u teh-
nici, ali i niz krivulja kao $to su Arhimedova spirala, Nikomedova konhoida,
Dioklova cisoida, cikloida, Dinostratova kvadratrisa. Medutim u srednjem
vijeku su ta velika dostignuca bila uglavnom zaboravljena sve do 17. stoljeca
kada René Descartes zapocinje s izgradnjom analiticke geometrije i objav-
ljuje svoju glasovitu knjigu "Geometrija" u kojoj je bila zasnovana metoda
koordinata. Tom je metodom omogucen jedinstveni nacin zadavanja svake
krivulje u obliku odgovarajuée jednadzbe. Descartes je prvi dosao do spoz-
naje da se svaka ravninska krivulja moze zapisati jednadzbom f(x,y) =0
kojom su povezane dvije varijabilne veli¢ine.

Razlikujemo ravninske od prostornih krivulja. Ravninsku krivulju defini-
ramo kao skup povezanih tocaka koje leze u nekoj ravnini, a prostornu kri-
vulju kao skup povezanih tocaka u prostoru koje ne leze u jednoj te istoj
ravnini. U ovome radu proucavat ¢emo ravninske krivulje i njihovu prirodnu
jednadzbu. U ovisnosti o tipu jednadzbe (eksplicitnoj, implicitnoj, polarnoj
ili parametarskim jednadzbama) ravninske krivulje navest ¢emo formule za
izra¢unavanje duljine luka (prirodnog parametra) i fleksije krivulje.



2 Prirodna jednadzba krivulje

U ovom poglavlju objasnit éemo vaznost i osobitost prirodne jednadzbe pro-
izvoljne krivulje C u realnoj ravnini R?, a potom i u trodimenzionalnom
realnom prostoru R3, gdje ¢e se argumentirati uz koje uvjete ée formula
za izraCunavanje prirodne jednadzbe ravninske krivulje proizlaziti iz formule
za izraCunavanje prirodne jednadzbe krivulje u trodimenzionalnom realnom
prostoru.

2.1 Prirodna jednadZba krivulje u ravnini R?

Poznato je da krivulju C u realnoj ravnini R? mozemo zadati eksplicitnom
jednadzbom ili implicitnom jednadzbom ili parametarskim jednadzbama ili
pak polarnom jednadzbom ako se ona promatra u polarnom sustavu, pri
¢emu je njezina pozicija u ravnini jednozna¢no odredena zadanom jednadz-
bom. Drugim rije¢ima, ako krivulju C translatiramo, rotiramo ili simetri¢no
preslikamo (u odnosu na tocku ili pravac), onda dobivamo krivulju C* kojoj se
jednadzba (eksplicitna, implicitna, parametarske, polarna) razlikuje od jed-
nadzbe krivulje C. Navedimo da se takve krivulje C i C* nazivaju kongruentne
krivulje.

Za dvije krivulje kazemo da su kongruentne ako se jedna od njih dobiva iz
druge njezinom translacijom (za neki fiksni vektor) ili rotacijom (za neki fiksni
kut) ili simetrijom u odnosu na tocku (centar) ili pravac (os). Dakle, dvije
krivulje C i C* su kongruentne ako ih translacijom, rotacijom ili simetrijom
mozemo dovesti u polozaj da se one medusobno preklapaju.

Obzirom na ¢injenicu da dvije ili vise kongruentnih krivulja imaju razli¢ite
jednadzbe (eksplicitne, implicitne, parametarske ili polarne), namece se pi-
tanje postoji li neka jednadzba kojom ¢e se moéi zadati cijela familija me-
dusobno kongruentnih krivulja. Iz definicije kongruentnosti krivulja direk-
tno proizlazi da one u svakoj odgovarajuc¢oj tocki imaju istu zakrivljenost,
tj. ﬂeksijuE], jer se pri translaciji, rotaciji, simetriji neke krivulje ne mijenja
njezina zakrivljenost, a time ni njezin oblik, stoga dolazimo do zakljucka da
se kongruentne krivulje mogu zadati nekom jednadzbom u kojoj je fleksija
(zakrivljenost) realna funkcija realne varijable po duljini luka te krivulje.
Takva se jednadZzba naziva prirodnom jednadzbom krivulje.

Neka je u ravnini zadana krivulja C (eksplicitnom ili implicitnom ili polarnom
jednadzbom ili parametarskim jednadzbama) i ozna¢imo sa s njenu duljinu

Hfleksija je pozitivan realan broj kojim se brojéano odreduje mjera odstupanja krivulje
od pravca u bilo kojoj njezinoj tocki - detalnije u odjeljku 2.2



luka i sa x njenu fleksiju (zakrivljenost)?] Tada jednadzbu oblika

X = x(s) (1)

nazivamo prirodnom jednadzbom krivulje C. Pritom se fleksija y izrazava
u obliku realne funkcije realne varijable po duljini luka s zadane krivulje.
Uzimajudi u obzir prethodno navedeno proizlazi da je jednadzba ujedno
i prirodna jednadzba familije svih krivulja kongruentnih s krivuljom C.

2.2 Prirodna jednadZba krivulje u prostoru R?

U trodimenzionalnom realnom prostoru R? krivulje najéesée zadajemo u pa-
rametarskom obliku parametarskim jednadzbama

z=2z(), y=yit), z=z@1), t€(ab)CR (2)
ili odgovarajuc¢om vektorskom jednadzbom
Ft)=a(t)i+yt)j+2()k (3)

gdje je t € {(a,b) C R proizvoljan parametar, a {;, 7, E} ortonormirana baza
prostora R3. Krivulje u prostoru R? takoder ponekad zadajemo eksplicitnim
z = f(z,y), z = g(x,y) ili implicitnim F(x,y, z) =0, G(z,y, 2) = 0 jednadz-
bama koje zapisujemo u obliku sustava dviju jednadzbi s tri nepoznanice
x, y iz, gdje je svaka od navedenih dviju jednadzbi tog sustava jednadibiﬂ
zapravo jednadzba plohe kojoj pripada krivulja C. Time su navedenim sus-
tavom jednadzbi zadane dvije plohe od kojih svaka sadrzi krivulju C, sto se
geometrijski interpretira da je krivulja C presjek tih dviju ploha.

Analogno kao i kod krivulja u ravnini, pozicija krivulje C u trodimenzional-
nom realnom prostoru R? jednozna¢no je odredena njezinom jednadzbom
(neovisno o tipu te jednadzbe), a njezin oblik, odnosno zakrivljenost ne mi-
jenja se pri njezinoj translaciji, rotaciji ili simetriji.

Podsjetimo se da za krivulje u R? moZemo izrac¢unati dva tipa zakrivljenosti:
fleksiju i torziju. Pritom se fleksija (prva zakrivljenost) krivulje C definira kao
mjera odstupanja te krivulje od pravca u njezinoj proizvoljnoj tocki (kao i
kod krivulja u ravnini), dok se torzija (druga zakrivljenost) krivulje C definira
kao mjera izvijanja te krivulje iz oskulacione ravnine u prostor R? u njezinoj
proizvoljnoj tocki. Dakle, torzija moze poprimiti bilo koju realnu vrijednost,
dok se za fleksiju uvijek uzima pozitivna realana vrijednostf’}

2duljinu luka s i fleksiju y krivulje C izra¢unavamo primjenom odgovarajuéih formula
koje ovise o tipu jednadzbe krivulje C, vidi poglavlje 3

3najéescée se z zadaje kao realna funkcija dviju realnih varijabli z i y i piSemo 2 = f(z,y)

4ako se pri izra¢unavanju fleksije dobije negativna realna vrijednost, onda se definira
da je fleksija jednaka njezinoj apsolutnoj vrijednosti



Fleksija i torzija krivulje C zadovoljavaju sljedeca svojstva:

1. ako postoji tocka na krivulji C takva da je u njoj torzija jednaka nuli,
onda u toj tocki krivulja C probada oskulacionu ravninuE];

2. ako je u svim tockama krivulje C torzija jednaka nuli, onda cijela kri-
vulja C lezi u oskulacionoj ravnini i kazemo da je C ravninska krivulja;

3. ako u svim tockama krivulje C torzija poprima strogo pozitivne realne
vrijednosti, onda se cijela krivulja C izvija iz oskulacione ravnine u pros-
tor R? u pozitivhom smjeru, odnosno u smjeru suprotnom od kretanja
kazaljke na satu i kazemo da je krivulja C desno orijentirana;

4. ako u svim tockama krivulje C torzija poprima strogo negativne realne
vrijednosti, onda se cijela krivulja C izvija iz oskulacione ravnine u
prostor R? u negativnom smjeru, odnosno u smjeru kretanja kazaljke
na satu i kazemo da je krivulja C lijevo orijentirana;

5. ako postoji tocka na krivulji C takva da je u njoj fleksija jednaka nuli,
onda kazemo da je to tocka izravnavanja krivulje C;

6. ako je u svim tockama krivulje C fleksija jednaka nuli, onda su sve tocke
te krivulje ujedno njezine to¢ke izravnavanja i kazemo da je C pravad’}

7. fleksija x je pozitivan realan broj u svim toc¢kama krivulje C, jer je po
definiciji ona obrnuto proporcionalna polumjeru R > 0 kruznice za-
krivljenostﬂ (koji je po definiciji strogo pozitivan realan broj). Drugim
rijecima:

e ako polumjer R kruznice zakrivljenosti tezi prema nuli, onda flek-
sija y tezi prema 400, Sto ima za posljedicu da kruznica zakriv-
ljenosti tezi prema svom sredistu (toc¢ki) u kojoj fleksija prima
beskonac¢no veliku realnu vrijednostf

e ako polumjer R kruznice zakrivljenosti tezi prema +oo, onda flek-

sija y tezi prema nuli, §to ima za posljedicu da se kruznica zakriv-
ljenosti izravnava u okolini svake svoje tockd’}

Soskulaciona ravnina krivulje C je zapravo zy-ravnina

6pravac je jedina krivulja koja se izravnava u svim svojim tockama, jer je fleksija u
svim tockama pravca jednaka nuli

"sto ima za direktnu posljedicu da je kruznica manjeg polumjera vise zakrivljena u
odnosu na kruznicu veéeg polumjera

8svaku to¢ku u ravnini ili prostoru mozemo promatrati kao kruznicu sa sredistem u toj
tocki i polumjerom nula

9svaka se kruznica (plus) beskonac¢no velikog polumjera u svakoj svojoj tocki izravnava,
odnosno "poprima izgled pravca"



Buduéi da su za svaku krivulju C u prostoru R? definirane dvije zakrivljenosti
fleksija i torzija, proizlazi da se prirodna jednadzba bilo koje prostorne krivu-
lje C (tj. familije svih krivulja kongruentnih s krivuljom C) zadaje sljede¢im
jednadzbama

x=x(s), T=1(s) (4)
gdje su fleksija i torzija realne funkcije realne varijable po duljini luka zadane
krivulje.
Jednadzbama se podrazumijeva da je krivulja C parametrizirana po svom
prirodnom parametru s (tj. po svojoj duljini luka), odnosno da je ona zadana
parametarskim jednadzbama

r=uxz(s), y=vy(s), z==z(s), s€(0,L)CR (5)
ili odgovarajuc¢om vektorskom jednadzbom

Z(s) =x(s)i+y(s)j+2(s)k, s€(0,L) CR, (6)
pri ¢emu se fleksija i torzija krivulje C izra¢unavaju primjenom formula:

(7'(s),2"(s),Z"(s))
X2 (s)
gdje je x(s) # 0 za svaki s € (0, L) C R, ¢ime se podrazumijeva da krivulja
C nema tocaka izravnavanja. Formule u zapisujemo i u obliku:
_ (@(s),7"(5),2"(s))
#%(s) +7(s) + 2(s)’
gdje se (Z'(s),2"(s), 2" (s)) mjesoviti produkt derivacije prvog, drugog i tre-

¢eg reda vektorske funkcije ¥ = Z(s) po definicije rjesava pomocu sljedece
determinante treceg reda:

x(s) =12"(s)l,  7(s) = (7)

x(s) = #2(s) + () + 2(s),  7(s)

x(s) y(s)  2(s)
(@'(s),2"(s),2"(s)) = | @(s) 0i(s) Z(s)
B(s) i) )
Ako je krivulja C zadana parametarskim jednadzbama ili ekvivalentno
vektorskom jednadzbom ({3)) za svaki ¢t € (a,b) iz podrudja definicije vektorske
funkcije = Z(t), onda su fleksija i torzija krivulje C realne (skalarne) funkcije
realne varijable po proizvoljnom parametru ¢ i piSemo: x = x(t), 7 = 7(t)
te vrijedi:

_lF@xawl
X(t)_ | /t)|3 ’ (t)

~—

(8)

ST

(Z'(t), 2" (1), 2"(t))
)

|Z(t) x 2" (B



uz uvjete da je |Z'(t)| # 01 |Z'(t) x Z"(t)| # 0 za svaki t € (a,b), gdje je:

F(0)] = \J42(0) + 32(0) + (1) (9)

() x Z7(1)] = | &(t) (1) (1) |- (10)
B(t) yt) Z()

Pritom se uvjet |Z'(t)| # 0 za svaki t € (a,b) geometrijski interpretira da
je krivulja C regularna u svakoj svojoj toékﬂ, odnosno da u svakoj tocki
krivulje C postoji jedinstveni vektor tangente. Geometrijska interpretacija
uvjeta |Z'(t) x Z"(t)| # 0 je da krivulje C nema tocaka izravnavanja.
Analogno prethodno navedenom mjesoviti produkt derivacije prvog, drugog
i treceg reda vektorske funkcije Z = Z(t) izracunava se primjenom sljedece
determinante trec¢eg reda:

Uoc¢imo da u ovom slucaju treba izracunati i duljinu luka krivulje C koju
izrazavamo u obliku s = s(t), realne (skalarne) funkcije realne varijable po
proizvoljnom parametru ¢, primjenom formule:

s(t) = / 12 (w)| du, (1)

gdje se pretpostavlja da je ty € (a,b) takav da je Ty = (z(to), y(to), 2(to))
fiksna pocetna tocka na krivulji C od koje se izracunava duljina luka krivulje
do njezine proizvoljne tocke T' = (z(t),y(t), 2(t)) za svaki a <ty <t <b.
Dakle, donja granica integrala u je fiksni parametar t, (neka realna
vrijednost) takav da primitivna funkcija funkcije |Z'(t)| i8Cezava, a gornja
granica tog integrala je varijabilni ¢ za koji se dobiva varijabilna tocka 7' na
krivulji C. Time se izraz (11]) ¢esto zapisuje i u obliku

s(t) = / |Z'(t)] dt, (12)

koji éemo primjenjivati u tre¢em poglavlju.

10Svaka krivulja parametrizirana po svom prirodnom parametru s je regularna krivulja,
jer iz |2/(s)] = 1 (uvjet da je krivulja parametrizirana po s) proizlazi da je |Z'(s)| # 0 za
svaki s € (0, L); krivulja parametrizirana proizvoljnim parametrom ¢ je regularna krivulja
jedino ako vrijedi da je |Z/(¢t)| # 0 za svaki t € (a,b).



Sustav triju jednadzbi
s=s(t), x=x), 7=7() za svaki t € (a,b), (13)

gdje se skalarne funkcije s = s(t), x = x(t) i 7 = 7(¢t) izra¢unavaju pri-
mjenom formula u i , nazivamo parametarskim jednadzbama prirodne
jednadzbe krivulje C u prostoru R3 parametrizirane proizvoljnim parametrom
t € (a,b) CR.

U suglasnosti s prethodno navedenim proizlazi da su jednadzbe u ujedno
i parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe familije svih krivulja kongru-
entnih s krivuljom C koje su parametrizirane proizvoljnim parametrom t.
Eliminacijom parametraE| t iz sustava jednadzbi (13| proizlazi sustav jed-
nadzbi (4). Time se iz parametarskih jednadzbi prirodne jednadzbe krivulje
C u prostoru R? dobiva njezina pripadna prirodna jednadzba.

Drugi nacin izracunavanja prirodne jednadzbe krivulje parametrizirane pro-
izvoljnim parametrom ¢ je da se njezina jednadZzba reparametrizira po njezi-
nom prirodnom parametru s. U ovom slucaju se primjenom formule izra-
¢unava skalarna funkcija s = s(t), a potom odreduje njezina inverzna funkcija
t = t(s), ¢ime se iz parametarskih jednadzbi oblika ili ekvivalentno vek-
torske jednadzbe za svaki t € (a,b) dobivaju odgovarajuce parametarske
jednadzbe oblika (5)), odnosno vektorska jednadzba (6]) za svaki s € (0, L).
Pritom se fleksija i torzija ra¢unaju primjenom formula te se dobiva sus-
tav jednadzbi oblika koji je zapravo trazena prirodna jednadzba krivulja
C u prostoru R3.

U specijalnom slu¢aju, obzirom na svojstvo 2. prema kojemu za sve kri-
vulje u ravnini vrijedi da je torzija u svim njihovim toc¢kama jednaka nuli,
zakljuc¢ujemo da iz formula za izracunavanje prirodne jednadzbe krivulje u
trodimenzionalnom prostoru R? direktno proizlazi formula za izra¢unavanje
prirodne jednadzbe krivulje u ravnini R?. Naime, iz sustava jednadzbi uz
uvjet da je 7(s) = 0 za svaki s € (0, L) proizlazi jednadzba (I)). Analogno, iz
formula za izracunavanje parametarskih jednadzbi prirodne jednadzbe
krivulje u prostoru R® uz uvjet da je 7(t) = 0 za svaki ¢ € {a,b) proizlaze
formule

s=s(t), x=x() za svaki t € (a, b) (14)

koje su zapravo parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe krivulje u rav-
nini R? kada je krivulja parametrizirana proizvoljnim parametrom t € (a, b).
Neka je krivulja u ravnini R? parametrizirana proizvoljnim parametrom ¢,
odnosno neka su x = x(t), y = y(t), t € (a,b) C R njene parametarske jed-
nadzbe. Tada primjenom formule i formule za izracunavanje fleksije u

Htako da se za funkciju s = s(t) odredi njezina inverzna funkcija t = t(s)
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slijedi da se parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe krivulje u rav-
nini izraCunavaju primjenom formula:

[ i o _ 0t ~ #0i )
0= [ @ +iratan x0=FEEES T ()

gdje se skalarna funkcija s(t) ponekad rac¢una i primjenom sljedece formule:

S(t) = [(#2() + 52(¢)) s dt.

Ako je krivulja u ravnini parametrizirana po svom prirodnom parametru s,
odnosno ako je ona zadana parametarskim jednadzbama

ZL‘:JT(S), y:y(s), $€<OaL>v

onda je y = x(s) njezina prirodna jednadzba, a fleksija se ra¢una formulom:

X(s) = \/i%(s) + 3% (s). (16)

2.3 Izracunavanje prirodne jednadzZbe krivulje u ravnini

U ovom odjeljku rijesit ¢emo dva primjera pomocu kojih ¢emo objasniti iz-
racunavanje prirodne jednadzbe krivulje u ravnini R? obzirom na prethodno
argumentirane formule.

Primjer 1.

Odredite prirodnu jednadzbu ravninske krivulje zadane parametarskim
jednadzbama:  z(t) = a(cost + tsint), y(t) = a(sint — tcost), t € R,
a# 0.

Zadana krivulja je parametrizirana proizvoljnim parametrom ¢ € R, stoga
se postupak odredivanja njezine prirodne jednadzbe moze provesti na dva
nacina koja ¢emo u nastavku objasniti.

1. Izra¢unavanje parametarskih jednadzbi prirodne jednadzbe zadane kri-
vulje primjenom formula u .

Izrac¢unajmo najprije parcijalne derivacije prvog i drugog reda. Tada
je:

z(t) = atcost, y(t) =atsint,
Z(t) =a cost —atsint, ¢(t) =asint+atcost
stoga je: (#7(t) +97(1))2 = at 1 [&(6)j(t) — 2(0)§(t)] = a* 12,

pri ¢emu smo koristili trigonometrijski identitet: sin®z + cos
Uvrstavanjem dobivenih vrijednosti u formule slijedi da je:

2 = 1.
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t 2 2 42
t t 1
s(t):/ audu=a—, X(t):a =
t

4=0 2 a3t at’
stoga su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe zadane krivulje
dane sa:
s 1
s=a5, =

Prirodnu jednadzbu zadane krivulje dobit ¢emo eliminacijom parame-
tra t iz dobivenog sustava jednadzbi. Dakle, koristec¢i svojstvo da iz

% slijedi da je t = % njezina inverzna funk-
a

cija, direktno proizlazi: y = % v/ 55, odakle dodatnim sredivanjem
dobivamo da je

skalarne funkcije s = a

L >0, a#0
=——, 5 , a
X V2as

prirodna jednadzba zadane krivulje.

2. Izra¢unavanje prirodne jednadzbe zadane krivulje reparametrizacijom
njezinih parametarskih jednadzbi po njezinom prirodnom parametru s.

. ,e . ~v 2
Koristeéi prethodno izracunato: s=a % = t= ,/%

proizlazi da su reparametrizirane parametarske jednadzbe zadane kri-
vulje oblika:

x(s) :a<cos\/%—l— \/stin\/%> ,y(s)za(sinﬁ—ﬁcos@),

gdje je s > 0, a # 0. Izrac¢unavanjem odgovarajucih parcijalnih deriva-
cije prvog i drugog reda, nakon dodatnog sredivanja, dobivamo:

i(s) = cos /2, y(s) =sin /%,
z(s) = —\/;zsin,/%, y(s) = ﬁcos,/%.

Nadalje, primjenom formule (16| za izra¢unavanje prirodne jednadzbe
krivulje parametrizirana po svom prirodnom parametru s, direktno pro-
izlazi da je: x = \/;?, s >0, a # 0 prirodna jednadzba zadane krivu-

lje.

Primjer 2.

Odredite prirodnu jednadzbu krivulje (grafa prirodnog logaritma) zadane
eksplicitnom jednadzbom: y =Inz, = > 0.

Zadana eksplicitna jednadzba zapisuje se u parametarskom obliku uvodenjem
supstitucije z = ¢, odakle slijedi da je y =Int. Timesuz =t¢, y=1Int,t >0
parametarske jednadzbe zadane krivulje.



—

Uzimajuci u obzir da je: #(t) =1, §(t) =+, @(t)=0, §(t)=—%

CEL S i) - a0p)] = 5.

stoga primjenom formule u za izracunavanje duljine luka krivulje, slijedi

—_

dobivamo: (&2(t) + ;'yz(t))% —

daje: s du. Koristeci formulu iz matematickog priruénik

proizlazi:

s(t) = (—ln

1+Vt2+1
t

I+vVu?+1
u

+Vu2 + 1) I

1+ +1
+Vﬁ+1+h1;i7ii—
0

=—In — /34 1.

I+4/t3+1
to

— i +1

Ako pretpostavimo da postoji ty > 0 takav da izraz In

iS¢ezava, onda je:

+VETL (17)

s(t) = In ‘

¢
1+¢ﬁ+1’

Pritom smo koristili svojstvo logaritamske funkcije: —Inx = In %
Nadalje, primjeom formule u za izrac¢unavanje fleksije, dobivamo:

t

x(t) = m

(18)

Sustav jednadzbi u i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe
grafa prirodnog logaritma zadanog parametarkim jednadzbama x = t,y = Int,
t > 0. Koristeci prethodno uvedenu supstituciju x = t, slijedi da su:

s=1In

x R B x
1+¢F?TM%J:+L ey (19)
parametarske jednadZzbe prirodne jednadzbe krivulje (grafa prirodnog loga-
ritma) zadane eksplicitnom jednadzbom y =Inz, x > 0. Pritom su s i yx
realne funkcije realne varijable x > 0.

Primijetimo da smo jednadzbe mogli direktno izracunati primjenom
formula i koje se primjenjuju za krivulje zadane eksplicitnom jed-
nadzbom.

12 7”"2;”‘2 dz = Va2 + a2 — g ln &vE"Fa” V'j""“z, Bronstejn, str.419, 189
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2.4 Prijelaz iz prirodne jednadZbe na vektorsku i para-
metarske jednadzbe ravninske krivulje

U ovom odjeljku objasnit ¢emo kako se dobivaju parametarske jednadzbe rav-
ninske krivulje C (tj. krivulje u ravnini R?) koja je zadana svojom prirodnom
jednadzbom x = x(s) za svaki s > 0.

Podsjetimo se da parametarskim jednadzbama x = z(s), y =y(s), s >0
krivulje C jednoznac¢no korenspondira odgovarajuca vektorska jednadzba

Z(s) = x(s) 1 +y(s) j, s > 0.

Dakle, obzirom na zadanu prirodnu jednadzbu ravninske krivulje C treba
izvesti formule za izracunavanje vrijednosti skalarnih funkcija x = z(s) i
y = y(s), gdje je s prirodni parametar (duljina luka) krivulje C.

Skicirajmo krivulju C u pravokutnom koordinatnom sustavu ravnine i odabe-
rimo na njoj neku proizvoljnu tocku (diraliste) D = (z(s), y(s)) u kojoj ¢emo
postaviti jedini¢ni vektor tangente 7 (s) i jedini¢ni vektor normale N (s) koji
je po definiciji okomit na 7'(s). Ozna¢imo sa a(s) mjeru kuta koji tangenta
(pravac nosioc vektora ?(3)) zatvara s pozitivnim dijelom z-osi.

a(s5)

D= {1{5}»{&}]

Slika 1: Konstrukcija tangente i normale na krivulju C

Koristeci svojstvo jednakosti vektora, translatirajmo vektor ?(s) tako da
diraliste D = (z(s),y(s)) postavimo u ishodiste pravokutnog koordinatnog
sustava ravnine i oznac¢imo sa B njegovu zavrsnu tocka, a sa A ortogonalnu
projekciju tocke B na xz-os, kako je prikazano na slici 1. Tada u pravokut-
nom trokutu AOAB je mjera kuta ZBOA jednaka a(s) te je duljina hipo-

tenuze jednaka |7 (s)| = 1. Primjenom definicije trigonometrijskih funkcija
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sinus i kosinus $iljastog kuta pravokutnog trokuta, obzirom na kut «(s) pro-
izlazi da je duljina nasuprotne katete pravokutnog trokuta AOAB jednaka
sin a(s) i da je duljina prilezece kateta jednaka cos a(s). Time je T'(s) = OB,
OA = cosa(s) i, AB =sina(s) j. Nadalje, koristeci svojstvo zbrajanja vek-
tora slijedi da je OB = OA + AB, stoga je:

?(s) = cosa(s) i+ sina(s) J. (20)
Iz ¢injenice da su jedini¢ni vektori normale ﬁ(s) i tangente ?(s) medusobno

ortogonalni, proizlazi da ﬁ(s) moZemo konstruirati tako da ?(s) zarotiramo
za 90° u pozitivnom smjeru, Sto zapisujemo u obliku:

ﬁ(s) = cos <a(s) + g) i + sin (a(s) + g) 7,
odnosno
N(s) = —sina(s) 7+ cosa(s) J, (21)
pri ¢emu smo primijenili trigonometrijske identitete: cos(z + §) = —sinz

i sin(x + §) = cosx. Izracunamo li derivacije prvog reda jedini¢nih vektora
tangente i normale danih u i , dobivamo da je:

—

?’(s) = —sina(s) - a’(s) i+ cosa(s) - a'(s) J,

—/ -

N (s) = —cosa(s)-a'(s) i —sinal(s)-a'(s) ],

odnosno:

T'(s) = a'(s)- N(s), N'(s)=—a'(s)- T(s).

Usporedivanjem dobivenih identiteta s poznatim Frenet-Serret-ovim formu-
lama za ravninske krivulje:

T'(s) = x(s)- N(s), N'(s)=—x(s)- T (s),

slijedi da je: «'(s) = x(s), odakle se dobiva da je:

pri demu se koristilo svojstvo: a’(s) =

ds
Podsjetimo se definicije jedini¢nog vektora tangente na krivulju parametrizi-

ranom prirodnim parametrom:

T (s) = 2'(s). (23)



dz(s
Tada koriste¢i svojstvo da je Z/(s) = ( ), identitet mozemo pisati u

ds
obliku:

di(s) = T'(s) ds,

odakle proizlazi da je Z(s) = [ ?(s) ds pa primjenom identiteta dobi-
vamo da je vektorska jednadzba krivulje C parametrizirane prirodnim para-
metrom oblika:

Z(s) = / <cos a(s) 7 + sin a(s) ;) ds,

odnosno:
H(s) =7 / cosals)ds + / sin a(s) ds, (24)

gdje se primijenilo svojstavo linearnosti i zbroja integrala. Time su

2(s) = / cosa(s)ds, y(s)= / sin a(s) ds. (25)

parametarske jednadzbe krivulje C parametrizirane prirodnim parametrom.

Zaklju¢ujemo, ako je regularna ravninska krivulja zadana prirodnom jed-
nadzbom x = x(s), gdje je s prirodni parametar te krivulje, onda se njezine
parametarske jednadzbe z = x(s), y = y(s) dobivaju rjesavanjem danih in-
tegrala u identitetima (25)). Pritom se a(s) izratunava primjenom formule

22).
Primjer

Odredite parametarske jednadzbe krivulje kojoj je
2 X*(s) +1=25a>x*(s), a = konst.

prirodna jednadzba.
Rjesenje:

Primijetimo da je prirodna jednadzba krivulje zadana implicitnom jed-
nadzbom s%x2(s) + 1 = 25a” x*(s) iz koje se dobiva da je pripadna ekspli-

citna jednadzba oblika:
1

x(s) V2542 — §2
Parametarske jednadzbe zadane krivulje odreduju se primjenom identiteta
, pri ¢emu treba najprije izracunati a(s). Koristeéi formulu dobi-
vamo da je:

. S
S = arcsin —.

1
Y
a(s) /\/25a2—32 Sa
13



s
5a°
Primjenom trigonometrijskog identiteta: cosz = /1 — sin® proizlazi:

/ 52 \/25a2
cosa(s) =4/1— sin? af
©25a2

Uvrstimo li dobivene VI‘IJGdIlOStl za sina(s) i cosa(s) u formulu , tada
je:

s
Primijetimo da iz «a(s) = arcsin £ slijedi sina(s) =
a

1
x(s) = /cosa(s) ds = — [ V2ba? — s?ds

= 10a <5\/ 25a2 — s2 4+ 25a? arcsin 5—)
a

y(s) = /sina(s) ds = — [ sds= ——.

Pritom smo primijenili formule:
(x\/ A2 — 22 + \? arcsin §>

/\/>\2 —2?dx =
n+1

nd:
/x x ]

i pravilo za integriranje funkcije pomnozene skalarom:
JAf(x)de = X[ f(x)dz, \= konst.

Zaklju¢ujemo da su

S N | =

za n=1

sv/25a2 — s2 + 25a” arcsin i) y(s) = S >0

(%) = 104 < 5a

trazene parametarske jednadzbe krivulje zadane prirodnom (eksplicitnom)

jednadzbom x(s) = ¢ija se implicitna jednadzba zapisuje u

V25a? — s?
obliku: 5% x%(s) + 1 — 25a® x*(s) = 0.

Obzirom na dobivene parametarske jednadzbe zadane krivulje, proizlazi da
je vektorska jednadzba te krivulje oblika:

2

(.9\/ 25a2 — s2 + 25a* arcsin 5i> i+ S—j, s> 0.
a

T(s) = 10a

10a
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3 Izvodi prirodnih jednadzbi krivulja ovisno o
njihovom obliku jednadzZbe

U ovom poglavlju razmatrat ¢emo neke primjere krivulja u ravnini R? para-
metriziranih po svojoj duljini luka s za koje se prirodna jednadzbd'¥| izrazava
eksplicitnom jednadzbom x = x(s), gdje je fleksija x skalarna funkcija po
varijabli s. Ponovimo, krivulje u ravnini su specijalan slucaj krivulja u tro-
dimenzionalnom prostoru takvih da im je u svakoj tocki torzija jednaka nuli.
U nastavku ¢emo zadati po nekoliko krivulja u ravnini u ovisnosti o tipu
njihovih jednadzbi.

3.1 Prirodna jednadzba krivulje zadane eksplicitnom jed-
nadZbom
Za krivulje zadane eksplicitnom jednadzbom y = y(x), gdje je y skalarna

funkcija po paramteru z, koriste se sljedece formule za izrac¢unavanje duljine
luka s i fleksije x krivulje C:

s = /(1 +y?)z dr, (26)

Y|
(1+y2) 0
Pritom su duljina luka s i fleksija y u formulama i izrazene u obliku
s =s(z)1x = x(x), 8to se interpretira da su s i y zapravo skalarne funkcije

po varijabli (parametru) z.

3.1.1 Pravac

Eksplicitna jednadzba pravca je y = ax + b, a # 0, gdja je a koeficijent
smjera pravca, a b odsjecak na y-osi. Izracunavanjem derivacije prvog reda
dobivamo 3 = a (a # 0) , odakle slijedi 1+ ¢y =1+ a? , stoga je:

(1+y?)2 =1+ d
Uvrstavanjem dobivenog identiteta u formulu proizlazi s = [ V14 a?dx,

odnosno:
s=vV1+a? z.

13Ponekad se prirodna jednadzba krivulje izrazava eksplicitnom jednadzbom s = s(x),
gdje je duljina luka krivulje skalarna funkcija po varijabli x (fleksija).
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[zra¢unavanjem derivacije drugog reda dobivamo y” = 0, stoga iz formule
slijedi da je x = 0 za svaki x € R, §to je ujedno i prirodna jednadzba
pravca. Dakle, pravac je krivulja u ravnini za koju vrijedi da joj je fleksija
jednaka nuli u svakoj njezinoj tocki. Drugim rije¢ima, svaka tocka pravca je
tocka izravnavanja.

3.1.2 Parabola

Eksplicitna jednadZba parabole je y = az? + bx + ¢, a # 0 koju éemo pisati
u obliku:
y=a(r —x0)* +yo, a#0. (28)

Pritom su zy = —% iy = Tz koordinate tjemena parabole. Nadalje,
ako je kvadratni koeficijent a strogo pozitivan realan broj, onda je parabola
okrenuta otvorom prema pozitivnom dijelu osi y, a u protivhom prema ne-

gativnom dijelu osi y. Nadalje,

e za 0 < |a| < 1 krakovi parabole se priblizavaju osi y i kazemo da se
parabola suzava,

e za |a] > 1 krakovi parabole se udaljavaju od osi y i kazemo da se
parabola Siri.

Racunajuéi derivaciju prvoga reda jednadzbe dobivamo ' = 2a(z —zy),
stoga je 1442 =4a® [(x —x0)* + k?], gdje je k = 5-. Time je:

(1+y?)2 =2a\/(x — 20)% + k2 (29)

pa uvrstavanjem identiteta (29)) u formulu proizlazi:

s = 2a/ V(= 20)? + k2 d. (30)

Uvodenjem supstitucije ¢t = =z — xy , odakle je dt = dx, identitet
zapisujemo u obliku:

s:2a/\/t2—|—k2 dt.

Rjesavanjem navedenog integrala@ obzirom na uvedenu supstitucije dobi-
vamo da je duljina luka parabole dana izrazom:

s=a[(x—x0) V(& —20)2+ k2 +E* Injz — 20 +/(x —x0)2 + k2| ], (31)

Yprimjenom formule: [ V22 +a? dz = § [2v2% +a® + a® In|z + V2% + a?|] , Bron-
Stejn str. 418, 185
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gdje je k% = ﬁ, a # 0. Izra¢unavanjem derivacije drugog reda jednadzbe

(28) dobivamo y” = 2a Sto zajedno s identitetom iz formule

proizlazi da je fleksija parabole dana izrazom:
k2
Y (CEFN RSO
za k> = X5, a # 0. Formulama i dane su parametarske jednadzbe

4&27
prirodne jednadzbe parabole, gdje su s i y skalarne funkcije po parame-
tru . Eliminacijom parametra x iz parametarskih jednadzbi dobiva se pri-

rodna jednadzba parabole. Konkretno, iz jednadzbe proizlazi da je
V(T —x)2 + k2= ,3/%2, odnosno  — xg = 4/ ¢/ 5 — k2, $to uvrstavanjem

(32)

X2
u jednadzbu (31)) povlaci da je prirodna jednadzba parabole:

k4 k2
O — — k24 ¢ — 33
i (Vi (33)
gdjejek:%l, a # 0.

Promotrimo sada kvadratnu funkciju f(x) = ax® + bz + ¢, a # 0, koju
zapisujemo u obliku:

f(z) = a(z — 20)* + o, (34)
gdje je z¢ = —%, Yo = —a2 Uzimajuéi u obzir da je njezin graf parabola
s tjemenom u tocki T' = (g, yo), razlikujemo sljedec¢a dva slucaja.

1. Ako je a > 0, onda ¢e funkcija biti bijekcija jedino ako je nje-
zina domena jednaka intervalu (—oo, x| ili intervalu [zg, +00) i ako je
kodomena jednaka intervalu [yg, +00).

Dakle, funkcije g¢1: (—o00,zo] = [yo, +0), g1(x) = a(x — x)%* + yo i
g2: [0, +00) = [y, +00), ¢ga(x) = a(w — x)? + yo su bijekcije, stoga
postoje inverze funkcije:

:L‘ —

g1 ' [yo, +00) = (—o0,m], g1 (x) = -1/ ayo + x9, a >0,
_ _ [x —

92 1: [yo,—i—OO) — [I0,+OO>, g2 l(x) = ayO + xg, a > 0.

2. Ako je a < 0, onda ¢e funkcija biti bijekcija ako je njezina domena
jednaka intervalu (—oo, xq] ili intervalu [zg, +00) i ako je kodomena
jednaka intervalu (—oo, yo.
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Time su funkcije hy: (=00, zo] — (=00, 40, hi(z) = a(x —z0)* +yo i
ha: [z, +00) — (—00,90] , ha(z) = a(z — z0)* + Yo bijekcije pa postoje
inverzne funkcije:

hlilz <—OO,y0] - <—OO,.’L'0] ) hlil(m) - \I = ; = + 2o, a < 07
mae (mo0,un] = [r0,+00), e~ (w) = [ 4y <

Pririodne jednadzbe grafova navedenih funkcija proizlazit ¢e iz jednadzbe
(33). Dakle, prirodna jednadzba bilo koje parabole dobiva se iz prirodne

jednadzbe .

3.1.3 Graf logaritamske i eksponencijalne funkcije

Neka je zadana logaritamska funkcija f : RT — R eksplicitnom jednadz-
bom: y = log, x, gdje je a € RT\{1} baza logaritamske funkcije i z € R*.
Razlikujemo dva slucaja:

1. ako je 0 < a < 1, onda je logaritamska funkcija padajuca,

2. ako je a > 1, onda je logaritamska funkcija rastuca.

k

Derivacija prvog reda logaritamske funkcije je: 1y = odnosno ' = 2,

zlna’

gdje je k = . Tada je (1+y?) = % iz ¢ega slijedi da je:

VIR

14+92)3 =
(1+y7) -

(35)

Uvrstavanjem identiteta u formulu dobivamo: s = [ —”CZW dx,

odnosnd™t
k+ Va2 + k2
= VPR —kIn |V (36)
T
Derivacija drugog reda logaritamske funkcije je: y” = —x% koju zajedno s

identitetom uvrstavamo u formulu i dobivamo da je fleksija logari-

tamske funkcije:

X = N (37)

15primjenom formule: [ 7”52;“‘2 dr = V22 + a2 — a In |2EVE+ ”22“‘2|7 Bronstejn str. 419,
189
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Primjetimo da je izraz 2% + k? razli¢it od nule za svaki x € RT iz domene lo-
garitamske funkcije. Sustav jednadzbi (36]) i su parametarske jednadzbe
prirodne jednadZbe logaritamske funkcije'®l

Pogledajmo sada inverznu funkciju y = a” logaritamske funkcije y = log,
Tada je f: R — R*, y = a” eksponencijalna funkcija, a € RT\{1}, = € R,
koja je padajuca ako je 0 < a < 1, odnosno rastuca ako je a > 1. Uzimajuéi u
obzir da je ' = a” In a derivacija prvog reda eksponencijalne funkcije y = a”

i prethodno uvedenu supstituciju k£ = =, odakle je Ina = 1, dobivamo:
/ a“m /! a‘r

Time je: 14 y? = 5(a* +k?), odnosno:
1
(L+y?) = L Varr + 2 (39)
pa je u ovom slucaju formula dana sa:

1
=7 / Va* + k2 du. (40)

dt
Uvodenjem supstitucije t = a”, odakle je dt = a” Ina dx, odnosno dx = k e

dobivamo da se izraz (40]) zapisuje u obliku:

_/mdt
- [YEEE

pri cemu se navedeni integral rjesava primjenom formule navedene u fusnoti
3. Time dobivamo:

/72 2
s=vVE2+Ek—kln w’

odakle za t = a” proizlazi da je duljina luka eksponencijalne funkcije:

k A/ n2x kQ
s=va* +k?—kln tver+ )
a.T

(41)

167 ovom slu¢aju nije jednostavno eliminirati parametar z iz sustava jednadzbi s = s(x)
ix = x(z), stoga se za prirodnu jednadzbu logaritamske funkcije uzimaju parametarske

jednadzbe (36) i
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Primjenom identiteta: y” = % i identiteta na formulu (27) dobiva se

fleksija eksponencijalne funkcije:

k a® 1
= ——— gdjejek=—, aeR"\{1}. 42
X Ty ek =g e€ \{1} (42)

Sustav jednadzbi i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe
eksponencijalne funkcije.
Iz svojstva da je y = a” inverzna funkcija logaritamske funkcije y = log,
proizlazi da vrijedi:

y=log,x <+ a’=nuz,

Sto ima za posljedicu da je:
a'*8® =z i analogno log, a” = .

Usporedivanjem parametarskih jednadzbi prirodne jednadzbe eksponenci-
jalne funkcije s parametarskim jednadzbama prirodne jednadzbe logaritam-
ske funkcije mozemo primjetiti da primjenom identiteta x := a”* jednadzbe
i proizlaze iz jednadzbi i i obratno, sto nas dovodi do
zakljucka da logaritamska i eksponencijalna funkcija imaju jednake prirodne
jednadzbe. S druge strane, iz ¢injenice da su logaritamska funkcija y = log, «
i eksponencijalna funkcija y = a® medusobno inverzne funkcije, proizlazi da
su njihovi grafovi simetri¢ni s obzirom na pravac y = x, Sto povlaci jednakost
njihovih prirodnih jednadzbi.

3.2 Prirodna jednadzba krivulje zadane implicitnom jed-
nadzbom

Krivulje u ravnini osim eksplicitnom jednadzbom koja je najucestalija, mogu
se zadati i implicitnom jednadzbom: F(z,y) = 0.

Izra¢unavanjem derivacije prvog reda implicitne jednadzbe F(x,y) = 0 kri-
vulje C slijedi da je F, + F,, ' = 0, odakle je:

/__‘F1m
Y=7"F

Y

7 Fy # 07 y = ° (43)

Pritom se duljina luka krivulje C (zadane implicitnom jednadzbom) izracu-
nava primjenom formule , a njezina fleksija primjenom formule uz
primjenu identiteta .
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3.2.1 KruZnica

Neka je kruznica zadana implicitnom jednadzbom:
(x = 20)” + (y — vo)* = 1%, (44)

gdje je S = (g, yo) srediste zadane kruznice, a r > 0 njezin polumjer.

Da bismo odredili prirodnu jednadzbu kruznice, treba najprije odrediti nje-
zinu duljinu luka primjenom formule , stoga koristec¢i svojstva parcijal-
nih derivacija implicitno zadane funkcije, dobivamo da je F, = 2(x — xg) i
F, =2(y — yo), pa iz identiteta proizlazi:

/ T — To " 1+y/2
y = - ) y = - )
Y—"%Y Y—%Y

odnosno: )

(r? = (x —)?)2

Koriste¢i gore navedeni identitet dobivamo:

(x — z0)?

1+y%=1+ .
(y — v0)?

(45)

Napisemo li jednadzbu u obliku: y —yo = /1% — (¥ — 20)? i uvrstimo u
identitet , tada sredivanjem izraza dobivamo:

r
V2 — (x — x0)? '
Uvrstavanjem izraza u formulu slijedi:

s = / = (’;; — dx (47)

te supstitucijom t = x — ¢ i dt = dx navedeni izraz mozemo pisati:

(1+y%)* = (46)

s—r/idx
Ve

odakle jem s=r arcsinf pa je duljina luka kruznice:

. T — o
§ = rarcsin .

- (13)

17 i . dx _ N
primjena formule: [ —=¢£— = arcsin &
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Uzimajuéi u obzir dobiveni izraz za y” i identitet proizlazi da se iz
formule dobiva fleksija kruznice:

1
xX=-, r>0. (49)
r

Dobiveni izraz (49) zovemo prirodnom jednadzbom kruZnice, a interpretira
se da je kruznica krivulja u ravnini za koju vrijedi da je u svakoj njezinoj
tocki zakrivljenost (fleksija) obrnuto proporcijonalna njezinom polumjeru.

3.2.2 Semikubna parabola

Neka je zadana semikubna parabola implicitnom jednadzbom: a?z® —1? = 0.

Tada je F, = 3a*2? i F, = —2y, stoga iz identiteta slijedi: ¢ = —3“22—“32.

Y
Zapisemo li danu implicitnu jednadzbu u obliku eksplicitne jednadzbe:
y=aVvz® x>0, a>0, tada dobivamo:

3
y/ - Ea’\/gv

odakle slijedi da je: 1+ y? = 4894% 5 qnosno

4
V4 4+ 9a2x

(1+y%)s = (50)
$to uvrstavanjem u formulu (26]) proizlazi da je:
/ V4 4+ 9a’x
s= | ——dx.
2
Ako uvedemo supstituciju t = 4 + 9a?z, onda je dx = 02’ stoga je:
a
. N P N . .
§= 3z f Vtdt, odakle proizlazi'®|s = a2 pa obzirom na uvedenu supsti-
a
tuciju dobivamo da je duljina luka semikubne parabole:

1
S = W\/ (4 + 9@2.'17)3. (51>
a

Iz identiteta slijedi da je: 4+ 9ax = ¥/(27a%5)?%, odnosno:

4+ 9a’x = 9aVas? (52)
. . .y n o $n+1
Bprimjenom tabli¢ne formule: Jamdr = G ™ # -1
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odakle slijedi:
B 9av/as? — 4
=
Ako deriviramo izraz od 3/, onda dobivamo 3" = 37‘15, Sto se uvrstavanjem

1
u formulu zajedno s identitetom dobiva da je fleksija semikubne

parabole dana izrazom:

(53)

6a
AW V(4 +9a%z)>

Sustav jednadzbi i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe
zadane semikubne parabole. Kvadriranjem izraza i primjenom identiteta

4
52) 1 (53)) slijedi: y? = , odakle proizlazi da je:
J X 952 (9av/as? — 4) P !
2

X = >
3s V9a Vas? —4

prirodna jednadzba semikubne parabole.

(54)

3.3 Prirodna jednadzba krivulje zadane parametarskim
jednadzbama

Neka je zadana krivulja C u ravnini parametarskim jednadzbama

JIZ[E(t), y:y(t>

za svaki t € I C R ioznac¢imo sa & = dz(tt), ) = d?ji—(tﬂ derivacije prvog reda i sa
= di;gt), = di};gt) derivacije drugog reda parametarskih jednadzbi krivulje
C.

Duljinu luka krivulje C ra¢unamo po formuli:

5= /(:;:2 +i%)7 dt, (55)

a fleksiju prema formuli:
| — i
(3 +37)2
gdje je & =a(t), y=y(t), & =2(@), §=1¥y(t).
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3.3.1 Astroida
Parametarske jednadzbe astroide su:

r=rcos’t, y=rsin’t,

gdje je t € [0,2m), a r > 0 je polumjer opisane kruznice astroide. Da bi-
smo odredili prirodnu jednadzbu astroide, treba odrediti njezinu duljinu luka
i fleksiju primjenom formula i . Pritom su derivacije prvog reda
astroide:
i = —3rsintcos’t, ¢ =3rsin’tcos®t
pa kvadriranjem i zbrajanjem navedenih jednadzbi dobivamo da je:

? 4 > = 9r?sin® t cos® t

odakle slijedi: )
(% 4+ 9°)2 = 3rsint cost. (57)

Primjenom identiteta iz, formule (b5)) proizlazi:

5= 3r/sintcost dt. (58)

Uvodenjem supstitucije da je v = sint, slijedi da je dv = cost dt, stoga

dobivamo:
02
s:Sr/vdv:?)r 5

odakle proizlazi da je duljina luka astroide:
3
s=5r sin?¢. (59)

Primjenom trigonometrijskog identiteta:

. 9 1 — cos 2z
sin“y = ———
2
izraz (5Y)) zapisujemo u obliku:
3
s = Zr(l_COS%)' (60)

Odredimo sada derivacije drugoga reda astroide:

i = —3rcost(cos®t — 2sin*t), i = 3rsint(2cos’t — sin®t). (61)

24



Time dobivamo:
|29 — &y = 9r® sint cos? t, (62)
pri ¢emu smo koristili trigonometrijski identitet sin z+cos? = 1. Uzimajuéi
u obzir identitete i iz formule slijedi da je fleksija astroide dana
izrazom:
~ 9r?sin®tcos?t
~ (3rsintcost)?

N 1 . . o .
odnosno: x = 3———— koji se moZe zapisati u obliku:
2
= — 63
X 3r sin 2t (63)
gdje se primjenio trigonometrijski identitet: sinxzcosz = % Sustav jed-

nadzbi i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe astroide.
Eliminacijom parametra t iz tog sustava jednadzbi i dobit ¢emo
prirodnu jednadzbu astroide. Dakle, ako jednadzbe (60) i (63]) zapisemo u

obliku:

2
3rcos2t =3r —4s, 3rsin2t= —
X

i kvadriramo, a zatim zbrojimo, onda dobivamo:
2 4 2
I = — + (3r —4s)7,

X

pri ¢emu smo koristili identitet sin® z + cos?z = 1. Sredivanjem dobivenog

izraza proizlazi: y? = m, odnosno:

1
X= V6rs — 452

Jednadzba je prirodna jednadzba astroide i dobro je definirana ako vri-
jedi uvjet: 6rs—4s% > 0, odnosno 2s(3r—2s) > 0. Iz pretpostavke da je r > 0
i s> 0,slijedi da je 2s(3r—2s) > 0 ako i samo ako je 3r—2s > 0, odnosno
5 < %r. Time zaklju¢ujemo da je prirodna jednadzba astroide definirana za
svaki s € <O, %7’> i piSemo:

(64)

1 3
=— se€(0,=r), r>0.
X \Vbrs — 452 <2>
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3.3.2 Steineova krivulja

Steineova krivulja zadaje se sljedeé¢im parametarskim jednadzbama:
T =2rcost+rcos2t, y=2rsint—rsin2t

gdje je t € [0,27), r > 0 polumjer opisane kruznice Steineove krivulje.
Odredimo li derivacije prvoga reda:

&= —2r(sint +sin2t), ¢ = 2r(cost — cos2t),
tada dobivamo:
% + % = 8r*(1 — (cost cos 2t — sint sin 2t)),

odnosno:
% 4+ 9% = 8r%(1 — cos 3t).

Pritom smo koristili formulu za izra¢unavanje kosinusa zbroja:
cos(z+2x) = cos z cos 2x—sin x sin 2z. Nadalje, primjenom trigonometrijskog
identiteta: 1 — cosx = 2sin® 5 slijedi:

3t
i® +9° = 16r* sin® <>

iz Cega proizlazi:
3t
(#% + %)% = 4rsin B (65)

Sto uvrstavanjem u formulu povlaci:

3t
s:4r/sin§dt

3t 3
pa uvodenjem supstitucije v = 5 slijedi da je dv = §dt, odnosno dt = %dv

s = gr/sinvdv,

odakle slijedi da je duljina luka Steineove krivulje jednakaﬁ:

stoga je:

t
s = 27" oS % (66)

YBuduéi da je duljina luka uvijek pozitivan broj ili 0, uzima se apsolutna vrijednost
primitivne funkcije.
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Odredimo sada derivacije drugog reda Steineove krivulje:
&= —2r(cost +2cos2t), §=2r(2sin2t—sint). (67)

Tada dobivamo: |ij — Zy| = 4r%(1 — cos 3t), odnosno:
3t
|29 — &7 = 8r® sin® <> (68)

Pritom smo u izracunu koristili prethodno navedenu formulu za kosinus
zbroja i identitet 1 — cosx = 2sin? 5. UvrStavanjem identiteta i
u formulu i sredivanjem izraza dobiva se da je fleksija Steineove krivu-
lje:
1
X= g5 (69)

8r sin 5

Parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe Steineove krivulje dane su sus-
tavom jednadzbi i . Eliminacijom parametra t iz tog sustava jed-
nadzbi dobit ¢emo prirodnu jednadzbu Steineove krivulje. Zapisemo li sustav

jednadzbi u obliku:

3t 3t 1
8rcos — =3s, &8rsin— = —,
2 2 X
tada kvadriranjem i zbrajanjem navedenih jednadzbi i primjenom identiteta
sin? z 4 cos? z = 1 dobivamo:

1
64r% = 95° + —,
X

odakle dodatnim sredivanjem proizlazi:

1
= v/ 647r2 — 952

uz uvjet da je 64r? —9s% > 0. Primjetimo da iz nejednadzbe 6472 — 9s* > 0

slijedi s? < %TQ, odnosno |s| < %r. Nadalje, obzirom na s > 0ir > 0 proizlazi
da je s < gr, stoga je prirodna jednadzba Steineove krivulje definirana za

svaki s € (0, r), gdje je r > 0 i piSemo:

(70)

1 8
= T < (05) oo
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3.4 Prirodna jednadzba krivulje zadane polarnom jed-
nadzbom

Krivulje u polarnom sustavu zadajemo (eksplicitnom) polarnom jednadzbom
r =r(¢), gdje je r realna skalarna funkcija realne varijable ¢, pri ¢emu se ¢
naziva polarni kut. Navedimo da se u ovisnosti o mjeri kuta ¢ u polarnom
sustavu prikazuje zraka ¢ (polupravac s pocetkom u polu) koja s polarnom
osi zatvara kut ¢. Time je svakoj mjeri kuta ¢ € I C R pridruzena tocka
(¢,7(¢)) na zraci g koja je udaljena od pola za r(¢) > 0. Ako postoji neki ¢; €
I takav da je r(¢;) < 0, onda je mjeri kuta ¢, pridruzena tocka (¢;,7(¢;)) na
zraci ¢; koja s polarnom osi zatvara kut ¢; + w. Pritom je tocka (¢;,r(¢;))
udaljena od pola za |r(¢;)|. Dakle, krivulja C u polarnom sustavu je graf
funkcije r : I — R? zadane eksplicitnom jednadzbom r = r(¢) za svaki
¢ € I C R, stoga je krivulja C skup svih tocaka (¢, r(¢)) na odgovarajuéim
zrakama ¢ koje su udaljene od pola za |r(¢)| i pisemo C = {(¢,r(¢)) | ¢ € I}.
Duljinu luka krivulje C u polarnom sustavu izracunava se pomoc¢u fomule:

s = /(T2 + %) dg, (71)

a fleksija primjenom formule:

_ |72 4 202 — rr”|

(r2 4 r2)2 (72)
3.4.1 Bernoullijava lemniskata
Neka je zadana Bernoullijeva lemniskata implicitnom jednadzbom:
(2 +y*)? — 2a*(2* — y*) = 0, (73)

koju ¢emo zapisati u obliku pripadne polarne jednadzbe r = r(¢) primjenom
formula:
r=rcos¢, y=rsing. (74)

Zbrajanjem kvadrata identiteta dobivamom:
?+yt =12, (75)
a njihovim oduzimanjem dobivamo@:

2 — % = r?cos2¢. (76)

20g(dje se koristi trigonometrijski identitet: sin® z 4 cos? 2 = 1.
21pri Gemu se koristi trigonometrijska formula: cos 2z = cos? z — sin® z.
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Uvrstavanjem dobivenih identiteta i u jednadzbu proizlazi:
rt —2a*r? cos 2¢ = 0

pa izlu¢ivanjem varijable r? slijedi da se dobivena jednadzba moze pisati u
obliku 7% — 2a% cos 2¢ = 0 (jer je po pretpostavci polumjer kruznice r # 0),

odakle slijedi da je:
r=av2 \/cos2¢ (77)

polarna jednadzba Bernoullijeve lemniskate. [zracunavanjem derivacije prvog
reda Bernoullijeve lemniskate@i njezinog kvadrata te dodatnim sredivanjem

proizlazi:
a\/§

2 2y 2
_|_ 2 = 5 78
(r +71%) o520 (78)
Sto uvrstavanjem u formulu 1} povladi da je: s = av/2 f \/%, odnosno:
d
smava [ (79)
V1 —2sin?¢

Pritom smo koristili trigonometrijski identitet cos2z = 1 — 2sin® .
Dobiveni integral u (79) naziva se elipti¢ni integral prve vrste ¢ije se vrijed-

v v

¢ d
/ e = F(k, o), k < 1.
0 1 — k2sin®p

Izrac¢unavanjem derivacije drugog reda Bernoullijeve lemniskate dobivamo:

2 cos? 2¢ + sin? 2¢
= —av/2
coS 2¢ \/cos 2¢

te koriste¢i prethodno izracunatu derivaciju prvoga reda uz dodatno srediva-
nje izraza proizlazi da je:

6a’

2 2 "
|?” r rr ’ c

(80)

Uvrstavanjem identiteta i u formulu proizlazi da je fleksija

Bernoullijeve lemniskate:
34/cos 2¢
Y =

= 2L (81)

av/2sin2¢

22gde jC = - \V/cos2¢
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Sustav jednadzbi i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe
Bernoullijeve lemniskate.

Ako jednadzbu zapisemo u obliku /cos2¢ = a‘f X, onda izra¢unava-

njem odgovarajuéih diferencijala dobivamo: d¢ = “?{ VSTESZZ dx. Nadalje,

primjenom supstitucije sin2¢ = /1 — cos? 2¢ za cos2¢ = 9 20712 uz dodatno

sredivanje izraza dobivamo:

2 2
dp = ————X gy,
81 — 4a*x*

stoga se jednadzba 1} uz primjenu identiteta \/1 — 2sin® ¢ = y/cos 2¢, gdje

je cos2¢p = f Y=y, moze pisati u obliku:

d
a’ / —X, (82)
/81 — 4a*x?
pri cemu se uzima apsolutna vrijednost integrala zbog cinjenice da je s > 0.
Primjetimo da je diferencijalna jednadzba (82 obhkﬂ s = s(x) Sto znaci da
je duljina luka s zapravo skalarna funkcija po Varljabh zakrlvljenosti x- Time

je u ovom slucaju jednadzba ujedno prirodna jednadzba Bernoullijeve
lemniskate.

3.4.2 Kardioida

Neka je zadana kardioida polarnom jednadzbom:

=a(l+cos¢), a>0. (83)
Obzirom na derivaciju prvog reda r’ = —asin ¢, dobivamo da je:
r? +r? = 2a*(1 + cos ¢) pa koristenjem trigonometrijskog identiteta:
1+ cosx = 2 cos? 5 proizlazi da je r? 4+ 12 = 4a® cos? 2, odakle slijedi:

(r? +1"%)2 = 2acos g (84)

Uvrstavanjem identiteta u formulu proizlazi:

s = 2a/cos§ do, (85)

6a*

23 . . . .. .. .
gdje je s(x) primitivna funkcija funkcije f(z) = Nomre
81—4atx?
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gdje se dobiveni integral rjesava uvodenjem supstitucije t = %, odakle je
d¢ = 2dt, stoga je duljina luka kardioide:

s = 4a sin % (86)
Uzimajuc¢i u obzir da je " = —acos¢ derivacija drugog reda kardioide,
dobiva se: |r? + 2r? — rr’| = 3a*(1 + cos ¢), §to se zapisuje u obliku:
2 2 "o 2 2 Qb
|7 4+ 21" — rr”| = 6a“ cos 5 (87)

Pritom se u izra¢unu primjenio trigonometrijski identitet sin?  +cos?z = 1i
1+cosxz = 2 cos? 5. Primjenom identiteta i iz formule (72)) proizlazi

da je fleksija kardioide:
3

4a cos

3 (88)
2

Sustav jednadzbi i su parametarske jednadzbe prirodne jednadzbe
kardioide. Eliminacijom parametra ¢ iz tog sustava jednadzbi dobiva se
prirodna jednadzba kardioide. Konkretno, kvadriranjem pa zbrajanjem na-

vedenih jednadzbi proizlazi@:

8 N 9
© 16a2  16a2y?’

1

odakle sredivanjem izraza slijedi da je:

3
X V1642 — 2’

pri ¢emu je 16a* — s* > 0, odakle slijedi |s| < 4a.
Iz uvjeta s > 01 a > 0 dobivamo 0 < s < 4a, stoga je prirodna jednadzba
kardioide definirana za svaki s € (0, 4a], gdje je a > 0 i piSemo:

3
X= V1642 — s2’

s € (0, 4a], a>0.

24gdje smo koristili trigonometrijski identitet sin® z 4+ cos? z = 1
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4 Zakljucak

Motivacija ovog rada je argumentiranje odgovora na pitanje: "Postoji li neka
jednadzba krivulje takva da polozaj krivulje u ravnini ili trodimenzionalnom
prostoru ne ovisi o zadanoj jednadzbi?"

Dakle, zeli se odrediti jednadzba krivulje C tako da ona bude ujedno i jed-
nadZba svih onih krivulja u ravnini (ili prostoru R?) koje se dobivaju transla-
cijom ili rotacijom ili simetrijom krivulje C. Drugim rije¢ima, Zeli se odrediti
jednadzba familije krivulja kongruentnih s krivuljom C.

Odgovor na postavljeno pitanje direktno proizlazi iz osnovnog teorema te-
orije krivulja kojim se zakrivljenosti (fleksija i torzija) krivulje C u prostoru
R? izrazavaju kao realne funkcije realne varijable po prirodnom parametru
krivulje C i analogno se fleksija krivulje u ravnini izrazava kao realna funkcija
realne varijable po prirodnom parametru te krivulje. Naime, pokazuje se da
za sve krivulje u ravnini vrijedi da je u svakoj njihovoj tocki torzija jednaka
nuli, sto povlac¢i da formula za izracunavanje prirodne jednadzbe krivulje u
ravnini proizlazi iz formule za izracunavanje prirodne jednadzbe krivulje u
trodimenzionalnom prostoru.

Naime, ako za svaku regularnu krivulju u prostoru R? u svakoj njezinoj tocki
znamo koliko iznose njezine zakrivljenosti fleksija i torzija, onda je krivu-
lja do kongruentnosti jednozna¢no odredena svojom prirodnom jednadzbom,
odnosno skalarnim funkcijama: x = x(s), 7 = 7(s), gdje je s prirodni para-
metar krivulje. Jasno, pritom polozaj te krivulje u prostoru nije jednozna¢no
odreden, ali su jednozna¢no odredene njezine zakrivljenosti. U specijalnom
sluc¢aju, ako je u svakoj tocki bilo koje regularne krivulje u ravnini poznata
vrijednost fleksije, onda je krivulja do kongruentnosti jednozna¢no odredena
svojom prirodnom jednadzbom, odnosno realnom funkcijom y = x(s) realne
varijable (prirodnog parametra) s > 0.

Zakljuc¢ujemo, ako krivulje pripadaju istoj familiji medusobno kongruentnih
krivulja, onda one imaju razli¢ite jednadzbe (eksplicitnu, implicitnu, para-
metarske) u zadanom koordinatnom sustavu, ali imaju istu zakrivljenost,
odnosno istu prirodnu jednadzbu.

Takoder, pokazuje se da se iz prirodne jednadzbe krivulje u ravnini moze
jednostavnim postupkom izracunati odgovarajuca vektorska jednadzba ili
ekvivalentno parametarske jednadzbe, od kojih se eliminacijom prirodnog
parametra s dobiva pripadna eksplicitna ili implicitna jednadzba krivulje.
Medutim, za krivulje u trodimenzionalnom prostoru postupak odredivanja
jednadzbe krivulje iz njezine prirodne jednadzbe nije jednostavno egzaktno
rijesiti te se on rjeSava primjenom rac¢unalnih programa.
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