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Sazetak

U radu je opisan nacin na koji se prenose poruke, odnosno kodovi kroz komunikacijski
kanal i pogreske do kojih dolazi tijekom njihovog slanja. Budu¢i da zivimo u svijetu
prepunom raznih informacija, uveliko nam je potrebna ucinkovita i to¢na metoda za
njihov sto bolji prijenos. Cilj je poslati poruku sa sto manje pogresaka te, ako do njih
dode, pronaéi najudinkovitiju metodu za njihovo ispravljanje. Zelimo konstruirati $to
bolje kodove, ¢ije nam postojanje garantira Shannonov teorem. Shannon je otkrio broj
imenom kapacitet kanala i dokazao da je proizvoljno pouzdana komunikacija moguca pri
bilo kojoj vrijednosti ispod kapaciteta kanala. Od svih vrsta kodova najvise se proucavaju
linearni kodovi, koji su glavna tema ovog rada. Zbog njihove algebarske strukture, lakse ih
je opisati, kodirati i dekodirati od nelinearnih kodova. Opisujemo ih pomocu generirajuce
matrice i matrice provjere pariteta o kojima ¢e se takoder govoriti u radu. Tri vrlo cesta
polja u istrazivanjima linearnih kodova su binarno polje s dva elementa, ternarno polje s
tri elementa i polje s cetiri elementa. Posebna vaznost posvecena je binarnim kodovima
te je naveden binarni Hammingov kod i definirani pojmovi dualnih kodova, Hammingove
udaljenosti i Hammingove tezine. Na kraju je opisan postupak kodiranja i dekodiranja

Hammingovim kodom.

Kljucne rijeci

Komunikacijski kanal, binarno polje, ternarno polje i polje s Cetiri elementa, linearni
kodovi, generiraju¢e matrice, matrice provjere pariteta, dualni kodovi, Hammingova uda-

ljenost, Hammingova tezina, Hammingov kod.



1 Uvod

Teorija kodiranja bavi se dizajniranjem kodova za ispravljanje gresaka koji omogucuju
pouzdan prijenos podataka kroz zvucni kanal te proucavanjem njihovih svojstava. U
radu ¢e se proucavati linearni kodovi te ¢e se opisati neka njihova svojstva.

U prvom poglavlju ¢e se opisati osnovni koncepti linearnih kodova i vaznost kodiranja
poruke kako bi se smanjile pogreske prilikom prenosenja. U drugom poglavlju ¢e se navesti
definicija polja i dati neki primjeri konac¢nih polja, bit ¢e govora o osnovnim pojmovima
vezanim uz njih te ¢e se dati primjeri binarnog, ternarnog i polja s Cetiri elementa. U
tre¢em poglavlju navest ¢e se definicija vektorskog prostora i neki nacini pomoc¢u kojih
se opisuje linearni kod. Govorit ¢e se o linearnim kodovima, generiraju¢im matricama i
matricama provjere pariteta te Hammingovom kodu. U ¢etvrtom poglavlju govorit ¢e se
o dualnim, odnosno ortogonalnim kodovima te definirati pojmovi samoortogonalnosti i
samodualnosti. U petom poglavlju govorit ¢e se o tezini i udaljenosti, definirati pojmovi
Hammingove udaljenosti, minimalne udaljenosti, Hammingove tezine te distribucija te-
zine, odnosno tezinski spektar. U posljednjem poglavlju ¢e se opisati Hammingovi kodovi

te, kroz primjere, objasniti postupak kodiranja i dekodiranja pomoc¢u njih.



2 Osnovni pojmovi vezani uz linearne kodove

Claude Shannon objavio je 1948. znacajan rad pod nazivom "Matematicka teorija ko-
munikacije” koji je oznacio pocetak teorije informacija i teorije kodiranja. S obzirom na
to da komunikacijski kanal moze iskvariti informacije poslane putem njega, Shannon je
otkrio broj imenom kapacitet kanala i dokazao da je proizvoljno pouzdana komunikacija
moguca pri bilo kojoj vrijednosti ispod kapaciteta kanala. Primjerice, prilikom prijenosa
slika planeta iz dubokog svemira neprakti¢no je ponovno prenositi slike. Stoga, ako su
dijelovi podataka koji tvore slike izmijenjeni zbog Suma koji nastaje u prijenosu, podaci
se mogu pokazati beskorisnima. Shannonovi rezultati jamce da se podaci mogu kodirati
prije prijenosa kako bi se izmijenjeni podaci mogli dekodirati do odredenog stupnja toc-
nosti. Primjeri ostalih komunikacijskih kanala uklju¢uju magnetske uredaje za pohranu,
kompaktne diskove i bilo koje vrste elektronickih komunikacijskih uredaja poput mobilnih

telefona.

Zajednicko obiljezje komunikacijskih kanala je da informacije polaze od izvora i Salju se
prijemniku preko kanala na drugoj strani. Na primjer, prilikom komunikacije s dubokim
svemirom, izvor poruke je satelit, kanal je svemir zajedno s hardverom koji salje i prima
podatke, a prijamnik je zemaljska satelitska stanica (naravno, poruke putuju i sa Zemlje
do satelita.) Kod kompaktnog diska poruka je glas, glazba ili podaci koji se prenose na
disk, komunikacijski kanal je sam disk, a prijamnik je slusatelj. Komunikacijski kanal
je "bucan” u smislu da ono sto je primljeno nije uvijek jednako onome sto je poslano.
Stoga, ako se binarni podaci prenose preko komunikacijskog kanala, kad se posalje 0,
nadamo se primiti ju kao 0, ali ponekad é¢emo ju primiti kao 1 (ili kao neprepoznatljivo).
Buka u komunikaciji s dubokim svemirom moze, primjerice, biti uzrokovana toplinskim
smetnjama. Buku na kompaktnom disku mogu uzrokovati otisci prstiju ili ogrebotine
diska. Osnovni problem u teoriji kodiranja je na temelju primljene poruke utvrditi sto je

poslano.

Teorija kodiranja je bazirana na sljede¢em komunikacijskom modelu. Posiljatelj zeli
poslati poruku primatelju. Poruke se salju kroz komunikacijski kanal, koji nije savrSen, pa

moze dodati gresku na originalnu poruku. Na primjer, dok se gleda televizijski program,



cesto se javljaju Sumovi i slab prijem slike upravo zbog atmosferskih pojava.

Komunikacijski model izgleda ovako:

ICOMUN IKACLISKI |
ULAENA PORUKA KODER KUO! RANA PORUKA KANAL  DEKODER IZLAZNA PORUKA

Slika 1: Komunikacijski sustav

Na slici je prikazano sljedec¢e. U koder ulazi ulazna poruka. U njemu se kodira i tako
dobivamo kodiranu poruku. Kodirana poruka se salje putem komunikacijskog kanala u
kojemu se dodaje greska (Sum). Dekoder prima izmijenjenu kodiranu poruku (primljena

kodirana poruka) i dekodira ju kako bi se dobila izlazna poruka.

3 Primjeri konacnih polja
Najprije navedimo definiciju polja:

Definicija 3.1. Neka je F neprazan skup na kojem su zadane dvije binarne operacije,
zbrajanja (+ : F X F — F) i mnoZenja (- : F' x F — F). Uredena trojka (F, +, -) je

polje ako vrijede sljedeca svojstva:
1. (F,+) je Abelova grupa
2. (F\{0},) je Abelova grupa

3. Vrijedi distributivnost mnoZenja prema zbrajanju:

r-(y+z2)=z-y+z-z 2a svex,y,z € F.



Od svih vrsta kodova najvise se proucavaju linearni kodovi. Zbog njihove algebarske
strukture lakse ih je opisati, kodirati i dekodirati od nelinearnih kodova. Kodna abeceda
za linearne kodove je konacno polje iako se ponekad i druge algebarske strukture (poput
cijelih brojeva modula 4) mogu koristiti za definiranje kodova koji se takoder nazivaju
"linearnima”.

Proucavat ¢emo linearne kodove cija je abeceda polje Fy, tj. konacno polje s ¢ eleme-

nata koje ¢emo oznacivati s GF(q).

Definicija 3.2. Neka je F' konacan skup koji se sastoji od q elemenata. Skup F' nazivamo
abecedom, a njegove elemente simbolima. q-naran kod C' duljine n nad poljem F je

podskup C' C F™.

Iako ¢emo opce rezultate predstaviti preko proizvoljnih polja, najcesée ¢emo se baviti
poljima s dva, tri ili ¢etiri elementa.

Tri vrlo ¢esta polja u istrazivanjima linearnih kodova su binarno polje s dva elementa,
ternarno polje s tri elementa i polje s cetiri elementa. S tim se poljima moze raditi

poznavanjem zbrajanja i tablice mnozenja, sto ¢emo pokazati u sljedeca tri primjera:

Primjer 3.1. Binarno polje Fy s dva elementa {0, 1} ima sljedece tablice zbrajanja i

mnozenja:

+10 1
00 1
1171 1

0 1
0(0 O
110 1



Primjer 3.2. Ternarno polje Fj s tri elementa {0, 1, 2} ima sljedece tablice zbrajanja i

mnozenja:

+10 1 2
00 1 2
111 2 0
212 0 1

0 1 2
00 0 O
110 1 2
210 2 1

Primjer 3.3. Polje Fy s cetiri elementa {0, 1, x, y} sloZenije je. Ima sljedece tablice

zbrajanja © mnoZenja:

+10 1 =z y
010 1 z y
111 0 v =«
z|lxz y 0 1
yly 1 0

0 1 =z y
00 0 0 O
110 1 = y
z|0 x y 1
y10 v 1 =x

Mozemo uociti da su u ovim tablicama koristene neke jednadzbe. Na primjer, vidimo

da je @ + a = 0 za sve elemente a iz polja Fy. Takoder, vrijedi, y = 2> =y = 1 + .
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4 Linearni kodovi, generiraju¢e matrice i matrice
provjere pariteta

Da bismo definirali linearni kod, najprije moramo poznavati definicije polja i vektorskog
prostora. U prethodnom poglavlju smo se prisjetili definicije polja pa nam samo preostaje

navesti definiciju vekotorskog prostora.

Definicija 4.1. Neka je V neprazan skup i F' polje. Neka su zadane operacije + : VXV —
Vi :FxV —=V-. Uredena trojka (V, +, -) se naziva vektorski prostor nad poljem F

ako vrijedi:
1. (V,+) Abelova grupa,

2. (a+p)-a=a-a+B-a, za sve o, € F, a € V (distributivnost operacije - u odnosu

na zbrajanje u F),

3. a-(a+b)=a-a+a-b, za svew € F, a,b € V | (distributivnost operacije - u

odnosu na zbrajanje u'V'),
4. a-(B-a)=(af)-a, za svea,f € F,a €V , (kvaziasocijativnost),
5. 1-a=a, za svea eV .

Definicija 4.2. Neka je Fy polje reda q. Tada je skup F)' = {(x1,...,z,)|z; € Fy, 1 <
i < n} svih uredjenih n-torki s elementima iz F, n-dimenzionalan vektorski prostor uz
operacije zbrajanja (z1,...,25)+ (Y1, Yn) = (T14+ Y1, - -, Ty +Yn) @ mnoZenja skalarom

a(xy, ..., xy) = (a1, .., 01,), 20 sve o € F.
Sada mozemo navesti definiciju linearnog koda:

Definicija 4.3. Neka je C' k-dimenzionalan potprostor vektorskog prostora F}'. Tada se

kod C' zove [n, k] linearni kod nad F,.

Linearni kod C' ima ¢* kodnih rijeci jer svaka baza linearnog [n, k] koda C nad poljem
F sadrzi k kodnih rijec¢i ¢ije linearne kombinacije generiraju cijeli skup C, stoga vrijedi

IC| = ¢".

10



Neka je F}' vektorski prostor svih n-torki nad konac¢nim poljem F,. Zapis (n, M)
oznacava kod C' nad poljem F,; kao podskup od F velicine M. Vektore (ay,a9,...,a,)
u F' obicno zapisujemo aaz .. .a, i te vektore u €' nazivamo kodnim rijecima. Klasicni
primjer je polinomni prikaz koji se koristi za kodne rijec¢i u ciklickim kodovima. Polje F,
iz Primjera 3.1. imalo je vrlo posebno mjesto u povijesti teorije kodiranja te se kodovi
nad F, nazivaju binarnim kodovima. Sli¢no tome, kodovi nad F3 nazivaju se ternarnim
kodovima, dok se kodovi nad F} nazivaju kodovima s cCetiri elementa.

Bez dodavanja daljnjih struktura kodu, njegova upotrebljivost donekle je ogranicena.

Linearnost je najkorisnija dodatna struktura koja se moze nametnuti.

Dva najcesca nacina predstavljanja linearnog koda su pomoc¢u generiraju¢e matrice i

matrice provjere pariteta.

Definicija 4.4. Generirajuéa matrica za [n, k| kod C je bilo koja matrica G reda k xn

¢iji redovi ¢ine bazu (bazu vektorskog prostora) za kod C.

Primjer 4.1. Matrica
1 01

011
jedna je od generirajucih matrica za [3,2] kod nad poljem Fy.

Opcenito, postoji puno generiraju¢ih matrica za kod. Za bilo koji skup k nezavisnih
stupaca generiraju¢e matrice GG, odgovarajuci skup koordinata tvori informacijski skup
(engl. information set) za C. Preostale 1 = n — k koordinate nazvane su redundant-
nim skupom (engl. redundancy set) te se r naziva redundancijom od C. Ako prvih k

koordinata ¢ini informacijski skup, kod ima jedinstvenu generiraju¢u matricu oblika

5] 4]
pri ¢emu je [ jedini¢na matrica reda k x k. Kazemo da je takva generirajuca matrica
zapisana u standardnom obliku. Budud¢i da je linearni kod potprostor vektorskog
prostora, on je jezgra neke linearne transformacije.

Generirajuc¢e matrice uvodimo zbog pojednostavljivanja kodiranja i dekodiranja, te

zbog skracivanja zapisa. Kod C' je skup svih linearnih kombinacija redova matrice G.

11



Kod C' dobivamo tako da mnozimo G sa svim 1 X k vektorima redaka s lijeve strane i

tako dobivamo sve linearne kombinacije, C' = {aG|a € F'}.

Primjer 4.2. Neka je C [5,3] kod vektorskog prostora Fy i G generirajuéa matrica u

standardnom obliku

10011
G=101001
00111

Ako pomnozimo G s osam razlicitih binarnih vektora redaka duljine tri, dobijemo osam
kodnih rijeci. Primjer jedne kodne rijeci:

(1,1,1)G = (1,1,1,0,1)
Sve kodne rijeci: (0,0,0,0,0), (1,0,0,1,1), (0,1,0,0,1), (0,0,1,1,1), (1,1,0,1,0),
(1,0,1,0,0), (0,0,0,1,1), (1,1,1,0,1)

Definicija 4.5. Matrica provjere pariteta za [n, k| kod C je (n—k)xn dimenzionalna

matrica H, definirana izrazom
C ={xz € F}|Hz" =0}.

Redci od H ¢e takoder biti nezavisni. Opcenito, postoji takoder nekoliko moguéih ma-
trica provjere pariteta za C'. Sljede¢i teorem daje jednu od njih kada C ima generirajucu

matricu u standardnom obliku. U ovom je teoremu A” transponirana matrica matrice A.

Teorem 4.1. Ako je
o]

[n, k] koda C' zapisana u standardnom obliku, onda je
H:[—ATInk}

matrica provjere pariteta za C.

12



Dokaz: Jasno je da imamo HGT = —AT + AT = O. Dakle, C je sadrzan u jezgri linearne
transformacije z — HzT. Kako je matrica H ranga n — k, ova linearna transformacija

ima jezgru dimenzije k koja je ujedno i dimenzija od C. O

Primjer 4.3. Najjednostavniji nacin kodiranja informacija sa svrhom mjihova oporavka
u prisutnosti buke je ponavljanje svakog simbola poruke odredeni broj puta. Pretpostavimo
da je nasa informacija binarna sa simbolima iz polja Fy, a svaki simbol ponavljamo n
puta. Ako je, na primjer, n = 7, onda kad god Zelimo poslati 0, saljemo 0000000 i kad
god Zelimo poslati 1, Saljemo 1111111. Ako se u prijenosu naprave najvise tri pogreske
1 ako dekodiramo prema vecini glasova”, mozZemo tocno utvrditi informacijski simbol, 0
ili 1. Opcenito, nas kod C je [n,1] binarni linearni kod koji se sastoji od dvije kodne
rijeci 0 = 00---0 ¢ 1 = 11---1 te se naziva binarnim kodom ponavljanja duljine n.
Ovaj kod moze ispraviti do e = |(n — 1)/2] pogresaka: ako se u primljenom vektoru
napravi najvise e pogresaka, vecina ce koordinata biti tocna, a time ce se moci oporaviti
i izvorno poslanu kodnu rijec. Ako je napravljeno vise od e pogresaka, te se pogreske ne
mogu ispraviti. Medutim, ovaj kod moze otkriti n — 1 pogresaka posto primljeni vektori s
pogreskama izmedu 1 i n — 1 definitivno nece biti kodne rijeci. Generirajuca matrica za

kod ponavljanja je:

G:[ll...l]

naravno, zapisana u standardnom obliku. Odgovarajuca matrica provjere pariteta iz Te-

orema 4.1 je:

In—l
1

Prva koordinata je informacijski skup, a posljednje n — 1 koordinate c¢ine redundantni

skup.

13



Primjer 4.4. Matrica

6= 4]
gdje je _ -
1 00 0/0 11
01 00j1 01

G:
0010110
00011 11

je generirajuca matrica zapisana u standardnom obliku za binarni kod [7,4] koji oznaca-

vamo kao Hs. Prema Teoremu 4.1, matrica provjere pariteta za Hs je

011 1/100
HZ[ATIE;]: 101 1/0 10
1101001

Ovaj kod se zove Hammingov kod [7,4]

U ovome tekstu ¢emo se Cesto pozivati na potkod koda C'. Ako C nije linearan kod (ili
nije poznato je li linearan), potkod C je bilo koji podskup C. Ako je C linearan, potkod
¢e biti podskup C koji takoder mora biti linearan; u ovom slucaju potkod C' je podskup

C.

5 Dualni kodovi

Generirajuéa matrica G [n, k] koda C' je, jednostavno receno, matrica ¢iji su redci ne-
zavisni te obuhvacaju kod. Redci matrice provjere pariteta H su nezavisni: stoga je H
generirajuc¢a matrica nekog koda, koji se naziva dualnim ili ortogonalnim kodom koda
C te se oznacava simbolom C*.

Primijetimo da je C* [n,n — k] kod.

Drugi nac¢in definiranja dualnog koda je koristenjem skalarnih umnozaka.

14



Prisjetimo se da je obican skalarni umnozak vektora z = (z1,...,2,),y = (Y1, ..., Yn)

u F" jednak

(x-y) = szyz
=1

Ovdje se zapravo radi o simetri¢noj bilinearnoj formi te prema tome vrijedi da je
(-y) =(y- ), {ox + Bro,y) = afz,y) + Blwo, ) i (z,ay + fz) = afz,y) + Bz, 2).

Definicija 5.1. Bilinearna forma na F}' je funkcija B : FJ' x FI' — F, koja je linearna

u obje koordinate, to jest takva da 2a sve x,y,z € F' i a, 3 € Fy vrijedi
1. B(ax + By, z) = aB(z,2) + 8B(y, 2)

2 B(z,ay + B2) = aB(z,y) + BB(z, )
Bilinearna forma B je simetricna ako za sve x,y € F} vrijedi B(z,y) = B(y, x).

Ortogonalni komplement od C' (skup svih vektora koji su okomiti na sve vektore iz C)
kojeg oznac¢avamo s C* je vektorski potprostor.

Prema tome vidimo da se C moze definirati i izrazom
Ct ={z € FY{x,c)=0zasvece C}.

Primjer 5.1. Generirajuca matrica i matrica provjere pariteta za [n, 1] kod ponavljanja
C dane su u Primjeru 4.5.. Dualni kod C* je [n,n — 1] kod s generirajuéom matricom H
te se stoga sastoji od svih binarnih n- torki aias . ..a,_1b, gdje je b =ay+as+ -+ a,_1
(zbrajanje uw polju Fy). N-ta koordinata b je ukupna provjera pariteta za prvih n — 1
odabranih koordinata, dakle, zbroj svih koordinata iznosi 0. Zbog toga je lako uwociti da je
G doista matrica provjere pariteta za kod C*. Kod C* ima svojstvo da se moZe otkriti
jedna pogreska u prijenosu (s obzirom na to da zbroj svih koordinata nece biti 0), ali se
ona ne moze ispraviti (jer bi promjena bilo koje od primljenih koordinata dala vektor ¢iji

bi zbroj koordinata bio 0).

Definicija 5.2. Kazemo da je kod C' samoortogonalan ako je C C C*, a samodualan

ako je C = C*+. Duljina n samodualnog koda je wvijek paran broj, a dimenzija je 5

15



6 Tezine i udaljenosti

Vazna konstanta koda je minimalna udaljenost izmedu kodnih rijeci.

Definicija 6.1. (Hammingova) udaljenost d(z,y) izmedu dvaju vektora x,y € F}' je

broj koordinata u kojima se x iy razlikuju. Odnosno, d(z,y) = [{i|l <i < n,z; # yi},
Teorem 6.1. Funkcija udaljenosti d(x,y) zadovoljava sljedeca cetiri svojstva:

1. d(z,y) = 0 za svaki x,y € I}

2. d(x,y) =0 ako i samo ako je x =y

8. d(z,y) = d(y, ) za svaki x,y € F}'

4. d(x,z) < d(z,y) +d(y, z) 2a svaki x,y,z € F}'

Dokaz: 1. Neka su z,y € F proizvoljni. Buduéi da je d(z,y) = [{i[l <i < n,z; #
yi}| slijedi da je d(x,y) > 0.

2. Neka su x,y € F proizvoljni. Pretpostavimo da je d(z,y) = 0, to znaci da se x i
y ne razlikuju ni u jednoj koordinati, prema tome je x = y. Pretpostavimo da je
xr = y prema tome su z i y jednaki, tj. ne razlikuju se ni u jednoj koordinati pa je

d(xz,y) = 0.

3. Neka su x,y € F proizvoljni. Ako je z =y, onda je i y = x pa je prema tome i

d(z,y) = d(y, x)

4. Neka su z,y,z € F proizvoljni. Ako su x i z jednaki slijedi 0 < d(z,y) + d(y, 2).
Ako su x i z razliciti i © = y ili z = y slijedi d(x, z) = d(z,y) + d(y, z). Te ako su

svi razliciti, vrijedi d(x, 2) < d(z,y) + d(y, 2).

Prema ovom teoremu (F}', d) je metricki prostor.

Definicija 6.2. (Minimalna) udaljenost koda C' je najmanja udaljenost izmedu raz-

licitih kodnih rijeci iz C. Odnosno, min{d(x,y)|x € C,y € C,x # y}.
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Udaljenost koda vazna za odredivanje sposobnosti ispravljanja pogresaka koda C. Sto

je veca minimalna udaljenost, kod moze ispraviti vise pogresaka.

Definicija 6.3. (Hammingova) teZina wt(x) vektora v € F' udaljenost od x do 0,

gdje je 0 = (0,0,...,0). Odnosno, w(zx) := d(z,0).

Definicija 6.4. (Minimalna) teZina koda C je najmanja udaljenost izmedu razlicitih

kodnih rijeci iz C i 0. Odnosno, min{w(zx)|x € C,z # 0}.

(Hammingova) tezina wt(x) vektora x € F;' moze se definiratu i kao broj koordinata
koje nisu nula u x.

Sljedeci teorem govori o odnosu izmedu udaljenosti i tezine koda:

Teorem 6.2. Ako je v,y € I}, onda je d(z,y) = wt(x —y). Ako je C linearni kod,

minimalna udaljenost jednaka je minimalnoj tezini kodnih rijeci od C' koje nisu nula.

Dokaz: Neka su x,y € C. Bududi da je C' vektorski postor, slijedi da je v —y € C. Sada
imamo d(z,y) = d(z +y,0) $to je tezina od x —y. Zakljuc¢ujemo da su udaljenosti kodnih
rijeci tezina neke kodne rijec¢i, prema tome je najmanja udaljenost jednaka najmanjoj
tezini. ]

Kao rezultat ovog teorema minimalna udaljenost kod linearnih kodova takoder se

naziva i minimalnom tezinom koda. Ako je poznata minimalna teZina d koda [n, k| onda

taj kod navodimo [n, k, d] kod.

Primjer 6.1. Prisjetimo se Primjera 4.2. gdje je zadan C'[5,3] kod vektorskog prostora

F3 i G generirajuéa matrica u standardnom obliku

10011
G=|101001
00111

Sve kodne rijeci su bile: (0,0,0,0,0), (1,0,0,1,1), (0,1,0,0,1), (0,0,1,1,1), (1,1,0,1,0),
(1,0,1,0,0), (0,0,0,1,1), (1,1,1,0,1).

17



Vidimo da su tri kodne riject tezine dva, tri kodne rijeci tezine tri, jedna kodna rijec
teZine cetiri i jedna teZine nula.. Buduci da je ovo linearni kod, najmanja udaljenost ovog

koda je dva. Prema tome ovo je [5,3,2] kod.

Kada se bavimo kodovima nad poljima F,, Fj ili Fy, postoje odredeni korisni osnovni

rezultati o tezinama kodnih rijeci:
Napomena 6.1. Vrijede sljedece tvrdnje:

1. Ako su x,y € Fy, onda je wt(x + y) = wt(z) + wt(y) — 2wt(x Ny), gdje je x Ny
vektor u Fy' koji ima jedinice (1) toéno u onim pozicijama gdje i x iy imaju jedinice
(1).

2. Ako su x,y € Fy, onda je wt(x Ny) = x - y(mod2).

3. Ako je x € F3', onda je wt(x) = x - x(mod2)

4. Ako je x € F}, onda je wt(x) = - x(mod3)

5. Ako je x € F}, onda je wt(z) = (x,x)(mod2).

Definicija 6.5. Neka je A;, takoder oznacen kao Ai(C'), broj kodnih rijeci tezine i u C.

A; za 0 <1 < n naziva se distribucijom teZine ili teZinskim spektrom koda C.

Puno istrazivanja posvecéeno je izra¢unu distribucije tezine pojedinih kodova ili skupina

kodova.

Primjer 6.2. Neka je C binarni kod s generatorskom matricom

110000
G=]1001100
0000T1°1
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Uzmimo sve linearne kombinacije redaka kako bismo napisali osam kodnih rijeci koda

C:
kodna rije¢  tezina || kodna rije¢ tezina
(0,0,0,0,0,0) 0 (1,1,1,1,0,0) 4
(0,0,0,0,1,1) 2 (0,0,1,1,1,1)
(0,0,1,1,0,0) 2 (1,1,0,0,1,1) 4
(1,1,0,0,0,0) 2 (1,1,1,1,1,1) 6

Distribucija tezine koda C' je:
Ag = Ag = 1, odnosno, ima jedna kodna rijec teZine nula i jedna kodna rijec teZine Sest,
Ay = Ay = 3, odnosno, imaju tri kodne rijeci tezine dva i tri kodne rijeci teZine cetiri

Primijetimo da su navedeni samo A; koji nisu nula.

7 Hammingov kod

Definicija 7.1. Hammingov kod je linearni kod c¢ija matrica provjere pariteta H ima r
redaka te u stupcima ima sve mogucnosti vektora dimenzija r > 1, osim nul-vektora. Za

r > 2 Hammingov kod je linearni 2" — 1,2" — 1 — r] kod.

Hammingov kod omogucuje nam otkrivanje jednostruke pogreske, mjesta na kojem se
pogreska dogodila te njeno ispravljanje.

Sastoji se od podatkovnih bitova (oznaka P) i zastitnih bitova (oznaka 7).

Zastitni bitovi postavljaju se na mjesta u kodnoj rijec¢i koja su potencija broja dva

(prvo, drugo, cetvrto ..mjesto). Broj zastitnih bitova ovisi o broju podatkovnih.

Prije nego sto pocnemo kodirati i dekodirati pomo¢u Hammingovog koda spomenut
¢emo Metodu pariteta. Metoda pariteta koristi se za otklanjanje pogreske jedne neis-
pravne znamenke. Razlikujemo metodu parnog pariteta (svaka kodna rije¢ ima paran
broj logickih jedinica) i metodu neparnog pariteta (svaka kodna rije¢ ima neparan broj

logickih jedinica).
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Nacin kodiranja i dekodiranja Hammingovim kodom bit ¢e prikazan u sljede¢im pri-

mjerima:

Primjer 7.1. Kodiraj podatak 1010y Hammingovim kodom.

Na odredene poloZaje stavimo podatkovne i zastitne bitove. Na mjesto podatkouvnih

bitova upisemo podatak koji Zelimo kodirati:

20 | 21 22

Polozaj: 112 (314|567

Uloga (podatkovni/zastitni): || Zy | Zo | P1 | Z3 | Po | P3| Py

Kod: ? ? 1 ? 0 1 0

Preostale dijelove koda, odnosno zastitne podatke Z\, Zy, Z3 dobijemo tako da:

o 7y dobijemo tako da promatramo sljedece dijelove koda:

Kod: |2 | 7|2 |70/ |1]0

iz cega dobivamo ?100 pa zakljucujemo da nam na mjesto ¢ dolazi 1 prema metodi
parnog pariteta (metoda koja nam kaze da svaka kodna rije¢ mora imati paran boj jedinica).

Dakle Z; = 1.

o 5 dobijemo tako da promatramo sljedece dijelove koda:

kod: | 2 || 2 [0 | B

iz cega dobivamo 2110 pa zakljucujemo da nam na mjesto ¢ dolazi 0.

Dakle Z5 = 0.
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e Z3 dobijemo tako da promatramo sljedece dijelove koda:

ko | 2|2 |1 |0 | |

iz cega dobivamo 2010 pa zakljucujemo da nam na mjesto ¢ dolazi 1.
Dakle Z5 = 1.

Na kraju tablica izgleda ovako:

20| 21 22

Polozaj: 1121314 |5 |67

Uloga (pOd&tkOVl’li/Z&étitHi)i Zl ZQ P1 Z3 P2 P3 P4

Kod: Ty 1?7010

Hammingov kod za zadani podatak 1010 je 1011010 Hamming)-
Primjer 7.2. Provjeri je li u poruci 10111100 kodiranoj Hammingovim kodom doslo do
pogreske te, ako jeste, ispravi ju. Koji podatak je poslan prije kodiranja?

Da bismo otkrili je li doslo do pogreske, izracunat cemo zastitne bitove na nacin kao u

prethodnom primjeru. Najprije konstruirajmo tablicu:

20 | 21 22

Polozaj: 1121314 |5 |67

Uloga (pOd&tkOVl’li/Z&étitHi)i Z1 ZQ P1 Zg P2 P3 P4

Kod: 1o} 1(1}1110
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Nakon provodenja postupka iz prethodnog primjera dobivamo da je Z1 = Zy = Z3 =0
iz cega zakljucujemo da se zastitni podatci ne podudaraju na prvom i cetvrtom poloZaju.
Mjesto pogreske u kodu dobijemo tako da zbrojimo poloZajna mjesta na kojima nam se
zastitni podatci ne podudaraju (1 +4 = 5) iz cega dobivamo da se pogreska dogodila na
petom poloZaju. Prema tome ispravijena kodna rijec glasi: 1011010 gamming)-

Ono sto nam jos preostaje otkriti je koji podatak je bio poslan prije kodiranja. To lako
is¢itamo iz tablice (nakon ispravljanja) tako da procitamo podatkovne bitove. Prema tome

poslani podatak bio je 1010(y).
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8 Zakljucak

U radu je dan kratak uvod u teoriju kodiranja i linearne kodove. Ukratko je naveden
problem kodiranja i opisan komunikacijski sustav. Kako bi se informacije sto bolje pre-
nosile, potrebno je konstruirati sto bolje kodove. Linearne kodove o kojima se govorilo u
radu zanimljivi su zbog svoje algebarske strukture zbog koje ih je lakse opisati, kodirati
i dekodirati od nelinearnih kodova. Opisani su pomoc¢u generiraju¢e matrice i matrice

provjere pariteta.
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Popis slika

Il Komunikacijski sustavl .............................
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