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1. UVOD

Simetrija je rije¢ koja se uvijek povezuje s ljepotom, savrSenstvom i skladom. Moze se uo¢iti
svuda u okolini, primjerice na pahulji snijega, cvijecu, ljudskome tijelu, morskoj zvijezdi i
na jo§ mnogo primjera u prirodi. Sukladno tome moze se zakljuéiti da se simetriju moze
povezati s raznim pojmovima u svakodnevnom zivotu, ali isto je tako ona primjenjiva i na
matemati¢kim pojmovima. Ona simetrija koja je najprepoznatljivija od svih je osna tj. zrcalna
simetrija. U ovom radu najprije ¢e se promotriti kako se proucavanje simetrije razvijalo kroz
povijest, zatim ¢e se prouciti simetrija U matematickoj interpretaciji, odnosno u teoriji grupa.
Glavni predmet ¢e biti osnovni uzorak ornamenta, gdje se promatra kako je definiran pojam
grupe simetrija uzorka ornamenta te koliko tih grupa ima. Definirat ¢e se neke od nuznih
pojmova kako bi se shvatila podjela grupa ornamenta te ¢e se na nekim primjerima pogledati
na koji nacin su te grupe prepoznatljive. Osim simetrije na traci promatrat ¢e se i simetrija u
ravnini te simetrije u prostoru. Potom slijedi prikaz teorije vezane za kristalografiju i kristalnu
reSetku te naposlijetku slijedi prikaz kako se simetrija pojavljuje u svakodnevnom Zivotu
kroz zlatni rez, u djelima ¢ovjeka te u prirodi.



2. SIMETRIJA

2.1. Povijest

Simetrija je oduvijek bila ideja sklada, savrSenstva i ljepote. Pojavljuje se ve¢ u doba drevne
Mezopotamije u umjetnosti i u arhitekturi. Najizrazenija simetrija uocljiva je kod Sumerana.
Najistaknutija simetrija u umjetnosti Sumerana je osna simetrija, to jest zrcaljenje. Primjer
zrcaljenja u Sumeranskoj umjetnosti vidljiv je na slici 1. Iz ove slike proizlazi jedan od
najpoznatijih simbola, a to je dvoglavi orao. Ovaj simbol se pojavljuje u mnogim
civilizacijama kao Sto je perzijanska, arapska, mongolska, bizantska i mnoge druge.
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Slika 1: Umjetnost Sumerana (preuzeto iz [14])

Pitagorejci su smatrali da je cijeli svijet stvoren na temelju matematickih pravila. Prema
njima, svim svojstvima i stanjima svih bic¢a upravljali su upravo brojevi te su takoder smatrani
uzrocima postojanja u svim ostalim aspektima svemira. Svemir su nazvali kozmos, sto je
oznacavalo skladan poredak elemenata. Oni su bili prvi koji su uveli simetriju kao pojam te
je poistovjetili s ljepotom. Odreduju je brojevima te smatraju simetricnim sve §to je imalo
skladan odnos s cjelinom. Nebeska tijela takoder su smatrali simetriénima, a samim time i
cijeli svemir. Po Pitagorejcima najsavr$enije geometrijske figure bile su krug i sfera zbog
svoje potpune rotacijske simetrije. Platon je, kao i Pitagorejci, smatrao da su matematicki
zakoni u prirodi izvor svega, pa tako i simetrije u prirodi. Njegov ucenik Aristotel je
nebeskim tijelima pripisao sferni oblik jer ih je smatrao toliko savr§enima da bi bilo kakav
drugi oblik umanjivao njihovo savrSenstvo. Time je naglasio savrSenstvo kozmosa o kojem
su pricali i Pitagorejci prije njega.

Kroz vrijeme se pojam simetrije u matematici ipak definirao malo preciznije. Pojam simetrije
objekta definiran je pomocu invarijantnih transformacija. Ovaj pojam simetrije i pojam
simetrije u doba prije nove ere usko su povezani. Matematickim pojmom nije nuzno samo



opisivati simetriju geometrijskih tijela, ve¢ i apstraktne objekte poput jezika, zvuka, ljudskog
tijela, kristala, niza tonova ili ¢ak apstraktnih struktura poput matematickih jednadzbi.

Pojava simetrije u matematickim jednadzbama proizlazi iz pokuSaja rjeSavanja polinomnih
jednadzbi visih stupnjeva. RjeSenje nekih polinoma prvi su nasli Babilonci, a to su bili
polinomi drugog stupnja tj. kvadratne jednadzbe. Ta rjeSenja su, naravno, bila dva korijena.
Potreba za rjeSavanjem tih jednadZzbi nije bila sama matematika i njeno proucavanje, vec
pronalazenje povrsine kopna 1 slicnog. Tek u 18.stoljecu dobiveni su konkretni algebarski
zapisi za rjeSenja kvadratnih jednadzbi. U tom vremenu su pronadeni i eksplicitni zapisi za
korijene polinoma 3. i 4. stupnja. Zapisi, iako izgledom vrlo komplicirani, ustvari to nisu.
Razlog tome je ¢injenica da su gradeni od jednostavnijih blokova, a ti blokovi su zbrajanje,
oduzimanje, mnozenje, dijeljenje i radikali. Radikalima se smatraju kvadratni korijeni, kubni
korijeni i sl. Svi polinomi 4. ili manjeg stupnja su rjesivi pomocu radikala. Polinomi visih
stupnjeva, kao $to je 5. stupanj, su ipak predstavljali problem u pronalazenju rjesenja. Niels
Henrik Abel® je 1823. godine, dokazao da nisu svi polinomi 5. stupnja rjesivi pomoéu
radikala.

Francuski matemati¢ar Evariste Galois? je 1832. dao odgovor $to razlikuje polinome 5.
stupnja koji su rjeSivi od onih koji nisu rjesivi. No, prije nego S§to je nasao taj odgovor
,»izumio® je teoriju grupa. Kao $to je poznato, teorija grupa danas ima veliku primjenu u svim
podruc¢jima matematike. SluZbena matematicka definicija grupe se odnosi na skup elemenata
s binarnom operacijom koji zadovoljava odredena svojstva. Vidljivo je da ova definicija
eksplicitno ne spominje simetriju. No, matematic¢ki koncept grupe obuhvaca bit simetrije u
apstraktnim terminima. Galois je imao fokus na operaciji koja je otkrivala simetriju. Skup
simetrija bilo kojeg objekta je grupa, a svaka grupa je skup simetrija nekog oblika. Galoisova
perspektiva je ustvari bila sli€na prouc¢avanju razli¢itih simetrija oblika. Na razli¢ite nacine
je preusmjeravao oblike tako da i dalje izgledaju isto. Galois je otkrio da se korijeni polinoma
mogu izraziti kao jednostavne formule koje ukljucuju kvadratne korijene, kubne korijene i
slicno. Svaka algebarska jednadzba ima grupu simetrija koja se naziva Galoisova grupa s
apstraktnom strukturom koja se odreduje, kao §to je prethodno navedeno, te korijena
polinoma zapisanih u terminima radikala. Galoisova grupa zapravo moze dati rjeSenje
izrazeno u radikalima, medutim nece se dobiti formula. Zavisnost izmedu korijena polinoma
daje odredene odnose izmedu njenih koeficijenata. Analizirajuci ove relacije, moguce je
odrediti zavisnost izmedu korijena polinoma i na taj nain izracunati Galoisovu grupu
jednadzbi. Jednadzba se moZe sastojati od svih permutacija korijena tj. mozZe biti simetri¢na
grupa n-tog stupnja. Moze se reci da je formalni matematicki koncept simetrije dosao iz
Galoisove teorije grupa.

! Niels Henrik Abel (1802.-1829.) — norveski matematigar, istaknuo se radovima na polju teorije grupa,
integralnog racuna i teorije eliptickih funkcija
2 Evariste Galois (1811.-1832.) — francuski matematiar, osniva¢ teorije grupa



Simetriju je iskoristio i Sophus Lie* u svojim proucavanjima obi¢nih diferencijalnih
jednadzbi. Za ta prouCavanje je uveo pojam Lieve grupe.

Poc¢etkom 20. stolje¢a, to¢nije 1915. godine, njemacka matemati¢arka Emmy Noether®
dokazuje da svi zakoni oCuvanja proizlaze iz simetrije prirodnih zakona. 1z simetrije
translacije u vremenu slijedi zakon ocuvanja energije. Zakon ocuvanja koliCine gibanja
slijedi iz simetrije translacije u prostoru. Zakon o¢uvanja kutne koli¢ine gibanja slijedi iz
simetrije rotacije, te postoji jo§ mnogo takvih zakona. Ono $to je uocljivo jest da svaka
simetrija u prirodi upucuje na pripadajuci zakon o o¢uvanju neke energije, naboja, impulsa
ili sli¢nog.

Thus Stewart tvrdi da je simetrija sveprozimajuca i da veliki dio fizicke stvarnosti ima teoriju
grupa kao temeljno objasnjenje®.

2.2. lzometrije

Kao §to je ve¢ prethodno navedeno, simetrija je definirana invarijantnim transformacijama
tj. izometrijama. Stoga ¢e se, najprije, objasniti §to su izometrije. Prije svega je potrebno
definirati pojam metrike u euklidskoj ravnini.

Aksiom 2.2.1. Neka je M skup te neka za funkciju d : M x M — R vrijedi:
MI.d(4,B)>0,4, B €M

M2. d(AB) = 0 ako i samo ako je A=B

M3. d(A, B) = d(B, A), A, B €M

M4. d(4, B) <d(4,C) +d(C, B), A4, B €

Tada se funkcija d zove metrika na M. Kaze se da je uredeni par (M, d) sa svojstvima M1.-
M4. metricki prostor.

Definicija 2.2.2. lzometrija ravnine M je bijektivno preslikavanje f:M — M sa
svojstvom d (4, B) = d(f(A), f(B)), za svaki A,B € M. Pojmovi izometrije koji ¢e biti
vazni za daljnje proucavanje simetrije i grupa ornamenata su osna simetrija, centralna
simetrija, translacija i rotacija.

Definicija 2.2.3. Kompozicija izometrija f i g je takoder izometrija.

3 Sophus Lie (1842.-1899.) — norveski matematicar, osnivac teorije grupa transformacija

4 Emmy Noether (1882.-1935.) — njemacka matemati¢arka, po njoj nazvan Noetherin teorem koji pokazuje
vezu izmedu simetrije i zakona odrzanja

51z knjige Why beauty is truth: a history of symmetry



Definicija 2.2.4. Neka je f izometrija. Tada je i njezin inverz f =1 takoder izometrija.
Definicija 2.2.5. Kazemo da je izometrija involutorna ako je f o f =id i f # id.

Definicija 2.2.6. Involutorna izometrija kojoj su sve tocke pravca a fiksne zove se osna
simetrija s obzirom na pravac a, u oznaci s,.

Definicija 2.2.7. Izometriju koja se moze prikazati kao kompozicija s, ° s, dviju osnih
simetrija s, i s;, zovemo translacija ako su osi simetrije a i b paralelni pravci.

Definicija 2.2.8. I1zometriju koja se moze prikazati kao kompozicija s, ° s, dviju osnih
simetrija s, i s;, zovemo rotacija ako osi simetrije a i b nisu paralelni pravci.

Definicija 2.2.9. Centralna simetrija je rotacija s, ° s, za koju su osi simetrije aib
okomiti pravci.

Definicija 2.2.10. Izometrija koja se moZe prikazati u obliku kompozicije sy ° s, ° Sq,gdje
je pravac g okomit na pravce a i b zove se klizna simetrija.

Ove definicije izometrije korisne su kada se aksiomatski gradi geometrija.

2.3. Grupe simetrija

Ovo poglavlje predstavit ¢e teoriju grupa te objasniti sto je to grupa simetrija.

Teorija grupa je grana matematike, to¢nije moderne algebre, koja se bavi proucavanjem
grupa i njihovih svojstava. Najprije ¢e se, stoga, objasniti §to je to grupa.

Definicija 2.3.1. Neka je G neprazan skup i -: G X G = G binarna operacija. Ureden par
(G,-) naziva se grupa ako su zadovoljena sljedeca svojstva: asocijativnost, neutralni element
I inverzni element.

Ono u ¢emu sada pomaze teorija grupa je to Sto, pokaze li se da je neki skup grupa, na njega
se moze primijeniti mnos§tvo rezultata koje nije potrebno ponovno dokazivati. Ustvari,
prouCavanjem grupe proucavaju se simetrije skupova tj. grupe se u mnogo slucajeva
pojavljuju kao simetrije nekih matematickih objekata. Grupe su jedne od temeljnih pojmova
suvremene matematike. Kao $to je vidljivo, teorija grupa® ima veliku ulogu u matematici, ali
osim toga ima i veliku primjenu i u fizici i kemiji. Koristi se pri klasifikaciji ¢estica, opisa
kristalnih struktura, nalaZenja simetrije u kristalnim reSetkama 1 slicnom.

Teorem 2.3.2. Neka je 1z(F) = {f € Iz(M): f(F) = F}, gdje je F figura Euklidske
ravnine M. Tada je (Iz(F), ° ) grupa simetrija figure F.

6 Za ostale primjere iz teorije grupa vidi u [9.]



2.4. Ornament

Naredni dio posvetit ¢e se prouc¢avanju ornamenta. Ornament je ukras tj. dekoracija na traci
ili u ravnini, koja ima motive zivotinja, biljaka, ljudi, geometrije te antropomorfne motive.
Ovakvi ukrasi mogu se pronaci na skulpturama, slikama, gradevinama, tepisima, tapetama i
na mnogim drugim mjestima. Ovaj rad koncentrirat ¢e se na ornament s ponavljaju¢im
uzorkom. Takav ornament bit ¢e zanimljiv za prouc¢avanje jer ¢e se moci klasificirati njegove
simetrije. U ovom dijelu rada se proucava uzorak ornamenta.

Uzorak ornamenta je figura u ravnini koja se preslikava sama u sebe pomoc¢u izometrija
rotacije, translacije, osne i klizne simetrije. Naravno, postoji i osnovni uzorak tog ornamenta
koji se preslikava na traci.

Slijedi prikaz jednog od najjednostavnih uzoraka ornamenta na traci.
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Slika 2: Uzorak ornamenta (preuzeto iz [6])

Osnovni uzorak koji se preslikava na prethodnoj slici je slovo P. Uocljivo je da se preslikava
osnom simetrijom s obzirom na vertikalnu os koja je okomita na pravce koji odreduje traku’.
Nakon §to je P preslikan, u zelenom kvadratu je odredeno podrucje koje se translacijom
beskonacno mnogo puta preslikava u smjeru pravaca koji odreduju traku. Takoder, podrucje
unutar zelenog kvadrata odreduje minimalni translacijski period. Simetralu pravaca Kkoji
odreduju traku nazivat ¢e se horizontalna os.

Simetrije koje uzorci ornamenta posjeduju dobivaju se kombiniranjem izometrija. Pa tako
ovisno o tome koje izometrije se kombiniraju, razlikovat ¢e se grupe ornamenata. Kao §to je
veé spomenuto, U Svakom uzorku ¢e se pojavljivati translacija koja preslikava osnovni uzorak
duz horizontalne osi u beskonacnost.

Slijedi prikaz, na primjeru jednog uzorka, na koji na¢in nastaju razli¢iti ornamenti.

Najprije se kre¢e od translacije obzirom da se ona pojavljuje u svim kombinacijama
izometrija.

7 Pravci koji odreduju traku su pravcei iznad i ispod slova P
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Slika 3: Translatacija uzorka (preuzeto iz [6])

Na slici je vidljivo kako se osnovni uzorak, oznacen zelenom bojom, preslikava duz
horizontalne osi. Uocljivo je da su isprekidanim linijama omedeni osnovni uzorci koji se
translatiraju.

Rotacija se ina¢e promatra od 0° do 360°, no za uzorak ornamenta ¢e biti dopustena samo
rotacija za 180°. Na slici 4 je primjer kako se osnovni uzorak rotira oko horizontalne osi® i
zatim ga se translatira duz te osi.

Slika 4: Rotacija osnovnog uzorka (preuzeto iz [6])

Potom slijedi osna simetrija. Kao i kod rotacije, preslikava se obzirom na horizontalnu os te
zatim translira duz te osi.

Slika 5: Osna simetrija s obzirom na horizontalnu os (preuzeto iz [6])

Osim §to se preslikava s obzirom na horizontalnu os, tako se moze preslikavati i s obzirom
na vertikalnu osi. Na iducoj slici uo€ljivo je da vertikalnih osi ima beskona¢no mnogo, to jest
vertikalna os nije jedinstvena kao §to je horizontalna os.

8 Centar rotacije se nalazi na horizontalnoj osi, u to¢ki koja je ,,sjeciste” zelenog i crnog dijela uzorka.



Slika 6: Osna simetrija s obzirom na vertikalnu os (preuzeto iz [6])

Za kliznu simetriju prethodno je definirano da je ona kompozicija translacije i osne simetrije.
Upravo to moze se uociti i na iducoj slici. Naravno, kao i kod ostalih izometrija, nakon $to
se ucini preslika, translira se taj uzorak duz horizontalne osi.

Slika 7: Klizna simetrija osnovnog uzorka (preuzeto iz [6])

Nakon $to je prikazano kako sve izometrije djeluju, odnosno preslikavaju osnovni uzorak
ornamenta, uvode se oznake tako da se moze prepoznati kada se u ornamentu pojavljuje koja
izometrija. Oznake su sljedece:

e t-translacija

e r-rotacija

e h-osnasimetrija s obzirom na horizontalnu os
e V- o0snasimetrija s obzirom na vertikalnu os

e g — klizna simetrija

U nastavku ¢e se kombinirati ove izometrije i tim kombinacija dobit ¢e se grupe ornamenata.
Potrebno je definirati pojam grupe ornamenta.

Definicija 2.4.1. Grupa ornamenata je grupa simetrija beskonacne ravninske figure cija
podgrupa translacija je beskonacna ciklicka grupa.

Kombiniraju li se izometrije koje su do sada definirane, dobija se 16 kombinacija grupa
simetrija uzorka ornamenta. To se dobiva na nacin da se promatra koliko ima jedno¢lanih,
dvoclanih, troclanih i ¢etveroclanih kombinacija.

)+ () + )+ Q)+ () =traseranizio



No, ogranicit ¢e se na 7 grupa simetrija uzorka ornamenta jer, ako primjerice neka grupa
sadrzi izometrije t, h i v, onda ¢e sadrzavati i izometriju r. Stoga se neke kombinacije stapaju
U jednu. Iduéi teorem potvrduje to da postoji samo 7 grupa simetrija uzorka ornamenta,
odnosno da su neke grupe izomorfne.

Teorem 2.4.2. Nekasut, v, r, higizometrije i G grupa simetrija sastavljena od tih izometrija
I operacije kompozicije. Tada postoji tocno sedam razlicitih grupa ornamenata.

Dokaz ovog teorema se moze pronaci u [6].
Tih sedam grupa ornamenata ¢e biti:

o

° tg

o tv

e thg

o tr

e 1trvg
e trhgv

Slika 8 prikazuje kako svaka pojedina grupa preslikava osnovni uzorak ornamenta.
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Slika 8: 7 grupa ornamenta (preuzeto iz [9])



1. Grupa t je grupa koja se sastoji samo od translacije, tj. uzorak se translatira duz
horizontalne osi.

2. Grupa tg se sastoji od kompozicije translacije i klizne simetrije.

3. Grupa tv se sastoji od kompozicije translacije i osne simetrije s obzirom na vertikalnu
0S.

4. Grupa thg se sastoji od kompozicije translacije, osne simetrije s obzirom na
horizontalnu os i klizne simetrije.

5. Grupa tr se sastoji od kompozicije translacije i rotacije.

6. Grupa trvg se sastoji od kompozicije translacije, rotacije, osne simetrije s obzirom na
vertikalnu os i klizne simetrije.

7. Grupa trhvg se sastoji od svih izometrija, tj. sve se izometrije mogu naé¢i u uzorku

ornamenta.
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Sadrii li uzorak osnu Sadrzi li uzorak osnu Sadrzi li uzorak osnu Sadrii li uzorak osnu
simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na simetriju s obzirom na
vertikalnu os? vertikalnu os? vertikalnu os? vertikalnu os?
da/ da‘/ \‘ne Nj dy \le
Sadrizi li uzorak Sadrii li uzorak Sadrii li uzorak Sadrii li uzorak Sadrii li uzorak Sadrii li uzorak
kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju? kliznu simetriju?
o/ > e ) by ¥ e
trhgv trvg tr thg tv 1 |

Slika 9: shema za prepoznavanje grupe ornamenta (preuzeto iz [6])

Shema sa prethodne slike pomaze u tome da se prepozna 0 kojoj se grupi ornamenta radi.
Uzimajuci neki uzorak i redom prateéi $to shema kaze, to jest provjeravajuci sadrzi li
uzorak odredenu izometriju, vidljivo je kojoj grupi ¢e pripadati odredeni ornament.

Primjer 2.4.3. Graf funkcije f(x) = sin(x)

Pomocu Slike 11 na kojoj je prikazana shema za prepoznavanje grupa ornamenta pokusat ¢e
se zakljuciti kojoj grupi simetrije ornamenata pripada graf funkcije f(x) = sin(x).
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Slika 11: graf funkcije f(x) = sin(x) (preuzeto iz [20])

Prvo se moze uoditi translacija duZz x osi za minimalni translacijski period 2I1. Sad se
provjerava sadrzi li rotaciju. Moze se vidjeti da sadrzi, gleda li se dio grafa od (n — 1) do
nm, za svaki n cijeli broj. Tu se uocava rotacija za 180°. Promatra li se shema dalje, postavlja
se pitanje sadrzi li osnu simetriju s obzirom na horizontalnu os. Tu izometriju ne sadrzi pa se
za kraj provjerava sadrzi li osnu simetriju s obzirom na neku vertikalnu os. Ovu izometriju

v v Ve . 3 . ..
sadrzi. Moze se uoditi ako se promatra dio grafa od — % do 7" Dio grafa na prije spomenutom

intervalu se preslikava s obzirom na vertikalnu os koja se nalazi na 7” te se dalje translatira

duz x osi. Takoder sadrzi i kliznu simetriju koja se uoc¢ava na intervalu r do 2 .

Prateci sliku 11 moze se zakljuciti da graf funkcije pripada grupi simetrija trvg.

2.5. Diedralne i ciklicke grupe

Vrlo vazna grupa simetrija je simetrija pravilnog poligona B,,n = 3. Simetrija nekog
poligona B, ¢uva udaljenost izmedu svakog para vrhova poligona. Grupe simetrija pravilnih
poligona se nazivaju diedralne grupe D,. Ove se grupe simetrija smatraju grupama
ograniCenih ravninskih figura. Kada se kaze da su neke figure ogranicene i ravninske, misli
se na to da su obuhvacene krugom nekog konacnog radijusa. U radu s ovim grupama,
izometrije koje se uzimaju u obzir su zrcaljenje i rotacija.

Izrazito zanimljiva podgrupa diedralne grupe D,, je ciklicka grupa C,,. Cikli¢ka grupa je
grupa generirana jednim elementom. Ciklicka grupa se dobiva uzastopnim kompozicijama
rotacija koje imaju i diedralne grupe.
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Sada ¢e se promatrati poveznica izmedu ornamenta na traci, u ravnini i u prostoru. To je
zapravo poveznica ornamenta na traci te diedralne i cikli¢ke grupe.

I 3 = Sy s S s e +_¢JV°>
Y2 TR
—~N-—N-N "N "N "N "N -N "N NN N -
11 A-A4-A4_-A4A_-A_A-4-4-4_-4-4_a4_+—>
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N NN N N N N L e e NN N
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Fy L
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VII S 3 3 3 3L 3
Slika 10: Grupe D,, i C,, (preuzeto iz [21])

Diedralna grupa D,, se sastoji od n rotacijskih i n zrcalnih simetrija.

™\ i C\
identity rovtate rotate rotate
o0° 1807 270°
flip \ flip flip flip 4
™ &
" &

Slika 11: rotacije i zrcaljenja kvadrata (preuzeto iz [17])

Ove simetrije kvadrata ¢e pripadati diedralnoj grupi. Ipak, moglo bi se postaviti pitanje je li
moguce da pripadaju i cikli¢koj grupi, obzirom da je ona podgrupa diedralne. No, odgovor
¢e biti ne. Kao $to je poznato, ciklicka grupa je grupa koja nastaje generiranjem jednog
elementa. Postavlja se pitanje mogu li se sve ove simetrije sa slike 11 dobiti kombiniranjem
samo jednog elementa. To nece biti moguce. Uzme li se za element bilo koja od rotacija, te
rotira li se kvadrat koliko god puta je odabrano, nikada se nece moc¢i dobiti uzorci koji se
dobiju zrcaljenjem. Rotacijom se redoslijed boja (crvena, plava, Zuta, zelena) uvijek odrzava,
a zrcaljenjem se on mijenja. Rotacija nikad ne moze proizvesti zrcalni odraz. Zbog toga
kvadrat nece pripadati ciklickoj grupi.
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Slika 12: pravilni poligoni (preuzeto iz [3])

Kao sto je ve¢ spomenuto, diedralne grupe se sastoje od pravilnih poligona. Na slici 12 se
vide ti pravilni poligoni. Isprekidane linije predstavljaju liniju refleksije, to jest ako se
poligoni preslikaju preko tih linija, vratit ¢e se sami u sebe. Zbog toga pripadaju redom
grupama D3, D,, D5 te Dg.

Sada ¢e se promotriti ciklicke grupe i njihove simetrije. Ciklicke grupe se sastoje samo od
rotacija. Grupa C; ¢e se sastojati od rotacija od 120°i 240°. Sve ove rotacije sadrzi i
jednakostrani¢ni trokut. Grupa C, se sastoji od rotacija od 90°,180° i 270°. Ono §to se moze
uociti kod ovih grupa jest to da se svi elementi mogu dobiti kombinacijom samo jednog
elementa iz te grupe. Stoga se ove dvije grupe mogu zapisati na donekle drugaciji nain. Cs
se sada moZe zapisati kao:

C; = {s°st,s%}.

Pri ¢emu s prestavlja rotaciju od 120° te eksponent predstavlja koliko se puta ta rotacija od
120° pojavljuje da bi dobili odredeni element skupa to jest rotacije od 120° i 240°.

Sukladno tome moguce je i grupu C, prikazati kao:
Cy = {r°r1,r?,r3}.
U ovom slucaju ¢e r biti rotacija od 90°.

Kod ciklickih grupa se pokazalo upravo ono $to je bilo vazno, a to je da se svi elementi grupe
mogu dobiti generiranjem samo jednog elementa.

Slika 13: oblici koje se povezuje redom s grupama C,, C, i Cg (preuzeto iz [17])
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Osim diedralnih i ciklickih grupa, postoje jos mnogo kompliciranije, to su grupe simetrija
geometrijskih tijela. Do sada je sve rotacije bilo moguce dobiti kombinacijom samo jedne
rotacije. Kao $to je vidljivo na primjeru cikli¢ke grupe, jednu od rotacija mozemo ponoviti
jednom, dvaput, triput ili ¢ak niti jednom, i dobit ¢e se ostale rotacije koje pripadaju toj grupi.
No, u trodimenzionalnom prostoru to je ipak kompliciranije, a moze se uociti promatrajuci
iducu sliku.

Slika 14: kocka i tri razli€ite rotacijske osi (preuzeto iz [17])

Prva rotacija je takva da os prolazi kroz srediSte dvije nasuprotne strane i da se kocka rotira
kroz tu os. Rotira se prvo za 90° pa za 180° pa 270° te tako dalje za viSekratnike broja 90.
Obzirom da ima tri para strana koje su nasuprotne, samim time ima i tri takve rotacijske osi.

Druga vrsta rotacijske osi prolazi kroz nasuprotne vrhove kocke te se kocka rotira za 120° i
visekratnike tog broja. Cetiri su para nasuprotnih vrhova, stoga ima i &etiri rotacijske osi.

Treca vrsta rotacijske osi prolazi srediStem nasuprotnih bridova te se kocka rotira za 180° i
njegove visekratnike te se na taj nadin preslika sama u sebe. Sest je parova nasuprotnih
bridova, pa tako i Sest rotacijskih osi.

Moze se uociti da prvom vrstom rotacije ne mozemo nikako dobiti ono §to se dobije drugom
ili treCom vrstom 1 obrnuto.

.....

24 elementa i ukljuci li se zrcaljenje, ova grupa bi imala 48 elemenata.

2.6. Kristalografija i kristalne reSetke

Da bi se shvatilo sto je kristalografija, prvo treba shvatiti §to je mineralogija. Kao $to se moze
naslutiti, to je znanost koja se bavi proucavanjem minerala te njihovih oblika i fizikalnih
svojstava te proucavanjem njihovog kemijskog sastava. Takoder proucava i njihovu
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rasprostranjenost u litosferi. Veliki dio mineralogije ¢ini proucavanje prirodnih supstanci
koje se mogu pronaci u Zemljinoj kori. S vremenom je ¢ovjek shvatio da moze i u laboratoriju
stvoriti, to jest kreirati, minerale koje nije moguée naci u prirodi te je potreba za njima
izuzetno visoka. To se nazivaju sinteticki minerali. Mineralogija predstavlja uvod u ¢itavo
carstvo minerala. Kao §to se moze uociti, ova znanost je vrlo opsirna, stoga ju je potrebno
podijeliti u zasebne dijelove i discipline. Pa se tako dijeli na opéu mineralogiju, koja
obuhvaca kristalografiju, mineralnu kemiju i fiziku, kristalokemiju i minerogeniju, i na
sistematsku mineralogiju.

Nakon mineralogije, potrebno je pobliZze objasniti pojam kristalografije. Jos prije 18. stoljeca,
znanstvenici su se bavili prou¢avanjem minerala te se to prouCavanje osnivalo na
makroskopskim promatranjima. S vremenom se uocavalo da cijela priroda teZi simetriji, a
pod prirodom se misli na ¢ovjeka, Zivotinje, biljke te minerale. Tako su dolazili do novih
naslu¢ivanja da svi oni vanjski oblici koji su prekrasni, poput pahulje snijega ili ¢ak pravilni
geometrijski oblici nekih minerala, zapravo imaju neko unutarnje uredenje koje se odrazava
tim vanjskim oblikom. Poceli su razmatrati moguénosti da postoje unutarnje gradevne
jedinice tih minerala. Tako su minerale koje imaju simetri¢ne oblike nazvali kristalima. 1z te
simetrije su potekli i nazivi kristalnih struktura. No, unutarnje uredenje je i dalje ostala
nepoznanica.

Robert Hook® poblize se posvetio prou¢avanju unutrainje grade. Naime, od strane Engleskog
kraljevskog drustva bio je zaduzen za koristenje optickog mikroskopa te prepricava svoja
promatranja druStvu. Tako je proucavao izgled kristala kremena kojeg je promatrao na
povrsini prelomljenog komada jo§ veceg kremena. Uocio je razne oblike na vanjskim
plohama poput kvadrata, romba, pravokutnika i sli¢nih te je pokuSao objasniti kako su ti
oblici ustvari nastali slaganjem kuglica u male nakupine koje su na taj nacin stvarale osnovne
gradevne jedinice. No, proslo je viSe od sto godina dok su se Hookove ideje ozbiljno shvatile.

Rene-Just Hauy!? je bio taj koji je Hookova istrazivanja shvatio ozbiljno. Bavio se dubljim
istrazivanjem gradevnih jedinica te ih je nazvao integralnim molekulama u obliku 6 osnovnih
oblika. Za Hauya se kaze da je prvi stvarno utvrdio vezu izmedu vanjskog i unutarnjeg oblika
kristala.

Auguste Bravais! je na sli¢an na¢in kao i Hauy shvatio kristale. On ih je gledao kao prostorne
reSetke. Njegov zakljucak je bio da postoji 14 mogucih prostornih resetki te su onda i te
reSetke dobile ime upravo po njemu tj. nazivaju se Bravaisove prostorne resetke.

Naposlijetku se iz svega toga razvila znanost koja se bavi istrazivanjem kristalne strukture te
istrazivanjem samih Kristala, a ta se znanost naziva kristalografija.

® Robert Hooke (1635.-1703.) — britanski fizi¢ar, matematicar i izumitelj
10 Rene-Just Hauy (1743.-1822.) — francuski mineralog i kristalograf
11 Auguste Bravais (1811.-1863.) — francuski fiziGar i mineralog
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Matematika ima veliki utjecaj na razvoj kristalografije jer se proucavanje kristalnih
(prostornih) reSetki ne moze zamisliti bez shvacanja simetrije. Idu¢om shemom moguce je
vidjeti odnos matematike i kristalografije s ostalim znanostima.

MATEMATIKA

l

FIZIKA «— KRISTALOGRAFIJA «— KEMIJA

N

METALOGRAFIJA  MINERALOGIJA PETROGRAFIJA

Kristali su minerali koji su nastali kristalizacijom. Kristal raste tako da se Cestice minerala
pravilno poredaju u prostoru, to jest manje strukturne jedinice se pravilno rasporede u
trodimenzionalnoj mrezi koja se naziva kristalna reSetka. Kristal ipak ne raste jednakom
brzinom sa svih strana. Naime, u jednom smjeru raste brze, dok u drugom sporije. No, ono
Sto je bitno jest da u paralelnim smjerovima raste jednakom brzinom, i upravo se i ovdje
moze uociti simetrija. Medutim, buduci da ne raste svugdje jednako, Kristal ¢e se u konac¢nici
razviti u poliedarsko tijelo koje ¢e biti omedeno ravnim plohama koje ¢e se sjeci u bridovima
pod odredenim kutovima. Kristal se onda shva¢a kao homogeno poliedarsko tijelo pravilne
unutarnje grade. Cestice unutar tih tijela su poredane u &vorove kristalnih resetki.

Kod realnih kristala se moze uociti da uvijek sadrze odreden broj strukturnih pogresaka i
defekata, dok se kod kristalnih resetki moze reci da se radi s idealnom konstrukcijom. Ta
konstrukcija nastaje slaganjem osnovnih jedini¢nih ¢elija tako da se prostor popuni i da se
nigdje ne pojavi prazno mjesto. Na taj nacin dolazi se do definicije idealne tj. Bravaisove
reSetke: ,,Bravaisova reSetka je beskonacni raspored diskretnih tocaka s medusobnim
rasporedom i orijentacijom takvom da okolina bilo koje to¢ke uvijek izgleda potpuno jednako

bez obzira iz koje se tocke promatra*.1?

121z &lanka Osnovne kristalne strukture [10.]
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Slika 15: konstrukcija kristalne strukture iz jedini¢ne ¢elije uz ponavljanje po osima x,y i z
(preuzeto iz [1])

Prostor kristala se moze promatrati i na Euklidskom prostoru R™. To se radi na nacin da se
tocke Euklidskog prostora interpretiraju kao stvarne pozicije to¢aka u kristalu.

Promotrit ¢e se sada prostor R™. Baza neka bude B = {a;};=; ., te neka je ishodiste 0 € R™.

Potom slijedi definiranje pojmova vektorske i tockovne resetke, kako bi se shvatilo §to je to
kristalna resetka.

Definicija 2.6.1. Vektorska reSetka odredena bazom B je skup
L={% ma;: my.. m, €L}
a to¢kovna resetka je skup
LI'={T eR:@veL)v= 0T}
Potom slijedi definiranje jedini¢ne celije.

Definicija 2.6.2. Jedini¢na éelija je skup

n
U={TeR™O0T = Y x;a;: Xy, ..., %, € [0,1)}
i=1
Bravaisova reSetka je zapravo vektorska reSetka.

Pomocéu vektora, paralelepiped!® se moze shvatiti kao jediniéna éelija te se onda cijeli kristal
moze zamisliti kao skup svih translacija te jedini¢ne Celije za neke cjelobrojne linearne
kombinacije vektore te baze.

13 Paralelepiped je tijelo u n-dimenzionalnom afinom prostoru koje generalizira pojam paralelograma na vise
dimenzija.
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Svakoj ¢éeliji pripada jedan ¢vor'# kristalne resetke. Kristalna éelija se definira tako da &vor
bude u njezinu sredistu. Zatim se iz jednog c¢vor povlace spojnice prema najblizim susjednim
¢vorovima. Spojnice se raspolavljaju okomitim ravninama. Strukturna jedinica kristala to jest
elementarna ¢elija, mozZe biti primitivna®®, ali moze sadrzavati i veéi broj osnovnih &estica.

Slika 16: elementarna ¢éelija(preuzeto iz [25])

Kako se ¢vorovi nalaze u pravilnom rasporedu, kristali ¢e se moci transformirati pomocu
translacije, refleksije, rotacije i inverzije tako da se vrate u pocetni poloZzaj.

1. Translacija — resetka je invarijantna s obzirom na vektorsku resetku

2. Refleksija — ravnina dijeli kristal na dva dijela, naziva se ravninom simetrije kristala

3. Rotacija — promatraju se zakreti za 360°/p oko osi rotacije za koje ¢e kristal biti
invarijantan te se tada ta 0s naziva os p-tog reda, u kristalu mogu postojati samo osi
prvog, drugog, tre¢eg, Cetvrtog i Sestog reda

4. Inverzija — sastavljena je od refleksije i rotacije za 180° u ravnini koja je okomita na
0s rotacije

Elementi simetrije kristala se sijeku u jednoj tocki, u srediStu kristala.

Kristalne strukture pripadaju jednoj od sedam kristalografskih sustava.

KRISTALOGRAFSKI OSI1 KUTOVI OZNAKE
SUSTAVI ELEMENTARNE CELLIE RESETKI
Kubni a=b=c, a=p=y=90° P 1.F
Tetragonski a=b#c, a=p=y=90° P, 1
Ortorompski azb#c, u=p=y=90° P,C,LLF
Trigonski a=b=c, a=pf=y#90° R
Heksagonski a=b#c, a=pf=90°y=120° P
Meonoklinski azb#ce, u=y=90°%#p P, C
Triklinski a#zb#c, aFpFy#90° P

Tablica 1: sedam kristalografskih sustava (preuzeto iz [25])

1 Cvorovi kristalne resetke su atomi ili atomske grupe koji su smjesteni u vrhovima éelije.
15 Primitivna kristalna reSetka je strukturna jedinica s minimalnim volumenom od koje je izgradena
Bravaisova reSetka.
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Kubni sustav odgovara visoko simetri¢nim kristalima. Oblik tih kristala nalikuje kocki te
kako je vidljivo u prethodnom poglavlju kocka sadrzi operacije simetrije. Kristal koji je u
skladu sa simetrijom kocke pripada ovom kristalnom sustavu. Strukture koje pripadaju
tetragonalnom sustavu nalikuju na razvuéenu ili stisnutu kocku. Ortorompskom sustavu
pripadaju strukture koje imaju romboedri¢nu osnovu to jest sve tri osi su razli¢itih duljina.
Strukture trigonalnog sustava nalikuju na prizme ili piramide s tri strane. Struktura ¢ija baza
nalikuje na bazu Sesterokuta, pripada heksagonalnom sustavu. U monoklinskom sustavu baza
je paralelogram. Zadnji sustav, triklinski, se ¢esto mijeSa sa ortorompskim ili heksagonalnim.
Ono §to karakterizira ovaj sustav je to Sto su mu sve osi razlicitih duljina i svi kutovi su
nagnuti.

U zadnjem stupcu je vidljivo da se ti sustavi mogu granati na najviSe Cetiri Bravaisove
reSetke. ReSetke se razlikuju po rasporedu ¢vorova. Prva je jednostavna reSetka (P) koja
sadrzi ¢vorove samo u vrhovima paralelepipeda. Tocke u kojima se ¢vorovi nalaze mogu biti
srediste svih ploha, srediSte gornje i donje baze te srediSte paralelepipeda. Ovisno o tome
gdje se ¢vorovi nalaze razlikuju se plosno centrirana (F), bazno centrirana (C) te prostorno
centrirana (I) reSetka. Prema tablici 1 je vidljivo da ukupno postoji Cetrnaest Bravaisovih
reSetki.

Na slici 17 je prikazano kako se reSetke razlikuju po rasporedu ¢vorova.

z
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Slika 17: rompska resetka (preuzeto iz [10])

Na idu¢ih slikama su vidljivi kristali pojedinih kristalografskih struktura.

Slika 18: halit, kubni sustav Slika 19: azurit Slika 20:smaragd
(preuzeto iz [27]) monoklinski sustav heksagonalni sustav
(preuzeto iz [28]) (preuzeto iz [29])

19



2.7. Ravninske kristalografske grupe

U ovom ¢e se poglavlju promatrati ravninske grupe simetrija pomoc¢u kojih kristalografi
sistematiziraju kristale. Zato se ove grupe i nazivaju ravninske kristalografske grupe.
Osnovnim uzorkom ili figurom se pod djelovanjem elemenata odredene grupe izometrija
postize prekrivanje cijele ravnine. U umjetnosti i arhitekturi koriste se keramicke ili staklene
ploc¢ice s odredenim uzorcima, bilo biljnim, animalnim ili apstraktinim, kojim se prekriva
cijela ravnina, te se iz tog razloga koristi i izraz poplocavanje'® ravnine. Isto kao kod friz
grupa, ili grupa na traci, elementi ravninskih kristalografskih grupa su izometrije ravnine,
translacija, rotacija, osna simetrija, te klizna simetrija. No, ovim grupama moze se prekriti
cijela ravnina. Prekrivanje ravnine sukladnim poligonima koji se ne preklapaju nigdje osim
u rubovima dovodi do pojma reSetke. Samo n-terokuti s vrijednostima n € {3, 4, 6} potpuno
prekrivaju ravninu. Dakle, resetka je razapeta vektorima a i b, odnosno cijela ravnina je
mreza koja se sastoji od svih linearnih kombinacija ma + nb, gdje su m,n € Z. Ovdje se
koristi pet tipova reSetki, a to su: kosa reSetka ili paralelogram, pravokutna reSetka,
pravokutna reSetka s centrom, kvadratna i Sesterokutna reSetka. Ravninske kristalografske
grupe mozemo klasificirati prema tipu reSetke i pripadnim izometrijama ravnine, te nam
sljedeci teorem daje rezultat klasifikacije grupa do na izomorfizam.

Teorem 2.7.1. Postoji samo 17 mogucih ravninskih grupa simetrija.
Dokaz teorema moze se pronaci u [13].
Slijedi nekoliko primjera ravninskih kristalografskih grupa iz Escherovih!’ grafika.

Grupa koja sadrzi samo translaciju 1 pripada skupini grupa s kosom reSetkom ili
paralelogramom naziva se p1 grupa. Dakle, osnovni uzorak je paralelogram koji se translatira
te se time postiZe prekrivanje cijele ravnine.

Slika 21: Escherova grafika, vizualna reprezentacija grupe pl (preuzeto iz [4])

16 Poplocavanje ravnine je particija ravnine na disjunktne skupove ¢ija unija daje cijelu ravninu.
17 M. C. Escher je bio nizozemski grafi¢ar koji je izradivao matematic¢ki nadahnute drvoreze, litografije i
mecotinte.
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Grupa p2 sadrzi translaciju i rotaciju za 180° (0s rotacije je 2. reda). Pripadna resetka je

paralelogram.

Slika 22: Escherova grafika, vizualna reprezentacija grupe p2 (preuzeto iz [4])

Znacajke ostalih grupa ¢e se prikazati sljedecom tablicom.

Naziv Osnovni uzorak Stupanj Klizna Generirajuce Znatajke
rotacije simetrija podrutje uzorka

pl paralelogram 1 / cijela povriina translacija

p2 paralelogram 2 1/2 povriine 4 rotacije za 180°

pm Cetverokut 1 1/2 2 osne simetrije

prmm Cetverokut 2 1/4 2 osne simetrije

pg cetverokut 1 da 1/2

peg cetverokut 2 da 1/4

pmg cetverokut 2 da 1/4 osi simetrije su paralelne

cm romb 1 da 1.2

cmm romb 2 da 1/4 osi simetrije su okomite

p4 kvadrat L 1/4

p4m kvadrat L da 1/8 centar rotacije je na osl
simetrije

pdg kvadrat - da 1/8 centar rotacije nije na osi
simetrije

p3 Sesterokut 3 [ 1/3

p3ml Sesterokut 3 da 1/6 centar rotacije je na o0si
simetrije

p3lm Sesterokut 3 da 1/6

pb Sesterokut 6 1/6

pbm Sesterokut 6 da 1/2

Tablica 2: klasifikacija ravninskih kristalografskih grupa (preuzeto iz [4])

Nazivi grupa nastaju prema tipu reSetke i elementu grupe. Slova p i ¢ su oznake za
jednostavnu resetku i reSetku ¢ija polja sadrze tocku u svojoj nutrini, redom. Slovam i g
oznake su za refleksiju i kliznu simetriju, redom. Brojke od 1 do 6 oznake su za red rotacije.

Vise o pojedinom grupi u [12].
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2.8. Simetrija u prirodi i zlatni rez

S harmonijom i ljepotom se uvijek povezivala simetrija, ona je na neki nacin bila neophodna
za ljepotu. Promatrajuéi svijet oko sebe, oko ¢e uvijek traziti simetri¢ne oblike. Promotri li
se prirodu izbliza, moze se prona¢i mnostvo simetrije te mnogo onoga $to tezi simetriji. Jedan
od jednostavnijih primjera bio bi list drveta - promatrajuéi njegov oblik moze se uociti da je
pravilan. Ima dvije gotovo identi¢ne polovice, jedna polovica je zrcaljenje u odnosu na drugu.
Osim na listu, simetrija se moze uociti i u drugim dijelovima prirode kao $to je gusjenica,
leptir ili neki drugi kukac. Simetrija koja se moZe uociti kod ovih oblika prirode je zrcalna
simetrija. lako se sada promotrio primjer lista koji je zrcalno simetri¢an, kod biljaka je jedna
druga simetrija karakteristi¢nija. Naime, promotri li se stablo, uocit ¢e se da vrh i dno tog
stabla imaju drugaciju ulogu, ali i drugaciji izgled. Stoga, pravci u ravnini koji su okomiti na
vertikalu stabla ¢e se vrlo malo razlikovati i kao rezultat ¢e se dobiti vertikalna rotiraju¢a 0s.
Naravno, biljka ne mora imati specifi¢cno samo jedan oblik simetrije. Promatrajuéi cvijece
uocava se pojava zrcalne simetrije u kombinaciji s rotacijskom simetrijom. Kao i kod stabla,
uzme li se za os rotacije vertikala na stabljiku cvijeta te se zatim zarotira taj cvijet, on ¢e se
vratiti u samoga sebe, dok se s druge strane mogu prouciti i latice cvijeta koje su kao i list
simetriéne u odnosu na sebe same. Zanimljivo je to §to se u cvjetnom svijetu Cesto, to jest
najvise od svih, pojavljuje rotacijska simetrija 5. reda’8. S druge strane, to se smatra gotovo
nemogucéim u strukturi nezive prirode. lako ti organizmi nemaju kristalnu strukturu, u smislu
da ¢ak ni pojedina¢ni organi nemaju kristalnu resetku, uredene strukture su u njima uvelike
zastupljene.

Sagledavajuci elemente simetrije kod zivotinja, promatra se podudaranost njihove veli¢ine,
oblika i opcenito dijelova tijela. U jednom od najmanjih organizama se moze uoditi sferna
simetrija koja se smatra i najsavrsenijom. Taj organizam je radiolarija'®. Moze se re¢i da su
njegovi dijelovi rasporedeni oko nekog centra sfere te se udaljavaju od njega. Bit je u tome
da, ako se provucée bhilo koji pravac kroz centar, ova zivotinja ¢e se prepoloviti na dva
identi¢na dijela. Kod morskih zvijezda se moze uociti rotacijska simetrija. Ipak se, kod riba,
ptica, sisavaca i opcenito drugih veéih Zivotinja, uocava jedna od najprisutnijih simetrija, a
to je zrcalna, odnosno osna simetrija.

Tajna ljepote, simetrije lezi u proporciji zlatnog reza. Pronade li se nesto iznimno lijepo i
skladno, vjerojatno Ce se otkriti i prisutnost zlatnoga reza. Upravo zato §to se zlatni rez moze
uociti svugdje, u svim aspektima Zivota, dolazi se do toga da matematika postaje univerzalna
znanost. Za neke dvije veli¢ine se kaze da su u zlatnom rezu ako se manji dio odnosi prema
vecem kao S§to se vec¢i odnosi prema ukupnom. Na iducoj formuli ¢e se promotriti taj odnos.

18 Oko osi simetrije se zakrece za 360°/5 = 72°
19 Radiolarija je jednostani¢ni eukarikotski organizmi koji ¢ine razred u infracarstvu Rhizaria, koji po nekim a
pripadsaju u protoze ili po drugima u kromiste, a ime su dobili po radijalnoj simetriji koja ih obiljezava.
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m__M__
M m+M
Sada ¢e se uvrstitim = MA :
MA M
™M MA+M
MA M
™M M@+D
1
T
A+1-1=0

“1VS . 0.6180339887

Iz ove se kvadratne jednadzbe dobiva pozitivno rjesenje: 1 =

Ovaj ¢e se broj oznaciti malim gré¢kim slovom fi, ¢ = 0.6180339887.
ZapiSe li se sada jednadZzba u ovakvom obliku:

M m+M
_— = :A

m M
Dobit ¢e se kvadratna jednadzba:
Z—-21-1=0.
Pozitivno rjesenje ¢e iznositi:
A= 1+V5 ~ 1.6180339887

Ovaj ¢e se broj oznaditi velikim gré¢kim slovom fi, ® = 1.6180339887 te on predstavlja
zlatni rez.

Svugdje se u prirodi i ljudskom zivotu mogu naéi primjera zlatnog reza. Ono §to se uoc¢ava u
prirodi jest zlatna, odnosno logaritamska spirala, koja je utemeljena na zlatnom rezu. Naime,
promotri li se spirala i izratuna odnos svakog promjera, dobit ¢e se broj .
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Slika 23: zlatna spirala (preuzeto iz [14])

Zlatni rez se ne pojavljuje samo u obliku spirale. Uzme |i se jabuka i prereze na pola,
sjemenke ¢e se nalaziti u obliku pentagrama ¢iji ¢e odsjecci biti u odnosu ®. U pcelinjoj
kosnici ¢e uvijek biti veci broj Zenki. Podijeli li se broj Zenki s brojem muzjaka, ponovno ¢e
se dobiti broj @. Osim toga, u kosnici se krije jo§ simetrije. Krije se u proporcionalnim
domovima koje pcele grade, a to su sac¢e. Grada tijela Zivotinja je ve¢inom u omjeru zlatnog
reza. To je vidljivo na primjeru leptira, puzeva, dupina, ptica i jo§ mnogih drugih.

Slika 24: zlatni rez u prirodi (preuzeto iz [14])

U ljudskom tijelu se takoder moze uociti proporcija zlatnog reza. Moze se uociti U ljudskom
uhu, u otisku prsta, u pramenu kose, u stisnutoj Saci pa i u strukturi ljudskog DNK. Sada ¢e
se promotriti dlan. Izmjeri li se duljina jagodice to jest duljina prsta do prvog zgloba i
pomnozi li se ta duljina sa &, dobit ¢e se tocno duljina druga dva dijela tog prsta. Pomnozi li
se duljina tog prsta opet sa @, dobit ¢e se tocno duljina dlana u produzetku prsta. Ako se sada
duljina prsta i dlana pomnozi sa ®, dobit ¢e se duljina podlaktice. Niz se nastavlja te na
Cudesan nacin odrazava simetriju zlatnog reza. Smatra se da je savrSeno ljudsko tijelo u
omjeru 1:1.68. Od antickih vremena se ljepota pokuSavala objasniti uz pomo¢ matematickih
odnosa. Starorimski inzenjer Vitruvije je u tome prenjacio, proucavao je proporcije ljudskog
tijela te je opsezno pisao o njima. Proporcije tijela koje je uocio su bile iduce: dlan je Sirine
4 prsta, stopalo je Sirine 4 dlana, lakat je Sirine 6 dlanova, visina muskarca je 4 lakta, korak
je 4 dlana, duljina rasirenih muskih ruku jednaka je njegovoj visini, udaljenost od linije kose
do brade je 1/10 visine muskarca, udaljenost od vrha glave do brade je 1/8 visine muskarca,
maksimalna §irina ramena je 1/4 visine musSkarca, udaljenost od lakta do vrska ruke je 1/5
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visine muskarca, udaljenost od lakta do pazus§ja je 1/8 visine muskarca, duljina ruke je 1/10
visine muskarca, udaljenost od brade do nosa je 1/3 duljine glave, udaljenost od linije kose
do obrva je 1/3 duljine lica, duljina uha je 1/3 duljine lica. U doba renesanse su njegova djela
bila izrazito cijenjena te ih je prou¢avao i Leonardo da Vinci?. Iz Leonardovih prou¢avanja
je nastao crtez Vitruvijevog covjeka. Na slici je prikazan lik golog muskarca s ispruzenim
rukama u dvije pozicije te je upisan u krug i kvadrat. Uz crtez se mogu uociti i biljeSke. Ovaj
crtez i biljeske se takoder nazivaju i zakon proporcija. Ovim crtezom je Leonardo povezao
covjeka 1 svemir. Takoder, crtez je imao umjetnicki znacaj u smislu pravilne reprezentacije
ljudskog tijela te stvaranje arhitekture na temelju proporcija tijela.

Slika 25: Vitruvijev ¢ovjek (preuzeto iz [2])

Kako bi postigao ravnotezu i ljepotu, Leonardo se ¢esto sluZio zlatnim rezom. Koristenje
zlatnog reza se moze uociti u njegovim djelima Mona Lisa i Posljednja vecera. Leonardo je
koristio zlatni rez ili u to vrijeme poznat kao bozanski omjer, da bi odredio osnovne
proporcije svojih djela. Slika Mona Lise se moze interpretirati na vise na¢ina, no pretpostavlja
se da su proporcije izvedene kao na slici 26, iz centra platna.

20 |_eonardo da Vinci (1452.-1519.) — talijanski slikar, arhitekt, izumitelj, glazbenik, kipar, mislilac,
matematicar i inZzenjer
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Slika 26: Mona Lisa (preuzeto iz [2])

Michelangelo?!, uzor mnogih generacija umjetnika, takoder je koristio proporcije simetrije.
Smatrali su ga genijem, ¢ovjekom nadljudske moéi te bozanskog nadahnuca. Jedna od

dva suprotna dijela, a to su desni bozanski oval te lijevi zemaljski trokut s Adamom. Bozji i
Adamov prst se dodiruju u tocki zlatnog reza. Izmedu ovih likova postoji simetrija i
povezanost.

Slika 27: Stvaranje Adama (preuzeto iz [2])

Osim Leonadra i Michelangela, proporcije zlatnog reza su u svojim djelima Kkoristili i drugi
umjetnici poput Raphaela, Botticellia, Seurata, Edwarda te Salvadora Dalija.

21 Michelangelo di Lodovico Bounarroti Simoni (1475.-1564.) — renesansni slikar, kipar, arhitekt i pjesnik
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U glazbi se za ljepotu zvuka violine smatra da dolazi iz njenog samog dizajna koji je u omjeru
zlatnog reza. Kaze se da je srediSte zakrivljenosti luka u zlatnoj poziciji u odnosu na ukupnu
duljinu i veli¢inu violine. Glazba se moze povezati i sa Fibonaccijevim nizom. Naime, tipke
klavira su podijeljene u 13 oktava od kojih svaka ima 8 bijelih i 5 crnih tipki.

U sljedec¢em dijelu ¢e se promotriti jedan primjer zlatnoga reza u graditeljstvu.

Promatrat ¢e se velika piramida u Gizi tj. Keopsova piramida. Ona je najstarija od sedam
svjetskih ¢uda te se njena ljepota krije u zlathom rezu. Ova piramida je sastavljena od Cetiri
jednakostrani¢na trokuta koji su smjesSteni na kvadratnu bazu. Stranice kvadrata iznose
230.40m, duljina pola stranice je onda 115.20m (sto je duljina katete trokuta sa slike 18), a
visina piramide je 146.60m. Na slici 28 se moze uociti pravokutni trokut ABC. Prema
Pitagorinom poucku moze se izracunati duljina hipotenuze koja ¢e iznositi 186,45m. Podijeli
li se sada duljina hipotenuze s duljinom manje katete, dobit ¢e se broj

¢ =1.618.

Slika 28: piramida u Gizi ili Keopsova piramida (preuzeto iz [14])

Sada ¢e se promotriti ornament u arhitekturi. U klasi¢noj arhitekturi anti¢ke Grcke 1 Rima,
ornament je dugacka 1 uska skulpturalna traka koja se proteZze duz skulpture te se koristi u
dekorativne svrhe. Nalazi se na vrhu stupova. Na zgradama se Kkoristi dorski arhitektonski
red, gdje se ornament sastoji od naizmjeniénih triglifa?? i metopa?. Triglifi se pojavljuju
pravilno rasporedeni na ornamentu. Metope su bile koriSene kao povrSine za reljefne ukrase.
Triglif se obicno isklesao iz istog bloka kao 1 metopa ili su kamene ploce triglifa imale utore
u koje su se umetale metope. Ureduju¢i hram ornamentom, gradevina je djelovala
simetri¢nije. U jonskom redu, ornament se protezao oko cijelog hrama te je bio ispunjen
reljefima. Uskoro se bogatstvo pocinje iskazivati raskosnom dekoracijom. Stoga se pocinje
koristiti korintski red. On je vrlo sli¢an jonskom, samo §to je jo§ ukraseniji. UkraSeniji je na
nadin da stupovi imaju ukraSeniju bazu, a kapiteli su ukraSeni bogatim volutama?* koji
imitiraju li¢e akanta?® (vidljivo na slici 31). Takoder, Grci strogo koriste pravila rasporeda
stupovlja. Rimljani u svojoj arhitekturi preferiraju koriStenje korintskog reda, stoga se na

22 Triglif je kamena ploga izbo¢enih pravokutnih blokova s tri okomita kanala.
2 Metopa je prostor izmedu triglifa.

24 Volute su ukrasi spiralnog oblika na kapitelima korintskih stupova.

%5 Akanta je biljka iz porodice Acanthaceae.
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rimskim gradevinama najée$c¢e primjecuju biljni motivi. Kasnorimske i renesanse strukture
imaju ornament kojem je profil obi¢no konveksna krivulja.

Slika 29: dorski ornament s triglifima iz hrama u Segesti (preuzeto iz [32])

Najpoznatiji primjer ornamenta je onaj na vanjskom zidu hrama Partenona u Ateni koji
prikazuje festival, vidljiv na slici 30.

U2 %@%
YA
= N
R e oA —— kilimation
architraw
2/ — abakus
J~woluta

trzon kolumny

kanelury

trochilus
torus
linta

baza

Slika 31: volute na stupovima

korintskog reda (preuzeto iz [35])

Slika 32: detalji volute

jonskog stupa (preuzeto iz [36])
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3. ZAKLJUCAK

Ono §to je ovaj rad nastojao predstaviti jest ¢injenica da se simetrija pojavljuje svugdje oko
covjeka, u svim pogledima, od matematickih jednadzbi, preko glazbe, pa sve do ljudskoga
tijela. Prikazani su sami poceci koji sezu jo§ od drevnih civilizacija, kada su se pronasla
rjeSenja kvadratnih jednadzbi te kako je iz potrebe da se rijeSe polinomi 5. stupnja osnovana
teorija grupa koja je danas najvaznija grana matematike. Konkretnije, Galois je osnovao
teoriju koja se danas naziva Galoisova teorija grupa, a razvoj teorije grupe je krenuo odatle.
Moze se re¢i da je Galois pronasao jezik simetrije, a to je teorija grupa. Promatrala se
simetrija na traci (ornament), u ravnini (diedralne i ciklicke grupe) te naposlijetku i u
prostoru, na primjeru kocke te kristalne reSetke. Dokazalo se koliko je zapravo kristalografija
bliska matematici, kako i ne moze postojati bez nje. Na kraju, kroz zlatni rez ponovno se
pokazalo prozimanje simetrije kroz ljudski zivot i prirodu. Ono §to se moze zakljuciti jest to
da se simetrija zaista nalazi svugdje oko ¢ovjeka i prirode te da je sveprozimajuca. Sa sve
dubljim proucavanjem simetrije i gdje Se ona sve moze pronaéi, mogla bi se potvrditi
shvacanja Pitagorejaca, a to je da cijeli svijet uistinu jest stvoren po matematickim pravilima.
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