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Sazetak

Grupe su zanimljive matematicke strukture koje imaju Siroku primjenu u matematici
i fizici. U ovom radu navest ¢emo neke bitne definicije i teoreme vezane uz konacne
grupe. Spomenut ¢emo Sylowljeve podgrupe i Sylowljeve teoreme te ¢emo se susresti sa
konacnim jednostavnim grupama. Njih ¢emo klasificirati na ciklicke grupe prostog reda,
alternirajuce grupe A,,, n > 5, klasi¢ne grupe, specijalne grupe Liejevog tipa i sporadi¢ne
grupe te ¢emo spomenuti osnovno o njima. Takoder, spomenut ¢emo i hrvatskog mate-

maticara Zvonimira Janka, koji je zasluzan za veliko otkri¢e u familiji sporadi¢nih grupa.

Kljucne rijeci

Grupa, simetri¢na grupa, konac¢na grupa, jednostavna grupa, ciklicka grupa, alternirajuca

grupa, sporadi¢na grupa, klasicna grupa, specijalna grupa Liejevog tipa.



1 Uvod

Teorija grupa zapocinje svoj razvoj u 18. stolje¢u sa Lagrangeom te osobito u 19. sto-
lje¢u zahvaljujuéi matematicarima Galoisu, Cauchyu, Abelu, Sylowu te Cayleyu koji je
1882. godine prvi detaljno prouc¢avao konacne grupe. On je dokazao da se svaka konacna
grupa moze prikazati kao permutacijska grupa. Teorija grupa danas ima veliku primjenu
u matematici i fizici. Grupe mozemo podijeliti na kona¢ne i beskonacne. Mi ¢emo u
ovom radu proucavati konacne grupe, a najvise ¢emo se posvetiti konacnim jednostav-
nim grupama. Rad ¢e se sastojati od uvodenja osnovnih pojmova koji su potrebni za
razumijevanje konac¢nih jednostavnih grupa. Nakon toga, iskazat ¢emo osnovni teorem o

kona¢nim jednostavnim grupama te opisati pojmove koji se u njemu spominju.

2 Osnovni pojmovi

U ovom poglavlju navest ¢emo osnovne pojmove, definicije i teoreme iz teorije grupa.

Koristit ¢emo [1] kao osnovnu literaturu u ovom poglavlju.

Definicija 2.1. Neka je G neprazan skup. Svako preslikavanje G x G u skup G naziva

se binarna operacija definirana na skupu G. Oznake: *, o, -

Definicija 2.2. Neka je G neprazan skup i neka je x binarna operacija na skupu G za

koju vrijedi ¢y % g2 € G, Vg1, 92 € G. Tada uredeni par (G, *) zovemo grupoid.
Definicija 2.3. Asocijativni grupoid nazivamo polugrupa.

Definicija 2.4. Neka su (G,0), (H,*) grupoidi te neka je zadano preslikavange f : G —
H. Kazemo da je f homomorfizam sa G u H ako Ya,b € G vrijedi f(aob) = f(a) * f(b).

Napomena 2.1. Epimorfizam je surjektivni homomorfizam. Monomorfizam je injektivni

homomorfizam. Izomorfizam je bijektivni homomorfizam.

Definicija 2.5. Uredeni par (G,0) gdje je G neprazan skup, a o binarna operacija na

skupu G zovemo grupa ako vrijede sljedeca svojstva :
1. Ya,b,c € G vrijedi ao (boc) = (aob)oc,
2. dee G td. jeace=eoa=a, zaVa € G,

3. VYaeG,dd € Gtdjeaoad =a oa=e.



Ako za svaki a,b € G vrijedi aob = boa tada kaZemo da je (G, o) komutativna ili Abelova

grupa.
Definicija 2.6. Red grupe G, koji se oznacava s |G|, je kardinalni broj grupe G.

Definicija 2.7. Red elementa a iz grupe G najmanji je pozitivan cijeli broj n takav da
a" = e, gdje je a® umnozak ' a sa samim sobom n puta. Ako ne postoji takav n, tada se

kaze da je red od a beskonacan.

Definicija 2.8. Neka je G grupa i neka je H neprazan podskup od G. KazZemo da je H

podgrupa od G ako je H grupa s obzirom na istu binarnu operaciju. Oznaka H < G.
Primjer 2.1. Neki primjeri grupa koji se spominju u [1] su: ({0}, +), ({1},-),(Z,+)

Definicija 2.9. Bijektivna preslikavanja nepraznog skupa ) na samoga sebe zovu se per-
mutacije skupa 2. Skup svih permutacija skupa 2 ¢ini grupu koja se zove simetricna grupa

na €.
Napomena 2.2. Neka je H podgrupa od G, H < G. Tada vrijede sljedeéa svojstva:
1. Ya,b € H mora vrijeditiaobe H, tj. Ho H C H,
2. 1 € H,
S, acH=a'eHt. H'CH.
Primjer 2.2. Primjer podgrupa:
1. GG
2. 1<
3. Prave netrivijalne podgrupe: 1 < H < G
U nastavku dajemo teorem koji daje kriterij za podgrupe.

Teorem 2.1. Neka je G grupa, H neprazan podskup od G. H je podgrupa od G ako i

samo ako a-b~' € H za sve a,b € H.

Dokaz. ” =" H<G =abc H,3b e H=a-b'cH

1

umnozak u G ¢e nam biti binarna operacija



”«" Pretpostavimo, a,b€ H” =" a-b"' € H

Za H neprazan, Ja€ H” =" a-a '€ H" =" 1g€ H

ZalaceH” =" 1-a' e H” =" al e H

Zaabe H” =7 ab'eH” =" a- (b)) c H 0

Definicija 2.10. Neka je G grupa i@ S C G. Najmanja podgrupa od G koja sadrzi S
oznacava se sa < S > i zove se podgrupa koja generira podskup S. Elementi skupa S zovu

se generatori (izvodnice) podgrupe S.

Definicija 2.11. Neka je G grupa i a € G. Podgrupa < a >, < a >= {da* : k € Z}

generirana elementom a zove se ciklicka grupa generirana s a.
Napomena 2.3. Opcenito, generator ne mora biti jedinstven.

Definicija 2.12. Neka je G grupa, a € G. Ako dm € N t.d je a™ = e, onda najmanji

takav broj zovemo red elementa a i oznacavamo s |al.

U nastavku ¢emo iskazati teorem koji opisuje redove elemenata. Dokaz se moze pronaci

u [1].

Teorem 2.2. Neka je G =< a >, H < G. Tada je H ciklicka grupa. Vrijedi: H =<1 >

ili H=<a'>, t=min{k:d" € H k € N}.

Ako je G konacna grupa, onda |H| = |t£‘

Napomena 2.4. Svaka grupa prostog reda je ciklicka te svaka podgrupa ciklicke grupe je

ciklicka. Svaka ciklicka grupa je komutativna.

3 Konacne grupe

3.1 Uvodno o kona¢nim grupama

Definicija 3.1. KaZemo da je grupa G konacna ako je G konacan skup, a u suprotnom

kazemo da je grupa G beskonacna.

Primjer 3.1. (Z4,+) konacna je grupa ¢iji su elementi {0,1,2,3}, a red te grupe je
|Z4| = 4.

Definicija 3.2. Neka je H podgrupa od G. Definiramo desne klase od H kao Hg = {hg :
h € H},a lijeve klase od H kao gH = {gh : h € H}, gdje je g € G.
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Dokaz sljedeceg teorema moze se pronaci u [1].

Teorem 3.1. Neka je G grupa, H < G. Lijeve klase grupe G po podgrupi H ¢ine particiju
od G. Analogno vrijedi i za desne klase grupe G po podgrupi H.

Sve klase od H jednake su veli¢ine, a taj rezultat koristen je u dokazu Lagrangeovog

teorema, kojeg dajemo u nastavku.

Teorem 3.2. Neka je G konacna grupa it H < G. Tada |H| | |G].

Dokaz. Dokazat ¢emo da Vg € G vrijedi |gH| = |H|. Definiramo funkciju p : H —
gH,g € G, p(h) = hp. Vrijedi Hp = gH pa slijedi da je p surjekcija. Takoder vrijedi
hip = hop = ghy = ghs = hy = hy pa je p injekcija. Kako je p injekcija i surjekcija,
slijedi p je bijekcija pa |gH| = |H|. Prema prethodnom teoremu (Teorem 3.1), znamo da
G/H ¢ini particiju od G, pa |G| =Y 1*|g;H| = k- H = |H|/|G]. O

Definicija 3.3. KaZemo da je podgrupa N grupe G normalna v G i pisemo N < G ako su
lijeve klase grupe G po podgrupi N ujedno i desne klase, tj. ako Vg € G vrijedi gN = Ng
Napomena 3.1. U komutativnim (Abelovim) grupama sve podgrupe su normalne.
Primjer 3.2. Primjeri konacnih Abelovih grupa:

1. (Z4,+4) - ciklicka Abelova grupa;

2. Podgrupe od (Zy,+4): I, (Z4,+), (Za,+) su takoder konacne Abelove grupe.

3.2 Sylowljeve podgrupe

Lagrangeov teorem (Teorem 3.2.) kaze nam da red bilo koje podgrupe od G dijeli red
od G. U [8] navodi se sljedeéi primjer koji pokazuje da obrat Lagrangeovog teorema ne

vrijedi opcenito.

Primjer 3.3. Alternirajuca grupa Ay, |Asl = 12 te vrijedi da 6 dijeli 12, ali Ay nema
podgrupu reda 6.

L. Sylow pokazao je da obrat Lagrangeovog teorema ipak vrijedi u nekim sluc¢ajevima.
Naime, on je pokazao da ako p' dijeli |G|, gdje je p prost broj, tada G ima podgrupu reda

)

p.



Definicija 3.4. Neka je G konacna grupa i p prost broj. Tada vrijedi:
1. Grupa G zove se p-grupa ako je |G| = p* za neki prirodan broj k.
2. Podgrupa od G ¢iji red je p* naziva se p-podgrupa od G.

3. Sylowljeva p-podgrupa od G (oznaka: Syl,G) je odgrupa reda p*, gdje je p* najveéa
potencija od p koja dijeli |G)|.

Dokaz sljedeée propozicije moze se pronaéi u [5].

Propozicija 3.1. Neka je G konacna Abelova grupa reda m i p prost broj, p | m. Tada
G sadrzi podgrupu reda p.

U nastavku ¢emo iskazati Sylowljeve teoreme. Dokazi se mogu nadi u [1].

Teorem 3.3. (Prvi Sylowljev teorem)
Svaka konacna grupa G ima Sylowljeve p-podgrupe za svaki p prost broj.

Teorem 3.4. (Drugi Sylowljev teorem,)
Sve su Sylowljeve p-podgrupe od G medusobno konjugirane podgrupe od G. Svaka je p-
podgrupa od G sadrzana u nekoj Sylowljevoj p-podgrupi od G, gdje je p prost broj.

Teorem 3.5. (Treéi Sylowljev teorem)

Broj Sylowljevih p-podgrupa konacne grupe G kongruentan je sa 1 mod p, tj.

|Syl,G| = 1(modp).

Primjer 3.4. U [8] dani su sljedeci primjeri Sylowljevih podgrupa:

1. Grupa Zo reda 12 = 2% - 3 ima jednu Sylowljevu 3-podgrupu reda 3 {0, 4,8} i jednu
Sylowljevu 2-podgrupu reda 4 {0,3,6,9}.

2. Simetricna grupa Sz reda 6 = 2%-3 ima jednu Sylowljevu 3-podgrupu { (1), (123), (132)}
i tri Sylowljeve 2-podgrupe {(1), (12)}, {(1), (23)}, {(1), (13)}.

4 Klasifikacija konac¢nih jednostavnih grupa

4.1 Jednostavne grupe

Definicija 4.1. Grupa je jednostavna ako nema pravih netrivijalnih normalnih podgrupa.



Napomena 4.1. Sve konacne grupe prostog reda su jednostavne te su to ujedno i jedine
(konacne) komutativne jednostavne grupe. Najmanje nekomutativne jednostavne grupe su

reda 60 (grupa As) i 168 (grupa GL(3,2)).

Definicija 4.2. Neka je G konacna grupa. Normalni niz grupe G je strogo padajuci niz

podgrupa G = Gg I Gy < Gy... G, = 1.

Definicija 4.3. Ako se medu susjednim clanovima ne mogu ubaciti nove grupe i ujedno

ocuvati uvjett niza tada se normalni niz zove se kompozicigski niz grupe G.
Definicija 4.4. Kompozicijske grupe su faktorske grupe G;_1/G;, i = 1,2, ..., n.

Motivacija za klasifikaciju grupa potjece iz Jordan-Holderovog teorema ¢iji iskaz dajemo

u nastavku, a dokaz se moze pronadi u [11].

Teorem 4.1. Svi kompozicijski nizovi grupe G imaju jednaku duljinu i do na permutaciju

1zomorfne kompozicijske faktore.

Napomena 4.2. Stvaranje kompozicijskih nizova slicno je faktoriziranju prirodnih bro-
jeva u njegove prim faktore. Analogno, svi prirodni brojevi su gradeni od prim brojeva 1

sve konacne grupe gradene su od konacnih jednostavnih grupa.

4.2 Teorem o klasifikaciji kona¢nih jednostavnih grupa

Klasifikacija konacnih jednostavnih grupa dovrsena je 1981. godine, a predstavlja jednu
od najistaknutijih postignuca u povijesti matematike. Postoji izniman broj istrazivackih
radova ukljucenih u rjesenje. Na dokazu teorema o klasifikaciji konacnih jednostavnih
grupa radilo stotine matematicara diljem svijeta u razdoblju od 30 godina, a puni dokaz

ima izmedu 5000 i 10000 stranica casopisa.

U nastavku ¢emo iskazati glavni teorem o klasifikaciji konacnih jednostavnih grupa, a

dokazi dijelova tog teorema mogu se pronaci u [6].

Teorem 4.2. Svaka konacna jednostavna grupa izomorfna je jednoj od sljedecih grupa:
1. ciklickoj grupi prostog reda,
2. alternirajucog grupi, A,, n > 5,

3. klasiécnoj grupr,
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4. specijalnoj grupi Liejevog tipa,
5. jednoj od 26 sporadicnih jednostavnih grupa.

U nastavku ¢emo opisati svaku grupu iz prethodnog teorema.

4.2.1 Ciklicke grupe prostog reda

Teorem 4.3. Neka je G konacna grupa reda |G| > 2 i neka je a € G, a # G. Tada |a|
dijeli |G|. Nadalje, ako je |G| prosti broj, onda je G ciklicka grupa.

Napomena 4.3. Buduci da ciklicke grupe Z,, za p prost broj nemaju prave netrivijalne

normalne podgrupe, tada su sve te grupe primjeri jednostavnih grupa.

4.2.2 Alternirajuce grupe, A,, n > 5

Neka je S neprazan skup. Permutacija skupa bijekcija je sa S na S. Ako je |S| = n, onda
se grupa permutacija skupa S naziva simetricna grupa n-tog reda i oznacava sa .S,,.

Permutacije koje neke elemente skupa S cikli¢ki rotiraju nazivaju se ciklicke permutacije.

Definicija 4.5. Grupa G djeluje na konacan skup ) ako postoji preslikavanje f : GxQ —
Q takvo da vrijedi:

1. f(gla f(QQ,:C)) = f(gng,x),Vx € Q; v91792 € G;
2. f(l,x) =z,Vx € Q.
Slika djelovanja elementa g € G na element x € () oznacava se sa g.x ili x9.

Definicija 4.6. Skup G, = {g € G : g.x = 2} < G naziva se stabilizator elementa x za

djelovanje grupe G.
Dokaz sljedeceg korolara moze se pronadi u [3].
Korolar 4.1. Svaka permutacija moze se zapisati kao umnoZak transpozicija.

Definicija 4.7. KazZemo da je permutacija o € S, parna (neparna), ako se moze zapisati
kao umnozak parnog (neparnog) broja transpozicija. Permutacija ima pozitivan predznak

ako je permutacija parna, a negativan predznak ako je permutacija neparna.

Definicija 4.8. Alternirajuca grupa je konacna grupa parnih permutacija definirana na

konacnom skupu {1,2,...,n}. Red alternirajuce grupe je %’
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Dokaz sljedece propozicije moze se pronaéi u [6].

Propozicija 4.1. Ako jen > 71 A,_1 = H < A,, tada je H stabilizator jedne od n

tocaka na koje A, djeluje.
Teorem 4.4. Ako je n <7 tada je Aut(A,) = S,.
Dokaz teorema moze se pronadi u [5], a teorem vrijedi takoder za n =41 n = 5.

Napomena 4.4. Podgrupa H u grupi G je normalna, ako se sastoji od unije konjugiranih

klasa u G.

Lagrangeov teorem nam kaze da je svaka grupa prostog reda jednostavna i to vrijedi
jer grupa prostog reda nema netrivijalnih normalnih podgrupa, dok alternirajuce grupe
imaju mnostvo podgrupa pa su tako zanimljiviji primjeri jednostavih grupa. U nastavku
¢emo ukratko opisati alternirajuée grupe A,, n € {1,2,3,4} te navesti teorem koji nam
kaze koje alternirajuc¢e grupe su jednostavne.

Alternirajuéa grupa A, je trivijalna. Alternirajuca grupa As je jednostavna. Alternirajuca
grupa A4 nije jednostavna grupa jer je K = {Id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} netrivijalna
podgrupa u simetricnoj grupi S;. Kako je K < A, slijedi da alternirajuca grupa A4 nije

jednostavna. U nastavku ¢emo pokazati da je alternirajuc¢a grupa As jednostavna.
Teorem 4.5. Alternirajuca grupa As je jednostavna grupa.

Dokaz. Alternirajuca grupa As ima pet konjugacijskih klasa koje imaju redom 1, 20, 15
i 12 elemenata (postoje dvije klase s 12 elemenata). Kako nema odgovarajuceg zbroja
tih brojeva koji dijeli broj 60, a to nam je broj elemenata alternirajuce grupe As, slijedi

da nema niti podgrupe koja se moze dobiti kao unija konjugacijskih klasa, pa je prema

Napomeni 4.4. As jednostavna grupa. m

Induktivno mozemo pokazati da tvrdnja prethodnog teorema vrijedi za svaki n > 5, a

dokaz toga moze se pronaci u [6].

Teorem 4.6. Alternirajuca grupa A, je jednostavna za svaki n > 5.

4.2.3 Klasi¢ne grupe

Sve klasicne grupe definirane su u terminima grupa matrica nad poljima pa prije nego sto

krenemo proucavati konacne klasi¢ne grupe moramo znati $to su konacna polja.
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Definicija 4.9. Polje je uredena trojka (F,+,-) pri cemu je F' neprazan skup, a operacije

+ 1 - su binarne operacije na skupu sa svojstvima:
1. (F,+) je komutativna grupa,
2. (F,-) je komutativna grupa,
3. Ya,b,c € F vrijedi (a+0b)-c=a-c+b-c.

Definicija 4.10. Determinanta je homomorfizam iz multiplikativne grupe svih regularnih

matrica istog reda v multiplikativnu grupu R\{0}.

Definicija 4.11. Jezgra determinante, tj. det='(1) je skup svih kvadratnih matrica reda

n determinante 1.

Neka je V' wvektorski prostor dimenzije n nad konacnim poljem F, reda q. Opca linearna
grupa GL(V') je skup invertibilnih linearnih preslikavanja sa skupa V' na samog sebe. Bez
smangjenja opcenitosti moZemo uzeti da je V' kao vektorski prostor u polju F, 1 identificirati
GL(V) s grupom invertibilnih n x n matrica nad F,. Postoje odredene ocite normalne
podgrupe od G = GL,(q). Na primger, centar Z sastoji se od svih skalarnih matrica A\,
gdje je 0 # X € F i I je n X n matrica identiteta. Stoga je Z ciklicka normalna podgrupa
reda ¢ — 1. Kvocijent G \ Z naziva se projektivna opéa linearna grupa i oznacava se sa

PGLn(q).
Postoji to¢no 6 familija klasi¢nih jednostavnih grupa. To su:
1. linearna : PSL,(q) , n > 2, osim PSLy(2) 1 PSLs(3) ,
2. unitarna : PSU,(q), n > 3, osim PSU;(2) ,
3. simplekticka: PSpy,(2), n > 2, osim PSpy(2),
4. tri familije ortogonalnih grupa, a to su:
(a) PQ2ni1(q), n > 3, q neparan,
(b) PQ%.(q), n = 4,
(c) PQ72n(q), n = 4,

gdje je ¢ potencija prostog broja p.
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U nastavku ¢emo opisati redove tih klasi¢nih konac¢nih jednostavnih grupa.

Redovi linearnih klasiénih konaénih jednostavnih grupa, PSL,(q),n > 2

Neka je V' vektorski prostor nad poljem F, reda ¢. Grupu invertibilnih n x n matrica

zovemo opca linearna grupa i ozna¢avamo sa Gl,(q). Red opée linearne grupe jednak je
n(n—1)

Gl = (" = 1)(¢"=¢) - (" —¢"")=q = (¢—1)(¢>—1)--(¢" — 1). Redovi
od SL,(q) i PGL,(q) su jednaki, a njihov red jednak je |Gl,(q)| podijeljeno sa ¢ — 1.

Da bismo dobili red od PSL,(q), moramo znati koji skalari A/, imaju determinantu 1.
Vrijedi det(An) = \", a broj rjesenja za A" = 1 u polju F, je najvedi zajednicki djeljitel]

n(n—1)

odnig—1, (n,q—1). Dakle, red od PSLn(q) je |PSLn(q)| = mgT [I5(¢ —1).

Redovi slimplektickih konaénih jednostavnih grupa, PSU,(q), n > 3

Simplekticna grupa Sp,  (g) izomorfna je podgrupi GLs,(¢) koja se sastoji od eleme-
nata ¢ za koje vrijedi f(u?,v?) = f(u,v),Vu,v € V. Prostor V ima simplekticku bazu
{e1, s em, f1, .-, fm} za koju vrijedi da su svi vektori baze medusobno okomiti jedni na
druge, osim f(e;, f;) = 1. Da bismo izracunali red simplekticke grupe moramo prebrojiti
nacine na koje mozemo odabrati vektore baze. Vektor e; moze biti bilo koji nenul vektor
pa mozemo birati na ¢* ! nacina. Tada je vektor ortogonalni na e; dimenzije 2m — 1 pa
sadrzi ¢*™! vektora. Sada postoje ¢*™ — ¢! = (¢ —1)¢*™~! vektora v t.d. f(u,v) # 0.
Takoder, vektor f; mozemo odabrati na ¢>"~! nacina. Stoga indukcijom dolazimo do reda
od Sp, (9), 15p,,.(9)] = [T(¢* —D)g* ' = ¢ [(¢* —1),i € {1,2, ..., m}. Primjetimo da
je f(Au, \v) = A2f(u,v) jednak f(u,v) ako i samo ako vrijedi A = +1. Grupa PSp,_(9)

definirana je kao kvocijent od Sp,, (g) po podgrupama kvadratne matrice.

Redovi ortogonalnih konaénih jednostavnih grupa

Mnoge su ortogonalne grupe izomorfne drugim klasi¢nim grupama, a redovi tih ortogo-
nalnih grupa jednaki su redu izomorfne grupe. U nastavku ¢emo navesti neke od izomor-
fizama:

PQs(q) = PSLsy(q), Py (q) = PSLy(q) x PSLy(q), P (q) = PSLa(¢?), PQs(q) =
PSLy,(q), P (q) = PSLa(q),PQs™ (q) = PSU(q).

Vise o ovim grupama, moze se pronadi u [6].
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4.2.4 Specijalne grupe Liejevog tipa

U ovom dijelu navest ¢emo 10 familija takozvanih specijalnih grupa Liejevog tipa. Postoje
tri glavna pristupa tim grupama. Prvi je pomoc¢u Liejevih algebri koji nam omogucava
konstrukciju jednostavnih grupa, drugi, moderniji pristup je pomocu algebarskih grupa.
Treci pristup je pomocu alternirajuc¢ih algebri koji dobiva znacajnu prednost kada je u
pitanju izvodenje konkretnih proracuna. Sa stajalista Liejevih algebri, tri su razlicita ti-
pova specijalnih grupa. Najjednostavnije su Chevalleyeve grupe Gs(g), Fi(q), E.(q) za
n = 6,7,8. Sljedece po redu su Steinberg-Tits-Hertzig uvrnute (engl. twisted) grupe
Dy(q), Es(q) koje postoje za svako konacno polje F, i ¢ije su konstrukcije analogne kons-
trukcijama unitarnih grupa iz klasicnih grupa. Treéi tip grupa su Suzuki-Ree grupe
By(22n) = 5, (22T Gy(32 ) = R(3*TY), Fy(2* ) = R(2*"), za n > 1. Vise

o tim grupama moze se pronaci u [6].

4.2.5 Jednostavne sporadi¢ne grupe

Prve sporadi¢ne grupe otkrio je Emile Mathieu 1860-ih, kada je pronasao pet takvih
grupa. Godine 1965., nakon gotovo vise od stoljeca, Zvonimir Janko pronasao je grupu J;
reda 175560. Tijekom sljedec¢ih 10 godina otkriveno je jos 20 sporadi¢nih grupa. Najvecu
sporadi¢nu grupu pod nazivom Monster grupe (engl. Monster group) veli¢ine 8.08 - 105
otkrili su Bernd Fischer i Robert Griess. Sporadi¢ne grupe mozemo podijeliti u dvije
skupine. Prvu skupinu pod nazivom engl. Happy Family ¢ini 20 podgrupa Monster grupe,
dok preostalih 6 spada u skupinu pod nazivom Paraih grupe (engl. Paraih groups). Prije

nego Sto opisemo te grupe, pojasnit ¢emo pojam tranzitivnosti.

Definicija 4.12. Neka je G grupa i p : G — S(Q0), || = n, p je homomorfizam sa G u

S(Q). Tada se p zove permutacijska reprezentacija grupe G na skupu Q.

Definicija 4.13. KaZemo da je p permutacijska reprezentacija stupnja n. KaZemo da je

reprezentacija vjerna ako je p homomorfizam koji je injektivan.
Ekvivalentno, kazemo da grupa G djeluje na skup €.

Definicija 4.14. Neka grupa G djeluje na skupu 2, o, 5 € Q su G-povezani ako g € G
tako da ag = f5.

Definicija 4.15. Klase ekvivalencije G-povezanosti zovu se G-orbite na skupu §2 i pisemo
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a% ={ag:ge G}

Definicija 4.16. Grupa G djeluje tranzitivno na skupu Q0 ako ima samo jednu orbitu, tj.

ako je a% = Q, za svaki o € Q.
Definicija 4.17. Djelovanje grupe G je slobodno ako Vs € 2, gs = s implicira g = eg.

Definicija 4.18. Grupa G je strogo (engl. sharply) tranzitivna, ako je tranzitivna i slo-

bodna.

Prvu skupinu sporadi¢nih grupa pod nazivom Happy Family, podijelit ¢emo u tri genera-
cije.

Prva generacija: Mathieuove grupe

Otkri¢e najranijih sporadic¢nih grupa u razdoblju od 1861. do 1873. pripisuje se Emileu
Leonardu Mathieu. On se zanimao za viSestruko tranzitivne permutacijske grupe pa su

tako nastale Mathieuove ¢ije redove i tranzitivnost mozete vidjeti u Tablici 1.

Tablica 1: Prva generacija: Mathieuove grupe

Grupa Red Tranzitivnost
My, 24.32.5.11 4-tranzitivna (strogo)
M, 26.3%.5-11 5-tranzitivna(strogo)
Mo 26.32.5.7 2-tranzitivnost
Moy 271.32.5.7-11 3-tranzitivnost
My | 27-3%2.5.7-11-23 4-tranzitivnost
My, [2'0-3%-5-7-11-23 H-tranzitivnost

Druga generacija: Leech Lattice

Grupu Leech Lattice Ay otkrio je John Leech 1967. godine kada je radio na problemu
engl. Kissing number problem. John Conway 1968. otkrio je da je grupa automorfizama
Leechove reSetke grupa reda |Aut(Ay,)| = |Cog| = 22-3%-51-7%-11-13-23. Tako grupa Coy
nije jednostavna, ona ima jednostavne podgrupe koje tvore sporadi¢ne grupe. U Tablici

2 navedene su sporadi¢ne grupe druge generacije.
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Tablica 2: Leech Lattice grupe

Grupa Red
Co; (Conway) 231.39.54.72.11-13- 23
Coy(Conway) 218.36.5%.7.11-23
Coz(Conway) 210.37.5%.7.11-23
HS (Higman-Sims) 29.32.5%.7-11
HJ ili J, (Hall-Janko) 27.3%.5%.7
Suz (Suzuki) 213.37.5%.7

Treca generacija: Monster grupe

Grupa Monster M najveca je sporadi¢na grupa i povezana je s 20 od ukupno 26 sporadi¢nih

grupa. Povezanost Monster grupe sa ostalim sporadi¢nim grupama prikazana je na Slici

1.

Slika 1: Veza izmedu sporadi¢nih grupa (preuzeto iz [2]).
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Matematicari Bernd Fischer i Robert Griess zasluzni su za konstrukciju Monstera koji

je bio dovrsen 1982. godine, stoga je ta grupa poznata kao Fischer-Griessovo ¢udoviste.

Fischer je takoder otkrio Baby Monster B i jos tri sporadi¢ne grupe Fligs,Fiog i Fligg. U

Tablici 3 nalaze se sporadic¢ne grupe trece generacije i njihovi redovi.

Tablica 3: Treca generacija: Monster grupe
Grupa Red

M (Monster) ~ 8- 10%
B (BabyM onster) ~ 8- 433

Fiyy (Fischer) ~1-10%
Fiog (Fischer) ~ 410"
Fiyy (Fischer) ~6-10'
HN (Harda-Norton) | ~2-10"
Th (Thompson) ~9-107
He (Held) ~ 4107

Pariahove grupe

Kod grupa trece generacije spomenuli smo kako je Monster grupa povezana s 20 od ukupno

26 sporadicnih grupa, a preostalih 6 sporadi¢nih grupa koje nisu povezane s Monster

grupom spadaju u Pariahove grupe te su navedene u tablici ispod (Tablica 4).

Tablica 4: Pariahove grupe

Grupa

Red

Ru (Rudvalis)
ON (O'Nan)

214.3%.5%.7.13-29
29.3%.5.7.11-19-31
28.37.56.7.11-31-37-67
221.3%.5.7-113-23-29-29-31-37-43
27.3°.5-17-19
23.3.5-7-11-19

Veliki doprinos u otkri¢u nekih sporadi¢nih grupa ima i hrvatski matematicar Zvonimir

Janko.
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4.2.6 Zvonimir Janko

Hrvatski matematicar Zvonimir Janko, roden je u Bjelovaru 1932. godine. Bavio se
proucavanjem teorije konacnih grupa, a posebno se posvetio klasifikaciji kona¢nih jed-
nostavnih grupa te 1964. godine dolazi do velikog otkri¢a - prve Jankove sporadic¢ne
jednostavne grupe J;. To otkrice izazvalo je mnoga pitanja jer se smatralo da postoji
samo pet Mathieuovih sporadi¢nih jednostavih grupa. Doslo je do pitanja ima li spo-
radi¢nih grupa beskona¢no mnogo te hoce li se ikada mo¢i sve klasificirati. Tada je pocelo
istrazivanje koje je trajalo oko 30 godina i na kojem je sudjelovalo vise od 100 teoreticara
grupa koji su na kraju dokazali potpunu klasifikaciju svih konac¢nih jednostavnih grupa,
a dokaz je zahtjevao 10 000 stranica casopisa. Bio je to jedan od rijetkih kljuénih ma-
tematickih problema koji je do kraja rijeSen. Od 21 grupe koje su se otkrile nakon prve

Jankove grupe, profesor Janko otkrio je cetiri, to su Jy, Jo, Js3, Jy.

Slika 2: Zvonimir Janko (preuzeto iz [9]).
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Zakljucak

Cilj ovog rada bio je klasificirati konacne jednostavne grupe. Rad se sastoji od uvodenja
osnovnih pojmova koji su potrebni za razumijevanje konacnih jednostavnih grupa, zatim je
iskazan osnovni teorem o konac¢nim jednostavnim grupama pomocu kojeg smo klasificirali
konac¢ne jednostavne grupe na ciklicke grupe prostog reda, alternirajuce grupe, klasi¢ne
grupe, specijalne grupe Liejevog tipa te sporadi¢ne jednostavne grupe. Dokaz teorema o
klasifikaciji kona¢nih jednostavnih grupa jedno je od najznacajnijih postignuca u povijesti
matematike. Na dokazu je radilo nekoliko stotina matematicara diljem svijeta u razdoblju
od 30 godina, a puni dokaz ima izmedu 5000 i 10000 stranica ¢asopisa. U radu je ukratko
opisana svaka grupa iz teorema. Spomenuli smo i hrvatskog matematicara koji je imao

iznimnu vaznost u teoriji sporadi¢nih grupa.

20



Literatura

1]

[11]

Biljeske s predavanja iz kolegija Algebarske strukture, nositelj: Andrea Svob, aka-

demska godina 2021./2022.

G. Sheng: On the Classification of Finite Simple Groups, 2022.
URL:https://math.mit.edu/research/highschool/primes/circle/documents/
2022/Gracie.pdf (16.6.2023.)

H. Kraljevi¢: Algebra, predavanja odrzana na Odjelu za matematiku Sveucilista Jo-
sipa Jurja Strossmayera u Osijeku u ljetnom semestru akademske godine 2006./2007.
URL: https://web.math.pmf.unizg.hr/~hrk/nastava/2006-07/algebra

Osijek_2006_7.pdf (25.3.2023.)
J. D. Dixon, B. Mortimer, Permutation Groups, Springer, 1996.

N. Grbac, V. Mikuli¢ Crnkovi¢: Algebarske strukture, prva verzija skripte, 2010/2011
URL: https://www.math.uniri.hr/~ngrbac/alg_str_web.pdf (01.3.2023.)

R.A. Wilson: The Finite Simple Groups, Springer, London, 2009.

R.C. Daileda: The Alternating Group URL:http://ramanujan.math.trinity.edu/
rdaileda/teach/s19/m3362/alternating.pdf(26.4.2023.)

S. Kresic-Jurié:  Algebarske strukture, Skripta, 2013. URL:https://mapnf.
pmfst.unist.hr/~skresic/Algebra/Skripta/Algebarske_strukture_v4.pdf
(25.3.2023.)

Supplement. Finite Simple Groups, 2014
URL:  https://faculty.etsu.edu/gardnerr/4127/notes/Simple-Groups.pdf
(28.2.2023.)

V. Cepulié: Profesor Zvonimir Janko i teorija grupa, 2007.
URL: https://www.croatianhistory.net/etf/janko/janko_cepulic.html
(08.03.2023.)

W. Kochanski: The Jordan Holder Theorem
URL:  https://www.math.brown.edu/dabramov/MA/£1516/251/JordanHolder.
pdf (22.3.2023.)

21



