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Sazetak

U radu ¢e se opisati problem iz svakodnevnog Zivota kojem je cilj odrediti 2D oblik mak-
simalne povrSine koji se moze pomicati duz hodnika koji ima oblik slova L i jedini¢ne je
Sirine. Problem je naizgled lagan, ali je njegova matematicka pozadina itekako zanimljiva.
Mnogi su matematicari iznosili svoje ideje i dokaze, ali jo§ uvijek nismo sigurni je li pred-
lozeni koncept i rjeSenje ili do njega tek treba doci. J. M. Hammersley je predlozio rjeSenje
za kojeg je smatrao da je optimalno, odnosno da se radi o 2D obliku maksimalne povrsine
koji zadovoljava uvjet problema, no dvadesetak godina kasnije, 1992. godine J. Gerver je
odredio oblik kojeg nazivamo Gerverov kauc i koji ima veéu povr§inu. Do danas Gerverov
kau¢ smatra se rjeSenjem problema, a do tog oblika dosao je koristeé¢i pet diferencijalnih
jednadzbi. Medutim, do danas nije dokazano da je to optimalno rjeSenje problema te po-
traga za najpogodnijim kaucem jo$ traje. Potaknuti problemom pomicanja kauca, J. H.
Conway i G. C. Shepard zele odrediti maksimalnu povrsinu kauca kojeg pomicemo kroz
hodnik koji skrece lijevo pa desno (ili obrnuto) pod kutem od 90° i takav kau¢ nazivaju
ambideksterski kau¢. D. Romik je obuhvatio prijasnje ideje te uz dodatne pretpostavke
predstavio aktualno rjesenje ambideksterskog problema pomicanja kauca ¢ija povrsina iz-
nosi Z + arctan W, pri ¢emu su Z i W redom rjegenja kubnih jednadzbi 22 (z + 3) = 8 i
r (42 4+ 3) = 1. Do danas nije dokazano da je Romikov ambideksterski kau¢ rjesenje pro-
blema te potraga za oblikom vece povrSine jo$ uvijek traje. Na kraju rada predstavljena

je konstrukcija 3D modela Gerverovog kauca.

Kljuéne rijeci: kau¢, ambideksterski kau¢, maksimalna povrsina, 2D oblik, L—hodnik
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1 Uvod

Matematicar Leo Moser 1966. godine postavio je pitanje:
Kakav je 2D oblik najvece povrsine moguce pomicati duz L—hodnika jedinicne Sirine?

Ovaj je problem poznat pod nazivom problem pomicanja kaucéa (eng. moving sofa pro-
blem) i uvrsten je u listu 148 nerijeSenih problema u geometriji te je drugi najpopularniji
problem na listi od 99 "dugo otvorenih, ali ne previse poznatih matematickih problema
koje je jednostavno objasniti, ali ne i rijesiti" [3]. Prirodno je dosjetiti se dva najjednostav-
nija oblika: kvadrata duljine stranice 1 i polukruga duljine radijusa 1. Dozvoljena kretanja
oblika duz hodnika su rotacija i translacija. Kvadrat se pomice duz hodnika translacijom,
dok se kretanje polukruga sastoji od translacije, rotacije za 90° te opet translacije. Budué¢i
je povrSina polukruga radijusa duljine 1 jednaka 5 ~ 1.57, a povrsina kvadrata duljine
stranice 1 jednaka 1, ocigledno je da je polukrug povoljnije rjeSenje zadanog problema od

kvadrata. [l

Slika 1: Kvadrat smjesten u Slika 2:  Polukrug smjesten u

L—hodnik L—hodnik

2 Potraga za optimalnim kaucem

Potraga za optimalnim kaucem koja je i danas aktualna ima snazno uporiste u ¢injenici
da su vrlo poznati matematicari J. Conway, M. Guy i K. Falconer dokazali egzistenciju

rjeSenja, odnosno optimalnog kauc¢a koje ne mora biti nuzno jedinstveno [3].

Gornja ograda za povrSinu kauca
S obzirom da smo u egzistenciju rjesenja problema pomicanja kauca sigurni, vrlo je za-

nimljivo pokusSati saznati viSe informacija o tom mozda jo$ uvijek nepoznatom obliku i

ISlike 1 i 2 preuzete su iz [1]



njegovoj povrsini. Za pocetak, mozemo se pitati koja je gornja ograda povrSine trazenog
oblika. Upravo je na ovo pitanje odgovor dao J. M. Hammersley, dokazavsi da gornja

ograda povrsine iznosi 21/2 ~ 2.828. [5]

Teorem 1. Gornja ograda za povrsinu kauca koji se pomice duz L—hodnika jednicne Sirine

121081 2\/5.

Dokaz. Promotrimo slucaj kada kau¢ rotiramo za 45° u smjeru kazaljke na satu. Parame-
trom h parametriziramo udaljenost izmedu vanjskog kuta hodnika i dijela koji predstavlja
ravni dio hodnik. Ako kau¢ moze prolaziti kroz hodnik jedini¢ne Sirine, mora biti smjesten

unutar osjencanog podrucja. Razlikujemo dva slucaja:

1. Kauc se moze smjestiti u trokut ¢ija je osnovica duljine 2h+2 i visina na tu osnovicu

duljine v/2. Tada vrijedi 0 < h < v/2 — 1.

Slika 3: Gornja ograda prvi slucaj

Povr§ina cijelog trokuta ¢ija je osnovica duljine 2h + 2 te duljina visine na osnovicu
h+1 jednaka je Py(h) = w = h?+42h+1. Povr§ina manjeg trokuta osnovice
duljine 2h i duljine visine h iznosi P»(h) = 22 = h?. Povrfina osjencanog dijela
jednaka je P3(h) = Pi(h) — Py(h) = 2h + 1. U ovom slu¢aju maksimalna povrsina
kauca postize se za h = V2 — 11 iznosi 2¢/2 — 1 ~ 1.828.

2. Kau¢ se ne moze smjestiti u trokut c¢ija je osnovica duljine 2h 4+ 2 i visina na tu

osnovicu duljine V2. Dakle, tada vrijedi V2-1<h<V2

Povrgina trokuta ¢ije je osnovica duljine 2v/2 te visina duljine v/2 iznosi Py(h) =

w = 2. Povrs§ina trokuta osnovice duljine 2h te visine duljine h jednaka

je Ps(h) = % = h2. Povrsina paralelograma osnovice duljine v/2 te visine duljine

1 — /2 + hiznosi Ps(h) = v2(1 — V2 4+ h) = v/2h + v/2 — 2. Povrsina osjen¢anog



Slika 4: Gornja ograda drugi slucaj?

dijela jednaka je Py(h) = 2Ps(h) + Py(h) — Ps(h) = —h? +2v/2h —2+2v/2. U ovom

slu¢aju maksimalna povrsina kauca postize se za h = V2 1 iznosi 2v/2 ~ 2.828.

Iz navedena dva sluc¢aja, slijedi da je maksimalna povrsina kauca 2v/2 ~ 2.828, §to je i

trebalo dokazati. O

Nakon malo vise od pedeset godina D. Romik i Y. Kallus poboljSavaju tvrdnju ovog
teorema i dokazuju da je gornja ograda za povrSinu kauca jednaka 2.37 [2]. Tijekom
dokaza promatra se familija poligona koji predstavljaju presjeke hodnika koji se pomice
oko kau¢a u raznim situacijama. Autori su implementirali kod u programskom jeziku
C++ te nakon 480 sati rada, softver je potvrdio njihovu tvrdnju. Prvo rjeSenje problema

pomicanja kauca koje je bilo na tragu optimalnog predstavljeno je u sljede¢em odlomku.

2.1 Hammersleyjev kauc

Uz gornju ogradu za povrsinu kauca koju je odredio 1968. godine Hammersley je po-
kusao odrediti optimalni oblik kauca. Predlozio je rjeSenje koje je konstruirao tako da
je polukrug duljine polumjera 1 prepolovio (os kojom raspolavlja polukrug prolazi kroz
sredi§te polukruga), a nastale Cetvrtine kruga spaja pravokutnikom kojem je izrezan dio
polukruznog oblika kao Sto prikazuje Slika Cilj je odrediti vrijednost nepoznanice x
za koju ¢e povrsina D(z) danog oblika biti maksimalna. Povr§ina Getvrtine polukruga

radijusa duljine 1 iznosi A = 7. Povr§ina pravokutnika stranica duljine z i 1 jednaka

xr $27T

je B(x) = x. PovrSina izrezanog polukruga radijusa duljine § iznosi C(r) = %%, Tada

2Slike 3 i 4 preuzete su iz [6]



e D(z) = 2A + B(z) — C(x), a maksimalna vrijednost postize se za @ = 2 i iznosi

2.207.
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Slika 5: Hammersleyjev kauc

2.2 Matematicka konceptualizacija osnovnog problema

Definiramo L—hodnik tako da vrijedi: L = Ljopiz U Lyers pri ¢emu su:
Lhom'z = {(x,y) S R2 < 170 < Yy < 1}’

Lyere = {(2,y) eR* 1y <1,0< 2 < 1}

Problem pomicanja kauca je odrediti oblik koji se neprekidno giba (dozvoljena kretanja su
rotacija i translacija) od Ly, do Lyeq 1 pri tome ostaje unutar L— hodnika. Promatramo
ekvivalentan problem na nacin da je kauc¢ kojeg zelimo odrediti fiksiran, odnosno da se ne

pomice kroz hodnik, nego da se hodnik pomice oko kauca. Oznac¢imo s

cost —sint

sint cost
matricu rotacije te s X: [O, ﬂ — R? neprekidan put za koji vrijedi X (0) = [0, O}T. Ovaj
put nazivamo rotacijski put, a on opisuje gibanje unutarnjeg kuta hodnika pri ¢emu ¢

parametar predstavlja kut rotacije. Posebno je X (%) = [_71, %]T te X (g) = [—1,0]T.

Jasno je ukoliko kauc¢ S, pridruzen rotacijskom putu X, zadovoljava

m

Sx € Lnonz () (X(8) + Ri(L)) N (X (2

™
0<t<T

)+ R (Luens),

onda se neprekidno giba duz L—hodnika. étoviée, zbog maksimiziranja povrsine pod-
skupovnost se moze zamijeniti jednakos¢u. Problem se sada svodi na odredivanje rota-
cije hodnika tako da oblik kojeg promatramo ima najve¢u povrsinu. Klju¢ problema je

promatrati Cetiri tocke koje su tangencijalne tocke izmedu cetiri zida hodnika i kauca.



Slika 6: Rotacijski i klju¢ni putevi [}

Budué¢i da hodnik rotiramo i translatiramo, navedene tocke odreduju cetiri puta koje
nazivamo kljucni putevi te redom oznacavamo s A(t), B(t), C(t) i D(t) (Slika [6). Oz-
nac¢imo s I',(¢) skup kljuénih tofaka; na primjer, u slucaju koji prikazuje Slika[f vrijedi
.(t) ={X, A, B,C, D}. Jasno, za razli¢ite vrijednosti parametra ¢ skup klju¢nih tocaka
je drugadiji. Upravo ¢e nam I',(¢) biti vazan u daljnjem razmatranju problema, jer ovisno

kako je on definiran, imat ¢emo Sest slucajeva koje ¢emo promatrati. Definirajmo joS$

cost —sint

e = te vy = , ortonormiranu bazu vektorskog prostora R%. Uo¢imo da
sint cost

za derivacije vektora vrijedi pj = v te v, = —p;. Sljedeéi teorem opisuje veze izmedu

rotacijskog puta X te klju¢nih puteva A(t), B(t), C(t), D(t), pri ¢emu je ( , ) oznaka za
skalarni produkt.

Teorem 2. Neka su A(t), B(t), C(t) te D(t) neprekidni kljucni putevi te X derivabilan

rotacijski put u tocki t. Tada vrijeds:
LA(t) = X(8)+ (X'(8) , e+
2. B(t) = X(t) + (X'(t) , pu)e,
3. C(t)=X(t) —(X'(t), vi)p + 11,
4. D(t) = X(t) = (X'(t) , ve)pue.
Dokaz. Dokaz teorema moze se pronadi u [IJ. O

Definicija 1. Neka je f : R — R realna funkcija. KaZemo da je f klase C° ako je f
neprekidna. Funkcija f je klase C* ako je ;;—kkf(x) neprekidna funkcija. Ako je C%f(a:)

neprekidna za svaki k£ € N, onda je funkcija f klase C°.

3Preuzeto iz [1]



Na kraju ovog potpoglavlja uvodimo jo$ jednu geometrijsku pretpostavku o rotacij-

skom putu X.

Definicija 2. Kazemo da se rotacijski put X dobro ponasa u t, t € <O, §>, ako X ima

neprekidnu drugu derivaciju u ¢ i ako vrijedi sljedece:
1. Ako je X(t) klju¢na tocka, onda je (X'(t), v) > 01 (X'(t), p) <O.
2. Ako je A(t) definiran, onda je (A'(t) , v;) > 0.
3. Ako je B(t) definiran, onda je (B'(t) , v;) < 0.
4. Ako je C(t) definiran, onda je (C'(t) , u) <O0.
5. Ako je D(t) definiran, onda je (D'(t) , ;) > 0.

Direktno iz definicije slijedi da su klju¢ni putevi A(¢), B(t), C(t) i D(t) klase C'.
Kao s$to ¢emo vidjeti u sljede¢em poglavlju, pretpostavka da se put dobro ponasa u ¢

¢e se pokazati korisnom tijekom pojednostavljivanja jednadzbi.

3 Familija Sest diferencijalnih jednadzbi

Predstavljamo Sest diferencijalnih jednadzbi koje rotacijski put mora zadovoljavati u raz-

li¢itim slucajevima kretanja kauca.

Teorem 3. Neka je X rotacijski put, Sx kauc, T'y(t) skup kljucnih tocaka te A(t), B(t),
C(t) i D(t) kljuéni putevi. Neka je t € [0,%] takav da se X dobro ponasa u t. Tada
je nuZan uvjet da bi Sx bio rjesenje problema pomicanja kauca taj da X u t zadovoljava

jednu od Sest diferencijalnih jednadzbi ovisno o skupu kljucnih tocaka T, (t):
1. T'.(t) ={4,C,D}

" —1 2sint —2cost ,
X"(t) = R, + X't . (1)
2cost 2sint

N[ =

2. T,(t) = {X,A,C,D}

" —1 sint —cost ,
X"(t) = R, + X' . 2)

3 3
200825 2smzf

N | —

10



3. T.(t) = {X,A,C}

—1 sint —cost

X"(t) = Ry + t) (3)
—1 cost sint
4 Fx(t) = {X,A,B, C}
—1 3sint 2 — cost
X//(t) —Rt 2 + 2 2 / ) (4)
—1 cost sint
5. Fx(t) = {A,B, C}
" —% 2sint —2cost ,
X"(t) = R, + X't . (5)
—1 2cost 2sint
0. Fx(t) = {X,A,B, C,D}
—1 3sint —3cost
X"(t) = R, HER K 2 X'(t)]. (6)
—% %cost %sint

Dokaz. Tzvest ¢emo (3)) promatrajucéi lokalne promjene kauca uslijed gibanja. Najprije
fiksirajmo malu pozitivnu vrijednost § i oznacimo ¢’ =t + 9. Ideja je opisati kretanje L—

hodnika rotacijskim putem X:

1. za s € [0,t] nastaje put X(s) kojeg opisuje unutarnja toc¢ka hodnika dok se hodnik

rotira oko tog unutarnjeg kuta,
2. translatiramo hodnik za vrijednost d u smjeru vektora p,

3. za s € [t,t'] nastavljamo put opisan unutarnjim kutem hodnika iz X (¢) + du; do

X(s) + dp rotacijom za kut s,
4. translatiramo hodnik za vrijednost 0 u smjeru vektora — i,

5. rotacija za s € [t’, g}

11



Oznacimo sa S oblik koji se nalazi u presjeku hodnika dobivenih navedenim nizom:

T

SX’ = Lhoriz N (X (2

)+ Ry (Luar)) 1 () (X(5) + Ry(D))

0<s<t

N () (X&) + rpe + Ri(L))

Usporedujuéi Sy i Sy, vidimo da se promjenom parametara podrucje u blizini tocke
X (t) smanjilo, dok se promjenom parametara u blizini tocke A(t) opisalo veée podrudje.
Dio oblika blizu tre¢e tocke C'(t) ostaje nepromijenjen jer za svaki s € [t, '] tijekom treceg
koraka vanjski zid hodnika je paralelan pu, te je tangenta klju¢nog puta C(s). Nadalje,
zbog pretpostavke da je X diferencijabilan u ¢, dio oblika koji je izgubljen aproksimira

paralelogram ¢ije su stranice 0.X'(t) i du; pa je njegova povrSina dana s:
(X" (1), v) 02| + 0(6%) = (X'(t), ) 62 + 0(6%), & =0, (7)

gdje jednakost slijedi iz pretpostavke da se X dobro ponasa u ¢. Sli¢no zakljuc¢ujemo da je
dobiveni dio paralelogram (zapravo pravokutnik jer A’(¢) je paralelan 14) ¢ije su stranice

dA'(t) i dpy. Povrsina pravokutnika je:
(A'(t), 1) 6% +0(6%), & —0. (8)

Usporedujuéi (7)) i (8) vidimo da, ako pretpostavimo da Sx ima najveéu povrsinu, mora,
vrijediti:

(X'(t) — A'(t),1y) > 0.
Nadalje, nejednakost:

(X'(t) = A'(t), 1) <0

takoder mora vrijediti jer smo mogli odlu¢iti u drugom koraku translatirati hodnik u
drugom smjeru, tj. u smjeru vektora —u,. Tada bi dio oblika opisan ranije bio dobiven

umjesto izgubljen te analogno ranije izgubljeni dio bio bi dobiven pa bi jednadzbama i

12



bio zamijenjen redoslijed u odnosu na ranije opisan nacin pojavljivanja. Prema tome,

ukoliko Zzelimo maksimizirati povr$inu, rotacijski put mora zadovoljavati identitet:
(X'(t) = A'(t),n) = 0. (9)

Ukoliko u drugom koraku translatiramo hodnik u smjeru vektora v;, rotacijski put X

zadovoljava identitet:

(X'(t) = C'(t), ) = 0. (10)

Deriviranjem izraza A(t) i C(t) iz Teorema [2| te uzimajuci u obzir u, = v, , V| = —pu,

dobivamo:

A'(t) = XI(t) + (XT(8), pue) ve + (X (8), piy) ve + (X7 (2), ) V1 + iy

= X'(t) + (X"(t), o) v + (X'(8), ) v — (X' (B), pae) pie + 12,

C'(t) = X'(t) — (X" (1), vi) e — (X'(8), ) pe — (X" (2), 1) i + v
= X'(t) = (X"(8), ve) g + (X (), pue) pe — (X" (), v2) v — pue.
Uvrstavamo dobiveni izraz A'(t) u (9):
(X'(t) = X'(t) = (X" (1), o) v — (X (&), v) v + (X" (), ) p1 — v v) = 0,
(= (X" (@), ) v — (X' (8), i) v + (X" (), ) p1 — v v2) = 0,
- <X//(t)>p“t> - <X/(t)7 Vt> + 0-1= 07
(X"(t), ) = — (X' (), i) — 1. (11)
Uvrstavamo dobiveni izraz C'(t) u (10)):
(X'(t) — X'(8) + (X"(8), va) pe — (X (8), pe) e+ (X" (), v0) v + paes ) = 0,
(X"(t) =) = (X'(t) — ) +0+ 1 =0,
(X"(t), ve) = (X" (), ) — 1. (12)

Nadalje, iz identiteta i slijedi . Preostali sluc¢ajevi dokazuju se analogno. [
Diferencijalne jednadzbe (1)) —(6) nije tesko rijesiti, a rjeSenja predstavljena u sljede¢em

teoremu koristit ¢e nam prilikom konstrukcije Gerverovog i ambideksterskog kauca.

13



Teorem 4. Opca rjesenja diferencijalnih jednadzbi —@ redom su:

aycost + assint — 1
Xl(t) = Rt + K1, (13)
—agcost +a;sint — %

_T1t2 ‘I‘ blt + b2

X~ R | © . (14
i §t — bl -1
C1 —1

X3(t) = Ry + Ka, (15)
(6)) +t
[ t4d -1

Xy(t) = Ry 2 ' + K4, (16)

Z 4 dit + dy

e1cost + egsint — 1
X5(t) = R, 2|+ s, (17)
—egcost +epsint — 1

cost + fysint —1
Xo(t) = r | ORI (18)
_—fgcosg—i—flsin%—l

pri cemu su kj = (Kj1,kKj2) , J =1,...,6 1 a;,b;,¢;,d;, e, fi, i = 1,2 proizvoljne realne

konstante.
Dokaz. Supstituirajmo y(t) = R_,X'(t) pri ¢emu je

cost sint
R_t ==
—sint cost

te napisimo sve diferencijalne jednadzbe u obliku y(¢). Na taj na¢in dobivamo Sest line-

arnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda y'(t) = Ty + v, pri ¢emu je T 2 x 2 matrica

0 -1
koeficijenata te v vektor. Na primjer, za jednadzbu (2)) je T = ) te v = ,
3 0 —32
dok su pripadne matrice za jednadzbu (3|) 7" = iv=| |. Nadalje, klasi¢nim
0 0 -1

postupkom rjeSavanja linearnih diferencijalnih jednadzbi prvog reda, metodom varijacije

konstante, dobivamo trazena rjesenja. O]

Napomena. Drugi na¢in dokazivanja Teorema [4 je direktna provjera. Uvrstimo rjeSenja
u jednadzbe @ Kako bi nam provjera bila olakSana, implementiran je
paket MovingSofas [4] dostupan u Mathematici. Sljedeci kod potvrduje da funkcije X (?),
j=1,2,3,4,5,6, zadovoljavaju diferencijalne jednadzbe ([I]—{€]).
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SofaODE; [t_] := RotationMatrix[t].

(1-1, -1/2) + {{28in[t], -2 Cos[t]}, {2Cos[t], 2Sin[t]}}.x1' [t]);
SofaODE;[t_] := RotationMatrix[t].

(1-1, -1/2) + {{sin[t], -Cos[t]}, {3/2Cos[t], 3/28in[t]}}.x; ' [t]);
SofaODEs;[t_] := RotationMatrix[t].

({-1, -1} + {{sin[t], -Cos[t]}, {Cos[t], Sin[t]}}.xs ' [t]):
SofaODE,[t_] := RotationMatrix[t].

(1-172, -1} + {{3/28in[t], -3/2Cos[t]}, {Cos[t], Sin[t]}}.xs [t]);
SofaODEs[t_] := RotationMatrix[t].

(1-172, -1} + {{28in[t], -2Cos[t]}, {2Cos[t], 28in[t]}}.xs ' [t]);
SofaODEg[t_] := RotationMatrix[t].

({-172, -1/2}+{{3/2sin[t], -3/2Cos[t]}, {3/2Cos[t], 3/28in[t]}}.xs'[t]);

Slika 7: Definiranje diferencijalnih jednadzbi

Table[Simplify[SofaODE;[t] ==x; ''[t]], {3, 1, 6}]

{True, True, True, True, True, True}

Slika 8: Potvrda rjeSenja diferencijalnih jednadzbi
4 Gerverov kauc

Promatraju¢i Hammersleyjev kauc¢, J. Gerver je predstavio rjeSenje koje ima veéu po-
vrsinu. U ovom poglavlju bit ¢e predstavljena konstrukcija Gerverovog kauca. Najprije

pretpostavimo da rotacijski put X zadovoljava sljedece uvjete:
1. rotacijski put X je klase C*°,

2. kau¢ Sy, pridruzen rotacijskom putu X, simetri¢an je obzirom na poloviste X (%),

3. za kljuéni put A(t) vrijedi A(0) = [1,0]",

(
{A,C,D}, 0<t<y,
{X7A7C7D}? SO

()= §{X,A,C}, ©<t<I-0

{XABCH Z-0<t<f—o,

k{AaBac}a %_‘;0<t< ga

pri cemu su 0 < ¢ < © < 7 dva kuta cije vrijednosti treba odrediti,
5. tijekom navedenih slucajeva iz (19) rotacijski put se dobro ponasa.

Uzimajuéi u obzir navedene pretpostavke, rotacijski put X tijekom slucajeva iz ((19)) mora

zadovoljavati odgovarajucu diferencijalnu jednadzbu (1] {5)). Prema tome, za rotacijski
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put mora vrijediti:

[ Xs(t), F-e<t<i.

Sada se problem svodi na odredivanje 22 parametra ¢, ©, K11, K12, K21, K22, - - K52, Gi,

b, ¢;, d;, e;, © = 1,2. Koriste¢i navedene pretpostavke odredujemo parametre. Iz uvjeta

simetrije obzirom na poloviste X (%) proizlazi:

X' (g—t): ; _01 X'(t).

Uzimajuéi u obzir (20 zaklju¢ujemo da vrijedi:

™

X;(5-t) = X1, teloy,

X! (g . t) = X4(t), t€p, O]

Iz uvjeta
1 0
X (5-1) = - Xj(8),
2 0 —1
slijedi:
€1 = ay, €2 = Q9.
Iz uvjeta
0
xp(5-1) = X;(1).
2 0 —1
slijedi:
s s s
di=—-—-0b = — - (2by — —).
1= 1 dy = by + 1 (20, 4)
Iz uvjeta
1 0
X (5-1) = X3 (t),
2 0 —1
slijedi:
s
Cy = C1 — 5

(20)

(21)

(22)

(23)



Iz pretpostavki A(0) = [1,0]" te X(0) = [0,0]” slijedi:

1 1
k11 =1 —ay, F12 =) g =—7. (24)

Bududi da zahtijevamo da je rotacijski put X klase C*°, slijedi:

Xi(p) = Xalp),  Xilp) = Xa(p), (25)
X5(0) = X5(0),  X3(0) = X3(0), (26)
WEo)-n(e) m(E-e)-xGoe) e
WG-)-n(os) NG-)-uGod) e

Dodatno, vrijede dva identiteta:

Xip)=B(5-0), X (5-¢)=D®) (29)

koji nastaju tijekom prijelaza iz slucajeva u . Uocimo da je druga jednadzba u (29))
suvisna, jer slijedi iz prve i pretpostavke da je kau¢ simetrican. Dakle, jednadzbe
— (29) c¢ine sustav 28 jednadzbi s 22 nepoznanice. Uoc¢imo da su druga jednadzba u
te jednadzbe u suvisne jer slijede iz jednadzbi (25— 26) te pretpostavke da je
kau¢ simetrican. Prema tome, potrebno je rjeSiti sustav 22 jednadzbe s 22 nepoznanice.
Ukupno se radi o 20 linearnih jednadzbi s nepoznanicama k1 1, K12, k2,1, K22, - -, K52, G,
bi, ¢, d;, e;, i = 1,2 te su dvije jednazbe nelinearne s nepoznanicama ¢ i ©. RjeSenja
sustava dana su u tablici, a mogu se pronaéi i u [4]. Uzimajuéi u obzir dane vrijednosti
parametara, Gerver je konstruirao kau¢ Slika [9] koji je omeden s 3 ravne i 15 zakrivljenih
linija. Uoc¢imo da su 5, 3 i 18 duzine te 1, 6, 12 i 17 kruzni lukovi kruznice duljine
polumjera 1. Nadalje, krivulje 2, 3, 7, 11, 15 i 16 su evolvente kruznice dok su 4 i 14

2

evolvente evolvente kruZnice.

Slika 9: Gerverov kaué¢
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©=0.681301509382724894

»=0.039177364790083641

a; = 1.210322422072688751

k1,1 = —0.2103322422072688751

1
CLQZ—Z

1
Ki2 = 3

by = —0.527624598026784624

ko1 = —0.919179292771593322

by = 0.920258385160637622

ko2 = 0.472406619750805465

c1 = 0.626045522848465867

k31 = —0.613763229430251668

co = —0.944750803946430751

k32 = 0.889626479003221860

dy = 1.313022761424232933

ka1 = —0.308347166088910014

dy = —0.525382670414554437

ka2 = 0.472406619750805465

e; = 1.210322422072688751

k5,1 = —1.017204036787814585

1
62:Z

1
Ks2 = 7

Tablica 1: Vrijednosti parametara Gerverovog kauca

Napomena. Evolventa kruznice je krivulja dobivena tako §to se na zadanu krivulju postavi

zamiSljeno zategnuto uze ¢iji se slobodni kraj prati dok se ono namotava po zadanoj

krivulji ili, obratno, dok se ono odmotava po krivulji.

Povrsina kauca iznosi 2.21953166 te je upravo Gerverov kau¢ do danas najbolje poznato

rjesenje. Tijekom potrage za oblikom veée povrSine naislo se na pitanja na koja se jo$

uvijek ne zna konkretan odgovor. Samo neka od zanimljivih pitanja su:

1. Postoji li asimetri¢na verzija Gerverovog kauc¢a vecée povrsine koja zadovoljava ((19)?

2. Postoji li kauc¢ konstruiran na nacin da se ne promatra lokalni maksimum povrsine

tijekom opisanih sluc¢ajeva?

3. Zasto se u konstrukceiji Gerverovog kauca nigdje ne pojavljuje slucaj kada je I',(¢) =

(X, A, B, C, D}?

Mozda se upravo konac¢no rjesenje problema krije kao odgovor na ova pitanja te zasigurno
matematicari nestrpljivo ¢ekaju rasplet ove price. Tijekom godina problem se promatra

iz razli¢itih perspektiva te se formuliraju mnoge druge zanimljive varijante inicijalnog

problema.
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5 Ambideksterski kauc

Matematic¢ari J. H. Conway i G. C. Shepard promatraju¢i problem pomicanja kauca,

postavljaju pitanje:

Kakav je 2D oblik najvece povrsine moguée pomicati kroz hodnik jedinicne Sirine koji

skrece lijevo pa desno (ili obrnuto)?

U ovom poglavlju predstavljen je oblik koji se naziva ambideksterski’ kau¢ te se sma-
tra aktualnim rjeSenjem ovog problema. Autor ambideksterskog kauc¢a predstavljenog u

nastavku je D. RomikE]. Pretpostavimo da rotacijski put X zadovoljava sljedec¢e uvjete:
1. rotacijski put X je klase C*°,
2. kauc¢ Sy, pridruzen rotacijskom putu X, simetrican je obzirom na poloviste X (%),

3. za klju¢ni put A(t) vrijedi

A0) = {1, 1} T, (30)

2
4, (
{A,C,D}, 0<t<p,
[.(t) = ¢ {X,A,B,CD}, g<t<T -3 (31)
| 1AB.C} F—B<t<i,

pri ¢cemu je 0 < B < 7 kut Cije vrijednosti treba odrediti,
5. tijekom navedenih slucajeva iz rotacijski put se dobro ponagsa.

Uoc¢imo da se svaki oblik Sx pridruzen rotacijskom putu X moze pretvoriti u "ambideks-
terski oblik". Klju¢ je upravo u pretpostavei (30). Ideja je tada konstruirati oblik dobiven
presjekom Sx i zrcalne slike Sy obzirom na pravac y = % Dakle, ukoliko zahtijevamo da

oblik ima maksimalnu povrsinu iz uvjeta Teorema [3| te navedenih pretpostavki slijedi:
Xl (t)7 0<t< Ba
X(t)= {Xe(t), B<t<F-p8, (32)

X5(t), §—-p<t<

B

N

4eng. ambidexterity - sposobnost ¢ovjeka jednako se dobro sluziti i lijevom i desnom rukom, pogotovo

u pisanju

Samericki matematicar, profesor s Odjela za matematiku Sveucilista u Californiji, Davis
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Slika 10: Konstrukcija ambideksterskog kauca

Sli¢no kao i u postupku odredivanja Gerverovog kauca, problem se svodi na odrediva-

nje 13 parametara 3, K11, K12, K61, K62, K51, K5.2,8i, fi, €, © = 1,2. Koriste¢i navedene

pretpostavke odredujemo parametre. Uzimajuéi u obzir (20)) zaklju¢ujemo da vrijedi:

X (5-1) =X, tel.).
Iz uvjeta
1 0
x;(5-1) = X5 (t),
2 0 —1
slijedi:
€1 = ay, €y = —Q2q.
Iz uvjeta
0
xp(5-1) = X(t),
2 0 —1
slijedi:

fo=(1-V2)fi.

Iz pretpostavki A(0) = [1, %}T te X(0) = [0,0]" slijedi:

1
K11 = 1 —ay, Ri2 = 57 as = 0.

Buduéi da zahtijevamo da je rotacijski put X klase C'* slijedi:

X1 (B) = X6 (6), X1 (8) = X (B),

%G WG -xGos

2

).

(33)

(34)

(35)

(36)

(37)

Uoc¢imo da je druga jednadzba iz suvisna jer slijedi iz druge jednadzbe te jed-
nadzbi i koje su dobivene iz pretpostavke da je kau¢ simetrican. Nadalje, pret-

postavka bit ¢e zadovoljena ako vrijedi:

Xi(8)=B@), X (3-8)=D(5-6).

20
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ali vidimo da je druga jednadzba suviSna jer slijedi iz prve te pretpostavke da je kauc
simetrican. Iz druge jednadzbe Teorema , jednadzbi iz te prve jednadzbe iz (38))
slijedi:
B(B) = Xo(B) + (Xg(8B), pe) vt
X1(B) = Xa(B) + (X1(8), ) i,
<X1(ﬁ)7ﬂt> Uy = 07
(X1(B), ) = 0. (39)

Sljede¢im teoremom predstavljene su vrijednosti 13 trazenih parametara.

Teorem 5. Sustav od ukupno 13 jednadzbi — s 13 nepoznanica 3, K11, K12, Ke.1,

K62, K51, K52, Qi, fi, €, 1 = 1,2 ima jedinstveno rjesenje:

B—arctan[ (\/f 1—\/\/5—1” (40)
ay = ey = 4sm5 \/4+\/71+8\/_+\/71—8\/_ (41)

as = ey =0, (42)

K12 = K62 = K52 = 5, (43)
kip=1—ay, (44)
Ke1=1— gal, (45)
Ks1=1— gal, (46)

; /83 + /120619 + 1510412 + ¥/420619 — 151042 .
1= )

31/2(2 = V2)
fo=(1—-v2)f. (48)

Dokaz. Dokaz teorema moZze se pronaci u [I]. O
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£=0.289653820817320941
ay = 0.875287362412732241 k1,1 = 0.12471263 7587267758

f1 = 1.202938908156911389 | kg1 = —0.167049816550309655
fo = —0.498273610464875672 Ko = %

e; = 0.875287362412732241 | k53 = —0.458812270687887068

1
62:0 I€5’2:§

Tablica 2: Vrijednosti parametara ambideksterskog kauca

Sljedec¢i teorem potvrduje svojstva ambideksterskog kauca koji je do danas najbolje

poznato rjeSenje ovog problema.

Teorem 6. Neka je X rotacijski put cije su vrijednosti parametara dane s 148)).

Neka je ¥ = SxNp(Sx) pri cemu je p zrealjenje obzirom na pravacy = % Tada je X2 oblik

koji se moZe kretati kroz hodnik koji skrece lijevo pa desno (ili obrnuto). Nadalje, jedino

rotacijski put X zadovoljava pretpostavke navedene na pocetku ovog poglavlja te uvjete iz

Teorema @ vVt € [0, g] \ {ﬁ, 5 — B} Poursina A ambideksterskog kauca X iznosi:

1
A:</3+2\/§+ </3—2\/§—1—|—arctan {5 (i/\/é—l—l—f/\/i—l)] ~ 1.644955.

Udaljenost \ izmedu krajnje lijeve i desne tocke ambideksterskog kauca X iznosi:

2
A= g\/4+ {/71+8\/§+ 6/71—8\@@2.334099.

Dokaz. Preostaje dokazati povrSinu A i udaljenost A buduéi da ostale tvrdnje slijede iz
prije navedenog. Dokazimo prvo udaljenost A\. Uocimo da je krajnje lijeva tocka kauca

C(3) = (Ci(5),3), a krajnje desna A(0) = (1,1). Iz navedenog zaklju¢ujemo:
T
r=1-6(3)
pa preostaje odrediti Cy (%) . Podsjetimo se da je C(t) dan s:
C(t) = X(t) — <X/(t), I/t> /,l,t + V.
Posebno, za t = 7 te pretpostavke slijedi:

(3)=%(3) - (X% (3) vz)rs+vs (19)
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C(m/2) y=1/2 A(0)

Slika 11: Krajnje tocke ambideksterskog kauca >
Uo¢imo da iz slijedi:

e1 0082t + eysin2t — L cost 4+ sint + K
X, (1) = 1 2 o) 5,1

J

—eg cos 2t + eq sin 2t — % sint — cost + Ks 2

—2¢; 8in 2t + 2e5 cos 2t + L sint + cost
xim=| " i ’ ,

2e5 sin 2t + 2eq cos 2t — % cost +sint

te uvrstavajuci ¢ = 7 dobivamo:

€a — % + R5.2
T —2ey +%
%(3)-
2 —2¢; + 1
Nadalje, vrijedi:
-1 0
Vr = 5 /"LE =
0 o

Uvrstavajuéi dobiveno u slijedi:
C(z) —€1+1+KJ5’1 B

2 1
€y — 5 +I€572

—61+1+l€5,1 ( 1) 0 -1
1

1
€2 — 5+ K52

—e1+ 1+ ks
e . +
_62—§—|—/€572_

—e1+ 1+ kK51 —
1 1
€2 — 5+ hs2—2e2+ 3

—e1+ Ks1

—eg9 + K52
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iz ¢ega zakljucujemo:

Tada vrijedi:
A= 1—}-61—/{5,1.

Nadalje, iz i slijedi:

D
/\:1+61—<1—§€1)

)
:1+61—1+—€1
3
8

—_= —61

3
8 1 . 5
:gz\/zur \/71+8\/§+ \/71—8\/5

9
:§\/4+\3/71+8\/§+\3/71—8\/§

Sto je i trebalo dokazati. Odredimo sada povr§inu A. Uo¢imo da zbog simetrije oblika ¥

za njegovu povrsinu vrijedi:

[ (¢ s - ! (s [ (r-3) o

(50)
pri Gemu su X (t) = [z1(t), z2(t)]", A(t) = [A1(t), Ay(t)]" i B(t) = [Bi(t), Bo(t)]". Uve-

dimo oznake:

|

A=14

Tada za I; vrijedi:

n- [
8

te za [y vrijedi:

(VB
|
@
N
| —
|
b
oy
S
S~—
~~_
o
=
=
QL
~
+
w\:\\
| (VB
®
/I\
|
o
oy
=
~~
I
=
—~
=
QL
~

Oznacimo:



te izvedimo podintegralnu funkciju za taj integral. Podintegralne funkcije za preostale

integrale izvode se analogno. Podsjetimo se da je A(t) = X (¢)+ (X'(t), ) v + i, te zbog
pretpostavke slijedi:

A(t) = Xolt) + (X4(8), ) i + e (51)

Direktno iz slijedi:

t_

sint-sint) + fy (cost-sini +sint-cosi) — cost +sint + kg1
2 2 2 ,

t
Xa(t) = fi (cost oS 5
fi(sint-cosi+cost-sini)+ fo(sint-sini —cost-cost) —sint — cost + kg

(52)
Nadalje, iz slijedi:

; in L i 3 1 a b t .
X4(t) = _§f1 (Cost'smi—l—smﬁcos )+§f2 (_Slnt‘51n§+005t'COS§)+smt+cost

13
2
%fl (cost-cosz —sint-sin%) + %fg (cost-sin% +sint - cos 3) —cost +sint

2 2
(53)
Uvrstavajuéi i u vrijedi:

3 .t 3 t
A(t) = Xg(t) + (—§~s1n§-f1+§-cos§-f2) Vg 4 1

3 .t 3 t —sint cost
:XG(t)—l— (—§‘Sln§'f1+§'COS§'f2) .

cost sint

X+ %sint(sin%-fl —cosé-fg) + cost
= X¢
Scost (—sin- fi+cosi- fo) +sint

iz Cega slijedi:

1 t 1 t t t
Ay (t) = sint (§~sin§-f1—§-§-f2+1) +cost(eos§-f1+sin§-f2) + Ko 1

t t 1 t 1 t
Ay(t) = sint (COS§-f1 +sin§-f2) —cost (§sin§f1 — §cos§f2+ 1) + Kg 2

AL(t) = sint + Z cost (%fl + cos %f2> :
Nakon odredivanja preostalih integrala, kona¢no rjesSenje iznosi A =~ 1.644955. Numericki
dokaz ove tvrdnje moze se pronaéi u paketu MovingSofas|4] koji je dostupan u Mathema-
tici. O
Do danas nije dokazano da je ambideksterski kau¢ ¥ rjeSenje problema. Potraga za
novim ambideksterskim kaucem je u tijeku, a mozda i nikada nece prestati. Ostaje nam

pricekati i vidjeti rasplet cijele ove price i hoce li se pokazati je li zaista Romik autor

konac¢nog rjesenja problema.
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6 Prakti¢ni rad

Proucavajuéi problem pomicanja kauca dosjetio sam se kako bi bilo zanimljivo i korisno
izraditi 3D model kauca. Koristeci Teorern toc¢nije jednadzbe 17]), konstruirao sam
u GeoGebri krivulje koje ¢ine rotacijski put Gerverovog kauca. Buduéi da su navedenim

jednadzbama dana opca rjesSenja, za konstantne vrijednosti uvrstio sam vrijednosti dane

u Tablici [1

Krivuljax]l |Krivulja(l.21cos(2t) - 0.25sin(21) ~ 0.3sin(1) - cos(t) - 0.21, 0.25cos(2t) + 1.21sin(21) - sin(t) - 0.5cos(r) ~ 0.25,1, 0, 0.04)
Krivuljax2 |Krivuljalcos(t) (-0.25 12 - 0.53t + 0.92) = sin(t) (-0.5t - 0.53 = 1) - 0.92, sin(t) (-0.25 - 0.53t + 0.92) + cos(t) (0.5t - 0.53 - 1) + 047, 1, 0.04, 0.68)

Krivulia x3 ||[Krivulja(cos(t) (0.63 - 1) - sin(t) (-0 94 = £) - 0.61, sin(t) (0.63 - 1) + cos(t) (-0.04 + 1)+ 0.80, 1, 0.68_ 7/ 2 - 0.68)

Krivulja x4 ||[Krivulja(cos(t) (-0.5t + 1.31 - 1) - sin(t) (-0.25 £+ 1.31t - 0.53) - 031, sin(t) (0.5 t = 1.31 - 1) + cos(t) (-0.25 £+ 1.31t- 0.53) = 047, t. = / 2 - 0.68. /2
-0.04)

Krivuliax5 ||Krivulja(l.2lcos(2t) + 0.25smn(2t) - 0.5cos(t) + sin(t) - 1.02, -0.25 cos(2t) + 1.21sin(2t) - 0.53sin(t) - cos(t) 025, t, w/2-0.04, n/ 2)

Slika 12: Jednadzbe krivulja

x3

x5

Slika 13: Prikaz krivulja

Nakon toga definirane su evolvente jedini¢ne kruznice. Upravo su evolvente i jedan od

razloga Sto je Gerverov kauc¢ vecée povrSine od Hammersleyevog.

evl = Krivulja(cos(t) + 1t sin(t) —2.34482179, sin(t) — t cos(t) — 0.0406342574,,0,0.5)

_ x= c?:s(t)+ tsin(t)—2.34 0<t<05
y = sin(t) — t cos(t) — 0.04
ev2 = Krivulja(— cos(t) — t sin(t)+ 1.1172053275, sin(t) — t cos(t) — 0.0406342574,t,0,0.5)

x = —cos(t) —t sin(t) + 1.12

<t<0.
y =sin(t) — t cos(t) — 0.04 }D_t>05

Slika 14: JednadZbe evolventi
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Zatim su definirana dva kruzna luka te tri duzine koje spajaju sve navedene krivulje te

daju konac¢ni oblik kauca.

K3 = Krivulja(cos(t) — 13482179, sin(t) — 0.0406342574,t, 7., k4 = Krivulja(cos(t)+ 0.1172953275, sin(t) — 0.0406342574, 1,0, g)
x = cos(t) — 1.34 x = cos(t) 4 0.12

- ¢ 157 <t <314 - 0<t<157
y =sin(t) — 0.04 } T y=sin(t) - 0.04 -

Slika 15: Jednadzba prvog kruznog luka  Slika 16: Jednadzba drugog kruznog luka

hl = DuZina({—1.34482179, —0.0406342574), (—2.34482179, —0.0406342574))

=1

h2 = Du%ina((0.1172953275, —0.0406342574), (1.1172053275, —0.0406342574))

=1

h3 = DuZina({—1.34482179,0.9593657426}, (0.1172953275, 0.9593657426))

= 146

Slika 17: Jednadzbe duzina

Slika 18: Model kauca

Sljedeca slika prikazuje 3D model nakon printanja.

Slika 19: 3D model kauca
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Napomena. Nakon §to se model izveze u .stl datoteku, prije printanja potrebno je na-
praviti nekoliko korekcija. Naime, na dijelovima presjeka krivulja, a pogotovo na rubnim
dijelovima kauca, potrebno je "popuniti" materijal kako bi model bolje izgledao. To je
potrebno napraviti buduéi da krivulje na rubnim dijelovima imaju male prekide zbog teh-
nickih nepreciznosti koje se dogadaju u proizvodnom procesu. Bez navedene korekcije,

odnosno malo namjestanja nakon printanja, model ne bi izgledao kao na prilozenoj slici.

7 Zakljucak

Problem pomicanja kauca kroz L—hodnik jedini¢ne Sirine jedan je od problema koje je
lako objasniti, ali ga je komplicirano rijesiti. Cilj je svakako $to je vise moguée pojednosta-
viti kauc te precizno opisati njegova svojstva. Kroz rad je opisano koristenje matematickih
alata pri pokuSaju odredivanja konacnog rjeSenja problema. Najznacajnije oblike kauca
konstruirali su J. M. Hammersley te J. Gerver. Upravo je Gerverov kau¢ aktualno rjesenje
problema. Ostaje pitanje mogu li se dodatne pretpostavke koje kau¢ zadovoljava zanema-
riti i hoce li se u buduénosti pokazati je li Gerverov kauc¢ konac¢no rjesenje problema. U
radu je takoder opisana konstrukcija 3D modela Gerverovog kauca. Pozadina konstrukcije
modela temelji se na teoremima koji su navedeni u radu. Intenzivnim proucavanjem doslo
se do jedne od varijanti problema, ambideksterskog problema pomicanja kauca, takoder
do danas nerijeSenog problema. Matematicari imaju zahtjevan zadatak, odgovoriti na
u 3D? Hoce li se uvodenjem tre¢e dimenzije morati promatrati vise od Sest diferencijalnih
jednadzbi? Koje pretpostavke mora zadovoljavati kauc¢ koji bi bio rjesenje takve varijante
problema? Preostaje vidjeti kakve ¢e promjene i pristupe problemu donijeti uvodenje
tre¢e dimenzije. Ipak, najbogatija ¢injenica u cijeloj ovoj pric¢i je da u postupku pronala-
ska rjeSenja vrijednost lezi u tome Sto kroz dugotrajnu proceduru i potragu za rjeSenjem
mozemo doc¢i do novih pristupa, varijanti problema i vrijednih novih matematickih znanja

kojih na pocetku istrazivanja nismo bili svjesni.
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Popis slika

(1 Kvadrat smjesten u L—hodnik| . . . . . . .. ... ... .. 0. )
[2 Polukrug smjesten u L—hodnik| . . . .. .. ... ... ... ... ... )
[3 Gornja ograda prvislucag| . . . . . ... ... o o000 6
[4 Gornja ograda drugi slucag| . . . . . ... .. .. oL oL 7
(5 Hammersleyjev kauc| . . . . .. .. ... oo oo 8
(6 Rotacijski 1 kljuéni putevy] . . . . . . .o o000 oo 9
[7 Definiranje diferencijalnih jednadzbi| . . . . .. .. ... ... 000 15
(8 Potvrda rjesenja diferencijalnih jednadzby. . . . . . .. ... .. ... ... 15
9 Gerverov kaud . . . ... 17
(10 Konstrukcija ambideksterskog kaucal. . . . . .. .. ..o 000000 20
(11 Krajnje tocke ambideksterskog kauca 2.(. . . . . .. .. ... ... 23
(12 Jednadzbe krivulya| . . . .. ... oo 26
(13 Prikaz krivulja] . . . . . .. .o 26
4 Jednadzbe evolventi. . . . . . . . . . . ... L 26
(15  Jednadzba prvog kruznog lukal . . . . . . .. ... o000 27
(16~ Jednadzba drugog kruznog luka) . . . . . .. ... ... 27
(17 Jednadzbe duzinal . . . . . . . . ..o 27
(U8  Model kaucal. . . . . .. .. o 27
19 3D model kaucal . . . . . .. .. ..o 27

Popis tablica

(1 Vrijednosti parametara Gerverovog kaucal . . . . . . . .. ... 18

[2 Vrijednosti parametara ambideksterskog kauca . . . . . . . ... ..o L. 22
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