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SAZETAK

Algebarski brojevi su rjeSenja polinomnih jednadzbi s racionalnim koeficijentima, a
proucavaju Se U teoriji brojeva. Minimalni polinom algebarskog broja je ireducibilni normirani
polinom s racionalnim koeficijentima najmanjeg stupnja koji ima taj broj kao korijen. Teorija
brojeva proucava svojstva minimalnih polinoma i njihovu vezu sa svojstvima algebarskih brojeva.
Algebarski brojevi igraju kljuénu ulogu u kriptografiji, teoriji automata i teoriji grafova, kao i u
ostalim granama matematike. Prou¢avanje algebarskih brojeva moze donijeti brojna zanimljiva

otkri¢a i primjene, poticuci tako daljnji razvoj matematickih teorija.

Kljucéne rije¢i: teorija brojeva, algebarski brojevi, algebarski cijeli brojevi



ABSTRACT

Algebraic numbers are solutions of polynomial equations with rational coefficients, which
we study in Number Theory. The minimal polynomial of an algebraic number is an irreducible
monic polynomial with rational coefficients of the smallest degree which has that number as a
rooth. Number Theory studies the properties of minimal polynomials and their connection with
the properties of algebraic numbers. Algebraic numbers play a key role in cryptography, automata
theory and graph theory, as well as in other branches of mathematics. Studying algebraic numbers
can bring numerous fascinating discoveries and applications, thus fostering further development
of mathematical theories.

Key words: Number Theory, algebraic numbers, algebraic integers



1. UvVOD

Algebarski brojevi su jedan od temeljnih koncepata u teoriji brojeva, koja proucava brojeve i
njihova svojstva. Teorija brojeva je grana matematike koja prouc¢ava brojeve u njihovim razli¢itim
oblicima i svojstvima, a prvenstveno se bavi cijelim brojevima. Algebarski broj je kompleksan
broj koji je korijen polinomne jednadzbe s koeficijentima u polju racionalnih brojeva. Drugim
rije¢ima, algebarski broj je broj koji se pojavljuje kao korijen polinomne jednadzbe s racionalnim
koeficijentima. Algebarski brojevi su u potpunosti karakterizirani svojim minimalnim polinomom,
koji je normirani polinom, najmanjeg stupnja, s racionalnim koeficijentima koji ima taj algebarski
broj kao svoj korijen. Teorija brojeva proucava svojstva minimalnih polinoma i njihovu vezu sa

svojstvima algebarskih brojeva.

Algebarski brojevi su vazno i zanimljivo podrucje proucavanja u teoriji brojeva jer imaju niz
zanimljivih svojstava. Na primjer, svaki algebarski broj moZe se jedinstveno izraziti kao zbroj

racionalnog broja i transcendetnog broja, koji je broj koji nije algebarski.

Algebarski brojevi su iznimno vazni u matematici jer omogucéuju opisivanje mnogih drugih
matematickih koncepata, poput simetrija geometrijskih tijela, te su temelj u mnogim podrucjima
matematike, poput algebre, analize i geometrije. Takoder, igraju klju¢nu ulogu u proucavanju
elipti¢kih krivulja, koje su temeljni objekti u algebarskoj geometriji. Jedna od vaznih primjena
algebarskih brojeva je u kriptografiji, gdje se koriste u kriptografskim sustavima poput RSA i
Diffie — Hellman protokola. Algebarski brojevi igraju klju¢nu ulogu u teoriji automata te u teoriji

grafova, gdje se koriste za modeliranje mnogih struktura, poput grupa simetrija grafova.



2. ALGEBARSKI BROJEVI U TEORIJI BROJEVA

U ovome poglavlju, objasnit ¢e se kvadratna polja i polja algebarskih brojeva.

2.1. Kvadratna polja

Pitagorina jednadzba

moze se rijesiti na nacin da se zapiSe drugacije, preciznije
y2=2z2-x%2=(z+x)(z — x).

Uredene trojke (x, v, z) prirodnih brojeva koje zadovoljavaju diofantsku jednadzbu x? + y? = z2
nazivaju se Pitagorine trojke. Ako su x,y,z relativno prosti tada uredenu trojku (x,y,z)
nazivamo primitivna Pitagorina trojka. Moze se pokazati da su sve primitivne Pitagorine trojke

dane sa:
x=m?—-n? y=2mn, z= m?+n?
gdje su m i n relativno prosti prirodni brojevi, razli¢ite parnosti, za koje vrijedi m > n.

. . =+ . Z— . - . . . - . .
Promotrimo sada izraze 2= i =%, Primijetimo da su z + x i z — x parni. Ako z i x substituiramo
2 2

gore navedenim jednakostima, dobivamo:

2 2 2
z—x m?+n’-m?+n® 2n®
2 2 -2 T
Spomenutom supstitucijom dobili smo da su % i % potpuni kvadrati. Navedeno vrijedi ako

su x, y, z relativno prosti.



Na primjer, uzmimo Pitagorinu trojku (5,12,13). Za nju vrijedi 5% + 122 = 132. Ako

+x . z— v - . . 1345 . 13-5 .
promatramo % i % u ovom konkretnom slu¢aju imamo da je - = 9i - = 4. Dobili smo

dasu % i ? potpuni kvadrati, kao §to smo gore pokazali za opceniti slucaj.

Pitanje je moze li se zakljuciti isto ako istu jednadzbu zapisemo u obliku
(x + yi)(x — yi) = z%
Drugim rije¢ima, slijedi 1i da su x + yi i x — yi kvadrati u odgovaraju¢em proSirenju prstena
cijelih brojeva. Kod problema koji su potpuno formulirani u skupu cijelih brojeva, prirodno se

namece potreba promatranja prosirenja prstena cijelih brojeva. To je dovelo do istrazivanja polja

algebarskih brojeva, od kojih su najjednostavnija kvadratna polja.

Navest ¢emo nekoliko osnovnih tvrdnji vezanih za polinome, koje ¢e nam u radu biti
potrebne, bez ulazenja duboko u razmatranje polinoma. Neka je K integralna domena (Cesto je to
i polje). Skup polinoma jedne varijable s koeficijentima iz K, uz standardno definirane operacije
zbrajanja i mnoZenja polinoma, ¢ini komutativni prsten s jedinicom i taj prsten ¢emo oznacavati
sa oznakom KJ[x]. Za polinom p(x) € K[x] stupnja n kazemo da je ireducibilan u prstenu

polinoma K[x] ako ne postoje polinomi q(x) i r(x) iz K[x] stupnja barem jedan za koje vrijedi

p(x) = q(x) - r(x).

Takoder, vrijedi i osnovni teorem o dijeljenju s ostatkom za polinome koji kaze da za svaki
polinom f € K[x] kojemu je vode¢i koeficijent invertibilan u K vrijedi da postoje jedinstveni

polinomi q,r € K[x] zakoje vrijedi
f=q-g+r, str <stg.

Definicija 2.1.1. Za kompleksni broj @ kazemo da je algebarski broj ako postoji polinom P(x) s

racionalnim koeficijentima koji je razli¢it od nul-polinoma i takav da vrijedi
P(a) = 0.

Za kompleksni broj koji nije algebarski broj kazemo da je transcendentan.



Na primjer, broj i je algebarski broj zato $to je nultocka polinoma f(x) = x2 + 1. S druge strane,
broj m je transcedentan jer nije algebarski broj zato §to ne postoji polinom s racionalnim

koeficijentima takav da mu je m nultocka.

Definicija 2.1.2. Za polinom
p(x) =agx®+ - +ax +a,,

za koji vrijede sljedeca svojstva:

p(x) € Z[x],

ag > 0,nzd(ay, ...,az) =1,

p(a) =0,

ako je po (x) € Q[x] za koji vrijedi py(a) = 0, tada je ’;0(;")) € Q[x],

p(x) je ireducibilan polinom nad poljem Q,
kazemo da je cjelobrojni minimalni polinom algebarskog broja a. Minimalni polinom

algebarskog broja a definira se kao

96) = b,
Dakle, minimalni polinom algebarskog broja « je ireducibilni normirani polinom g s racionalnim
koeficijentima za koji vrijedi
gla) =0.
Stupanj algebarskog broja a definira se kao stupanj njegovog minimalnog polinoma.

Teorem 2.1.3. Za svaki algebarski broj a postoji jedinstveni polinom s cjelobrojnim

koeficijentima
p(x) =agx®+ -+ a;x +a,

opisan u definiciji 2.1.2



Dokaz. Neka je P skup svih polinoma iz Q[x], razli¢itih od nul-polinoma, ¢iji je korijen a. Kako
je skup stupnjeva svih polinoma iz skupa P zapravo podskup prirodnih brojeva, postoji minimalni

element tog skupa. Neka je taj minimalni element m. Dakle, postoji p; (x) € Q[x] za kojeg vrijedi
stP, =m,
pi(a) = 0.

Uzmimo da je A najmanji zajedni¢ki viSekratnik nazivnika svih koeficijenata polinoma
p1(x). Pomnozimo li p;(x) s A dobivamo polinom Ap,(x) koji u sebi sadrzi cjelobrojne
koeficijente. Oznac¢imo ga sa p,(x) = Ap;(x). Uzmimo da je B najveéi zajednicki djelitelj svih
koeficijenata polinoma p,(x).Podijelimo p,(x) s B i pomnozimo ga s -1 ako mu je vodeci
koeficijent negativan. Time smo dobili polinom p(x) za koji tvrdimo da zadovoljava uvjete

teorema. Prva tri svojstva su o€ito zadovoljena. Neka je sada py(x) € Q[x] takav da vrijedi

po(a) = 0.
Ako podijelimo polinom p,(x) s p(x), dobivamo

Po(x) = p(x)q(x) +r(x),
gdje su g(x),r(x) € Q[x] i
str(x) <m-—1.
Iz ¢injenice da vrijedi
Po(a) = p(a) =0,

slijedi

r(a) =0,
pa zbog minimalnosti od m, polinom r(x) mora biti nul-polinom. Stoga, vrijedi da p(x)|po (x).

Pokazimo da je p(x) ireducibilan nad Q. Pretpostavimo suprotno, odnosno, da p(x) nije

ireducibilan. U tom slucaju bi vrijedilo
p(x) = ki (x)k;(x),

gdje vrijedi



1<stk;<m-1, i=1,2,
pa bismo imali
ki(x) =0
ili
ko(a) =0,

a to je protivno pretpostavci 0 minimalnosti stupnja od p(x). Time smo dobili kontradikciju,

odnosno, dobili smo da je p(x) ireducibilan nad Q.

Naposljetku, pokazimo jedinstvenost od p(x). Neka je e(x) € Q[x] polinom koji zadovoljava svih

pet svojstava navedenih u definiciji 2.1.2. Tada postoji polinom u(x) takav da vrijedi
e(x) = p()u(x).
Ireducibilnost od e(x) povla¢i da je u(x) konstanta, dok iz drugog svojstva slijedi da je
ulx) =1
pavrijedi: e(x) = p(x). [

U sljede¢em teoremu navest cemo glavno svojstvo skupa svih algebarskih brojeva, a to je
da skup svih algebarskih brojeva ¢ini polje. No, prije samog dokaza iskazat ¢emo jedan korolar

koji ¢e nam biti potreban za dokaz Teorema 2.1.6.
Korolar 2.1.4.

Nekasu f(x) i g(x) polinomi nad poljem K stupnjan, odnosno k, te nekasu a;, ... ... , &, 0dNOSNo

B4, ..., B Njihovi Korijeni. Tada su:

hy(x) =ﬁ ] (X—ai_ﬁj),
j=1 =1

o =[] e - )
j=1 =1

polinomi s koeficijentima iz K.



Primjer 2.1.5. Uzmimo neka dva algebarska broja, npr. a; = v2, B, = i. Za ta dva broja smo

sigurni da su algebarski zato Sto postoje odgovarajuéi polinomi kojima su oni nultocke. Konkretno,
V2 je nulto¢ka polinoma f(x) =x?—2, a i je nultocka polinoma g(x) = x> + 1. Ta dva
polinoma imaju svaki po dva korijena, odnosno, imamo a; = V2, a, = —V2, By =i, B, = —i.

Korolar 2.1.4. kaZe da polinomi
hi(x)=(x—=V2=D(x—V2+D)(x+V2—D(x+V2+i) i
h,(x) = (x - \/Ei)(x + \/Ei),

u svom standardnom obliku imaju koeficijente iz Q, jer polinomi f, g imaju koeficijente iz Q.

I zaista, nakon $to se ,,sredi“ svaki od ta dva polinoma, dobivamo
() =(x—-V2-)x—-V2+i)(x+V2—i)(x+V2+i)= x*—2x*+9,
ho(x) = (x —V2i)(x +V2i) = x2 + 2,
odnosno, dobili smo da polinomi h;(x) i h,(x) imaju koeficijente iz Q.
Teorem 2.1.6. Skup svih algebarskih brojeva ¢ini polje.

Dokaz. Neka su a i B # 0 algebarski brojevi. Trebamo pokazati da su a + g, af, —f i B~
algebarski brojevi. Neka su f(x) i g(x) minimalni polinomi od a i 8. Mozemo zakljuciti da su
a + B i af algebarski brojevi jer su korijeni polinoma h,(x) i h,(x), opisanih u korolaru 2.1, s

koeficijentima iz Q. Broj —p je algebarski jer je korijen polinoma g(—x), dok je broj g1

algebarski jer je korijen polinomax™g G) gdje je m stupanjod g. ]

Definicija 2.1.7. Za algebarski broj a kazemo da je algebarski cijeli broj ako njegov minimalni
polinom ima cjelobrojne koeficijente. To znac¢i da algebarski broj ima normirani cjelobrojni

minimalni polinom.
Propozicija 2.1.8. U skupu racionalnih brojeva, jedini algebarski cijeli brojevi su cijeli brojevi.

Dokaz. Svaki cijeli broj m je algebarski broj jer ponistava polinom

f(x)=x—m.



S druge strane, ako je %, gdje vrijedi

(mq) =1,

algebarski cijeli broj, tada vrijedi

(;) + a4 (;) +--+a, =0,

gdje su a4, ... a, cijeli brojevi. Ako pomnozimo navedenu jednakost s q", onda dobivamo
m" + a;gm™ ! + -+ a,q" = 0.

Dakle, g|m™ i zato vrijedi
$to znadi da je % cijeli broj. n

U nastavku ¢emo definirati kvadratna polja.

Definicija 2.1.9. Za prirodan broj a kazemo da je kvadratno slobodan ako je 1 najveci kvadrat
koji ga dijeli.
Definicija 2.1.10. Neka je d kvadratno slobodan cijeli broj takav da vrijedi

d+1.

Kvadratno polje Q(+/d) definira se kao skup svih brojeva oblika u + vv/d, gdje su u i v

racionalni brojevi, s uobi¢ajenim operacijama zbrajanja i mnozenja kompleksnih brojeva.
Ako se pretpostavi da broj d nije potpun kvadrat, nece se izgubiti opéenitost jer vrijedi
Q(Vdm?) = Q(Va),
za racionalni broj m koji je razli¢it od 0.

Za svaki element

a=u+wvvd

10



kvadratnog polja Q(~/d) definira se norma algebarskog broja a kao
N(a) = u? — dv?.
Dakle,
N(a) = aa,
gdje je
a=u-—vvd
konjugat od a.

Posebno, polje Q(+/—1) zove se polje Gaussovih brojeva koji su oblika u + vi. Lako se

dokaze da je Q(v/d) polje. Za takve brojeve norma se definira kao
N(a) = u? + v2.
Teorem 2.1.11. Ako vrijedi
d = 2(mod 4)
ili
d = 3(mod 4),

tada algebarski cijeli brojevi u kvadratnom polju Q(v/d) imaju oblik u + vv/d, gdje su u, v € Z.
Ako vrijedi

d = 1(mod 4),

tada su algebarski cijeli brojevi u kvadratnom polju Q(\/E) oblikas +t - 12—\/5, gdje su s it cijeli

brojevi.
Dokaz. Neka je
a=u+vvd

algebarski cijeli broj u Q(vd) te neka je

11



Tada je @ nultocka polinoma
f(x) =x%—ax +c.
Zaista, ako promatramo f(a), dobivamo
f(a) = (u+v\/a)2 —2u- (u+vVd) + u? — dv?
= u? 4 2uvVd + v2d — 2u? — 2uvVd + u? — dv? = 0.
Prema tome, racionalni brojevi a i ¢ moraju biti cijeli. Imamo
db? = a? — 4c

i bududi da je d kvadratno slobodan, vidimo da je b takoder cijeli broj. Neka je sada

d = 2(mod 4)
ili

d = 3(mod 4).
1z

db? = a* — 4c
slijedi

a? = b?d(mod 4).
Kako je opcenito kvadrat cijelog broja ili djeljiv s 4 ili kod dijeljenja sa 4 daje ostatak 1, vrijedi
a? = 0(mod 4)
ili

a? = 1(mod 4).

12



Zatim, vrijedi jedna od sljede¢ih tri mogucénosti:
b%d = 0(mod 4),
b%d = 2(mod 4)
ili
b%d = 3(mod 4).

Te tri mogucénosti slijede iz ¢injenice da je d = 2(mod 4) ili je d = 3(mod 4) i Cinjenice da je
kvadrat cijelog broja ili djeljiv s 4 ili kod dijeljenja sa 4 daje ostatak 1. Uzmimo prvi slucaj, a to je
daje d = 2(mod 4) i b? je djeljiv sa 4. U tom slucaju b%d ¢&e takoder biti djeljiv sa 4 jer je b? je
djeljiv sa 4 i time smo dobili prvu moguénost, odnosno, h?d = 0(mod 4). Isto tako bi dobili i
kada bi promatrali slu¢aj da je d = 3(mod 4) i b? je djeljiv s 4 jer svaki umnozak ¢e biti djeljiv

sa 4 ako mu je barem jedan od faktora djeljiv sa 4.

Druga moguénost je daje d = 2(mod 4) i b? pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1. To moZemo zapisati

kao: d = 4k + 2 i b? = 41 + 1, za neke cijele brojeve k,l. Tada imamo da nam je
b?d = 16kl + 4k + 8k + 2.
Iz toga slijedi da je u tom drugom slucaju b?d = 2(mod 4).

Treéa moguénost je da je b2d = 3(mod 4) i b? pri dijeljenju s 4 daje ostatak 1. To moZemo

zapisati kao: d = 4k + 3 i b? = 41 + 1, za neke cijele brojeve k, I.

Tada imamo da nam je b%d = 16kl + 4k + 12k + 3. Iz toga slijedi da je u tom drugom slucaju
b%d = 3(mod 4).

Kada bi a bio neparan broj, kongruencija a? = b?d(mod 4) ne bi vrijedila. Dakle, a je paran pa
je
a? = 0(mod 4).

Ako bi b bio neparan, tada bi bilo b%?d = 2(mod 4) ili b*d = 3(mod 4). Dakle b takoder mora

biti paran broj. Buduc¢i su a i b parni brojevi, iz toga slijedi da su u i v cijeli brojevi. Ako je sada

d = 1(mod 4),

13



onda vrijedi b?d = 0(mod 4) ako je b paran. U sluc¢aju da je b neparan, b%?d = 1(mod 4). Sada

iz a? = b%d(mod 4) slijedi dasu a i b iste parnosti. Stoga je broj
u-—v=g5 (a—Db)

cijeli. Stavimo

. . 1+Vd
Promotrimo sada izraz s +t- .

Kada bi u ovaj izraz substituirali varijable s i t gore

navedenim jednakostima dobili bi

1+Vd 1+Vd
t- =u—v+2v:

5 > =u—v+v+v\/3=u+v\/a.

Time smo dobili

14++/d
u+v\/3=s+t- >

Definicija 2.1.12. Invertibilni element (jedinica) u kvadratnom polju Q(vd) je algebarski cijeli

broj ¢ takav da je broj é algebarski cijeli broj.

Teorem 2.1.13. Vrijede sljedeca svojstva:

(1) N(aB) = N(a)N(B),
(2) vrijedi

N(a) =0
ako i samo ako vrijedi
a=0,

(3) ako je a algebarski cijeli broj u kvadratnom polju Q(\/H) onda je N () cijeli broj,

14



(4) ako je z algebarski cijeli broj u kvadratnom polju Q(vd), onda je z invertibilni element

ako i samo ako vrijedi
N(z) = +1.
Dokaz. 1) Uzmimo dva proizvoljna elementa a, § € Q(\/E) 1z toga slijedi da su a, 8 oblika
a=a+b\/3, B =c+f\/a, ab,cf €Q.
Po definiciji norme imamo da je
N(aB) = N(ac + bfd + (af + bc)Vd) = (ac + bfd)? — (af + bc)? d
= a?c? + 2acbfd + b*f?d? — a?f?d — 2afbcd — b*c*d
= a’c? 4+ b*f2d? — a®’f?d — b*c%d,
N(a) = N(a+ bVd) = a® — b?d,
N(B) = N(c+ fVd) = c? — f2d.
Zelimo pokazati da je N(afB) = N(a)N(B). Dobivamo,
N(a)N(B) = (a? — b%d)(c? — f?3d) = a®c? — a?f?d — b?c?d + b?f?%d?
i time smo pokazali da je N(af) = N(a)N(B).
2) Znamo da je N(a + bVd) = a? — b?d, no kao $to smo ve¢ prije spomenuli kod definiranja
norme, normu nekog kompleksnog broja @« mozemo zapisati kao N(a) = aa.
Ako je najprije N(a) = 0, iz toga slijedi da je aa = 0. Ako je aa = 0 onda iz toga slijedi da je

a = 0 jer ako je @ # 0 onda ¢e biti i @ # 0. Vrijedi i obrat, odnosno, ako je « = 0 onda je i
N(a) = 0.

3) Dokazano u teoremu 2.1.11.

4) Neka je z jedinica, z € Q(\/H) Po definiciji, ako je z jedinica, postoji z~! takav da je
zz7l=1.
Ako djelujemo s normom na ovu jednakost, dobivamo N(z)N(z™1) = N(1) = 1.
Buduéi su N(z) i N(z™1) cijeli brojevi, iz toga slijedi N(z) = +1. Neka je N(z) = +1.
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Iztogaslijedidaje z-z = 41, iz Cega slijedi i = + 7z algebarski cijeli broj.

Time smo pokazali da je z jedinica. [

Za kvadratno polje Q(vd) kazemo da je realno ako je broj d pozitivan cijeli broj. U

slu¢aju da je d negativan cijeli broj, tada takvo kvadratno polje nazivamo imaginarnim.

Teorem 2.1.14. Neka je d negativan kvadratno slobodan cijeli broj. Tada kvadratno polje Q(\/E)

ima invertibilne elemente +1. To su jedini invertibilni elementi, osim u slu¢ajevima kada vrijedi

Invertibilni elementi u kvadratnom polju Q(i) su =1 i i, dok su u kvadratnom polju Q(\/—S)

1+v-3 | -1+v-3

invertibilni elementi +1, >

Dokaz. Potrebno je pronaci sve algebarske cijele brojeve a takve da vrijedi

N(a) = £1.
Ako vrijedi
d = 2(mod 4)
ili
d = 3(mod 4),
onda a ima oblik
a=x++ y\/a,

gdje su x i y cijeli brojevi pa treba rijesiti jednadzbe
x? —dy? = +1.
Budu¢i da je d negativan, to slucaj

x?—dy?=-1
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otpada. Ako vrijedi

onda vrijedi
x? —dy? = 2y?

pa su jedina rjesenja (x,y) = (£1,0), otkuda je

a=+1.
Ako je
d=-1,
onda imamo jednadzbu
x2+y2=1
¢ija su rjeSenja (x,y) dana s
x=x1,y=
i
x=0y=41,
odnosno
a==+1,+i
Ako je
d = 1(mod 4),
onda a ima oblik
ety 1 +2\/3

pa je
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Ponovno, zbog

jednadzba

nema rjeSenja. Ako je

onda je

pa iz

slijedi

odnosno

Ako je

onda imamo jednadzbu

odnosno

d<o,

N(a) =-1

N(a) =1

a = +1.

xZ+xy+yr=1.
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slijedi

Ako je

onda je

x==1, a = +1.

Ako je

onda je

Ako je

onda je

y=1
x=0ilix=-1
1+V/=3 .. -1+V-3
ilia = :
y=_1'
x=0ilix=1
1-/=3 .. -1-/=3
ilia = :
2 2
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Realno kvadratno polje je polje koje prosiruje polje racionalnih brojeva i sadrzi kvadratni
korijen odredenog realnog broja. Invertibilni elementi u ovom polju su elementi koji imaju
multiplikativni inverz. Prije nego $to u sljede¢em teoremu iskazemo jedno svojstvo vezano za
invertibilne elemente, definirat ¢emo pojam Pellove jednadzbe koji ¢e nam biti potreban za dokaz

tog teorema.
Definicija 2.1.15. Diofantsku jednadzbu
x? —dy? =1,
gdje je d prirodan broj i nije potpun kvadrat, zovemo Pellova jednaZba. JednadZbu oblika
x? —dy? =N,
gdje su d i N prirodni brojevi i d nije potpun kvadrat, zovemo pellovska jednadzba.
Pellova jednadZba ima beskonacno mnogo rjesenja, a o nacinu rjeSavanja moze se vidjeti u [3].

Teorem 2.1.16. U svakom realnom kvadratnom polju postoji beskonacno mnogo invertibilnih

elemenata.
Dokaz. Brojevi

a=x+ y\/a
gdje x, y algebarski cijeli brojevi su algebarski cijeli brojevi u Q(+/d) s normom

N(a) = x? — dy?.

Ako vrijedi

x°—=dy- =1,
onda je a jedinica. No, jednadzba

x?—dy*=1
je Pellova jednadzba i ona, za kvadratno slobodni broj

d>1

ima beskona¢no mnogo rjesenja. [
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U grupi invertibilnih elemenata realnog kvadratnog polja postoji element koji djeluje kao
identitet za mnoZenje. Taj element je broj 1. Za svaki invertibilni element postoji drugi invertibilni
element koji pomnozen s njim daje 1. Nije tesko pokazati da invertibilni elementi u realnom

kvadratnom polju tvore grupu u odnosu na mnozenje.

Kao $§to smo vidjeli, problem pronalaska invertibilnih elemenata u realnim kvadratnim
poljima povezan je s Pellovim jednadZzbama. Spomenimo jos da je fundamentalno rjeSenje Pellove

jednadzbe najmanje rjesenje te jednadzbe u prirodnim brojevima.

Generatori grupe invertibilnih elemenata u realnom kvadratnom polju su elementi koji
mogu generirati sve ostale elemente te grupe. U kontekstu realnog kvadratnog polja, generiranje
se odnosi na koriStenje potenciranja i mnoZenja s generatorom kako bi se dobili svi ostali

invertibilni elementi u polju.

Korolar 2.1.17. Grupa invertibilnih elemenata u realnom kvadratnom polju @(\/E) ima dva

generatora —1 i €4, gdje je

eq=a+bVd

ili
a+ bVd
€a=—7

gdje je a + bv/d fundamentalno rjesenje jedne od Pellovih jednadzbi

x?—dy? =+1

x? —dy? = +4.

To zna¢i da se svaki invertibilni  element moze  zapisati u  obliku

+e€j7, gdje je n cijeli broj. Za generator €; kaZzemo da je fundamentalna jedinica kvadratnog polja

Q(\/H) Ako je x; + y;Vd fundamentalno rjeSenje Pellove jednadzbe

x? —dy? =1,

onda vrijedi
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x +yVd = (a+ b\/c_l)v,

gdje jev € {1,2,3,6}.

Definicija 2.1.18. Neka su «a i B algebarski cijeli brojevi kvadratnog polja Q(vd). Za broj a
kazemo da dijeli broj 8 ako postoji algebarski cijeli broj y kvadratnog polja Q(\/E) za koji vrijedi

B = ay.

U takvom slucaju piSemo «a | 5. Moze se zakljuciti da su invertibilni elementi djelitelji broja 1. Za

brojeve a i § kazemo da su asocirani ili pridruZzeni ako je a/f invertibilni element.

Za algebarski cijeli broj a kvadratnog polja Q(\/ﬁ) koji nije nula niti jedinica u tom polju,
kazemo da je ireducibilan ako je djeljiv samo s invertibilnim elementima 1 sebi asociranim
brojevima. Za algebarski cijeli broj m kvadratnog polja Q(\/H) kazemo da je prost ako nije nula ni
invertibilan element te ako ima svojstvo da ako vrijedi z| Sy, gdje su S i y algebarski cijeli brojevi

kvadratnog polja Q(vd), onda vrijedi | ili |y.

U skupu Z svaki prost broj je ujedno ireducibilan i obratno. U kvadratnom polju svaki prost broj

je ireducibilan no obrat ne vrijedi, odnosno, ireducibilni element ne mora biti prost.

Primjer 2.1.19. Broj 2 je ireducibilan u Q(v=5) jer iz

2=py
slijedi
NBN(y) = 4.
Budu¢i da jednadzbe
x% +5y%2 =42

nemaju cjelobrojnih rjeSenja, slijedi da vrijedi
N@p) =11
ili
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N(y) =+1
i onda je jedan od brojeva i y jedinica. S druge strane, broj 2 nije prost u Q(\/—_S) jer 2 dijeli
(1+V-5)(1-vV-5) =6,
ali 2 ne dijeli niti 1 ++/=5 niti 1 — v—5. Naime:
N2)=4
ne dijeli
N(1++v-5)=(1-V-5)=6.

Teorem 2.1.20. Ako je norma algebarskog cijelog broja a kvadratnog polja Q(\/E) jednaka +p,

gdje je p prosti broj, onda je broj a ireducibilan.

Dokaz. Pretpostavimo da je « = By, gdjesu S i y cijeliu Q(\/H) Prema teoremu 2.1.13 vrijedi
N(a) = N(B)N(y) = *p.

Iz ¢injenice da su N(B) i N(y) cijeli brojevi slijedi da jedan od njih mora biti jednak +1. Dakle,

slijedi dajeili g ili y jedinica, a drugi da je asociran a. ]

Teorem 2.1.21. Svaki algebarski cijeli broj a kvadratnog polja Q(vd), koji nije nula ni

invertibilni element, moze se zapisati u obliku produkta ireducibilnih brojeva kvadratnog polja

Q(Vd).

Dokaz. Ako a nije ireducibilan element onda se moze rastaviti kao umnozak Sy, gdje 1y nisu
invertibilni. Nastavljajuci ovaj postupak, faktoriziramo £ iy ako nisu ireducibilni. Ovaj proces
faktorizacije je konacan jer bismo inace dobilida je a = $;5, - ... Bn, gdje je n po volji velik a

nijedan od g; nije jedinica. 1z toga bi slijedilo :

IN(@)| = 1_[ IN(GB;)| = 2
j=1
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jer je |[N(B;)| prirodni broj veéi od 1, buduéi nijedan od B; nije jedinica. Time smo dobili

kontradikciju. [ |

Ovime je pokazano da uvijek postoji faktorizacija na ireducibilne faktore u @(\/E) no ona ne

mora uvijek biti jedinstvena.

Primjer 2.1.22. Promotrimo broj 14 i njegove dvije faktorizacije u Q(v—10):
14 =2-7=(2++v-10)(2 — v-10).
Brojevi 2,7,2 + v—10, 2 —v—10 su ireducibilni u Q(v—10).

Definicija 2.1.23. Za kvadratno polje Q(\/c_l) kazemo da ima svojstvo jedinstvene faktorizacije

ako se svaki algebarski cijeli broj kvadratnog polja Q(\/E) koji nije nula ni invertibilni element,
moze faktorizirati na ireducibilne faktore jednoznacno do na poredak faktora i zamjenu faktora

asociranim brojevima.

Definicija 2.1.24. Za kvadratno polje kazemo da je euklidsko ako algebarski cijeli brojevi u

Q(\/H) zadovoljavaju Euklidov algoritam, odnosno ako za algebarske cijele brojeve a,f u

Q(Vd), gdje je
B #0,
postoje algebarski cijeli brojevi y, § iz Q(v/d) takvi da vrijedi

a=Fy+96

IN(&)| < INB)I.

Teorem 2.1.25. Svako euklidsko kvadratno polje ima svojstvo jedinstvene faktorizacije.

Dokaz. Prvo ¢emo pokazati da ako su a i B algebarski cijeli brojevi u Q(vd) koji nemaju
zajednickih djelitelja osim jedinica, onda postoje algebarski cijeli brojevi x,y, € Q(vd) takvi
daje axy+ By, = 1.
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Neka je M skup svih brojeva oblika ax + By, gdje x i y prolaze skupom svih algebarskih cijelih
brojeva u Q(vd). Brojevi [N(ax + By)| su nenegativni cijeli brojevi, pa izaberimo element
e =ax, + By; skupa M takav da | N(e)| poprima najmanju pozitivnhu vrijednost medu

brojevima |N(ax + By)|. Primjenom Euklidova algoritma na brojeve a i e dobivamo
a=ey+46, NG| <IN()I

Tadajed = a —y(ax; + By,) = a(1 —yx,) + B(—yy,) € M. Prema definiciji od e imamo da
jeN(6)=0 tj. 6§ =0. Dakle, x = ey i e|a. Sli¢no se pokazuje da e | B pa je e invertibilni

element. Sada je i e~! jedinica i imamo

1=e"le=e""(ax; + By1) = ale™xy) + Be™"y1) = axo + BYo. -

Primjer 2.1.26. Sada dokazujemo da su kvadratna polja Q(vd) za
d=-11,-7,-3,—-2,—-1,2,3,5

euklidska. Neka su a i B algebarski cijeli brojevi u Q(vVd), gdje je

g #0.
Tada vrijedi
(44
— =u+vVd,
B
gdje su u i v racionalni brojevi. Odaberimo cijele brojeve x i y koji su najblizi brojevima u i v,
odnosno
0<| | < !
<lu-xl<5,
0<lv—yl<>
slbv-yl=5
Oznacimo
X+ y\/c_l =Y,

a— Py =24.
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Brojevi y i 8 su cijeli u Q(vd) i

N@) = N(@— 1) = NN (5-7) = NN (=) + 0= »)Va)

pa je

Ako je

onda je

a ako je

onda je

Prema tome, ako je

onda dobivamo

B
= N@BIN((u—x)* —dv —y)?)

IN@®| = NI [(u = x)? = dw - y)?.

d>0,

d 1
< _ 2 _ _ 2 «
S @-x?-dw-y’ sy

d<o,

1 1
0<(u—x)P+dv—y)?<-+-(-4d).

4 4

d=23-1,-2,

IN(&| < INB)I

pa je za te vrijednosti od d polje Q(Vd) euklidsko. Za

d=-11,-7,-3,5

postupamo drugacije. Uocimo da je u svim ovim slucajevima

d = 1(mod 4).
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Neka su u i v definirani kao prije. 1zaberemo cijeli broj z najblizi broju 2v i stavimo

U tom slucaju vrijedi

Nadalje, izaberimo cijeli broj x najbliZi broju u — %z I stavimo

= 1
=u-—x—3y.
U tom slucaju vrijedi
Ikl <5
— 2
Oznacimo
1+Vd
x+y =y,
2
a—pBy =24.

Iz toga slijedi da je

N(8) = N(B)(k? — ds?).

Buduc¢i da je
|d| <11,
imamo
|k? — ds?| §1+ 11-i< 1,
4 16
pa je

IN(8)| < |N(B)I, stosmoi htjeli dokazati.
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Teorem 2.1.27. Neka kvadratno polje Q(\/E) ima svojstvo jedinstvene faktorizacije. Tada svakom

ireducibilnom broju a kvadratnog polja Q(\/E) odgovara to¢no jedan prirodni prosti broj p za koji

vrijedi a| p.

Dokaz. Ireducibilni broj a dijeli cijeli broj N(a), dakle postoje prirodni brojevi koji su djeljivi s
a. Neka je p najmanji takav broj. Pokazat ¢emo da je p prost. Ako p nije prost tada bi vrijedilo
p = cd pa zbog svojstva jedinstvene faktorizacije a | ¢ ili a|d $to je kontradikcija jer je 1 <

c, d<p.

Pretpostavimo da a dijeli jos neki prosti prirodni broj b. Tada je najmanji zajednicki djelitelj od p
i b jednak 1, pa postoje cijeli brojevi x, y takvi da je px + by = 1. 1z ovoga, dakle, slijedida a | 1

Sto je kontradikcija i time smo pokazali da je prosti broj p jedinstven. ]

Teorem 2.1.26. Prosti brojevi kvadratnog polja Q(i) su prosti prirodni brojevi oblika

p =4k + 3,
faktori r i ' iz faktorizacije
p =nn'
prostih prirodnih brojeva oblika
p=4k+1,

broj 1 + i te brojevi koji su asocirani prethodno navedenim brojevima. To znaci svi brojevi koji

se dobiju iz njih mnoZenjem s +1 ili +i.

Ovaj teorem nec¢emo dokazivati, ali dokaz se moze naci u [3], Teorem 12.13.

2.2. Polja algebarskih brojeva

Motivacija uvodenja polja algebarskih brojeva dosla je iz rjeSavanja diofantskih jednadzbi,
najvise zbog rjesavanja Velikog Fermatovog teorema. To podrucje je srediSnja tema u algebarskoj

teoriji brojeva.
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Neka je a algebarski broj. Polje algebarskih brojeva Q(a) generirano s elementom « je
najmanje polje koje sadrzava i element a i skup Q. Za polje Q(a) kazemo da je jednostavno

algebarsko prosirenje polja Q. 1z definicije slijedi da je

0@ ={-3 1 1.9 € el 9@ 0},

odnosno Q(a) je skup svih kvocijenata oblika %, gdje su f i g polinomi nad Q i g(a) # 0.

Sljedeci teorem pokazuje kako se na jedinstveni na¢in moze prikazati svaki element iz Q(a).

Dokaz se moze naci u [3], Teorem 12.14.

Teorem 2.2.1. Svaki element 8 kvadratnog polja Q(a) moze se zapisati na jedinstven nacéin kao

n—-1

B=ay+aa+-+a, 10" =p(a),
gdje su ag, a4, ..., a,—1 racionalni brojevi i n stupanj algebarskog broja «a.

Neka je K = Q(a). Stupanj od K je definiran kao stupanj minimalnog polinoma od «a. 1z

prethodnog teorema vidimo da je IK vektorski prostor nad poljem Q dimenzije n koji ima bazu
{1,a,.....,a™ 1}
Ako je c bilo koji algebarski broj takav da je K = Q(c), onda je stupanj od ¢ takoder jednak n.

Polje algebarskih brojeva KK prosirenje je polja racionalnih bojeva kona¢nog stupnja. Moze
se zakljuciti da polje algebarskih brojeva sadrzi skup racionalnih brojeva i ima kona¢nu dimenziju

kao vektorski prostor nad skupom racionalnih brojeva.

Neka je skup {ay,..,a,} baza polja algebarskih brojeva K nad Q. Tada je K=

Q(ay, ..., ay) najmanje polje koje sadrzi skup racionalnih brojeva i algebarske brojeve ay, ..., ay,.

U sljede¢em teoremu ¢emo pokazati da Se neko proizvoljno polje algebarskih brojeva
Q(ay, ...,ay) moze dobiti kao jednostavno algebarsko prosirenje algebarskog polja
Q(ay, ..., ap—1)(a,). Uiskazu teorema navest ¢e se samo slucaj za n = 2 jer se onda opca tvrdnja

moze pokazati indukcijom.
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Teorem 2.2.2. Neka vrijedi

k=Q(B)

K = k(a) = Q(a,B).
Tada vrijedi
K= Q(),
gdje je
Yy =ua+vp
za neke cijele brojeve u i v.

Ovaj teorem ne¢emo dokazivati, no dokaz se moze naci u [3], Teorem 12.16.
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3. ALGEBARSKI CIJELI BROJEVI

U ovome poglavlju, objasnit ¢e se algebarski cijeli brojevi, ideali te jedinice 1 klase ideala.

3.1. Algebarski cijeli brojevi

Za algebarski broj koji ima cijele brojeve za koeficijente minimalnog polinoma kazemo da
je algebarski cijeli broj. Konjugati' algebarskog cijelog broja su algebarski cijeli brojevi. MoZe se
zakljuciti da su nultocke normiranih ireducibilnih polinoma s cijelim brojevima kao koeficijentima

algebarski cijeli brojevi.

Skup svih algebarskih cijelin brojeva, uz standardne operacije zbrajanja i mnoZenja
kompleksnih brojeva, ¢ini prsten. Takav prsten oznacava se s 0. Skup svih algebarskih cijelih

brojeva polja algebarskih brojeva je takoder prsten.

Neka je a algebarski broj s minimalnim polinomom p. Nazivnik algebarskog broja a
definira se kao najmanji prirodni broj a za koji polinom ap ima cjelobrojne koeficijente. Drugim

rijecima, broj a je najmanji zajednicki viSekratnik nazivnika koeficijenata polinoma p.

Lema 3.1.1. Neka je a algebarski broj i neka je a njegov nazivnik. Tada je aa algebarski cijeli

broj. Drugim rije¢ima, ako su @y, ..., @,, razli¢iti konjugati algebarskog broja a, onda je
a g . Apy

algebarski cijeli broj.

Dokaz se moze nac¢iu [3], Lema 12.17.

Neka je Ok prsten cijelih brojeva algebarskog polja IK. Za bazu prstena Ok nad skupom
cijelih brojeva kazemo da je integralna baza polja K. Elementi w;, ..., w, prstena Ok cine

integralnu bazu polja K ako i samo ako se svaki element a prstena O moze zapisati u obliku

17a aq, ..., &y kaZzemo da su konjugati od a ako su a4, ..., @;, nultocke minimalnog polinoma g od a.
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a=uUuw;+ -+ uU,wy,,
za cijele brojeve uy, ..., uy,.
Teorem 3.1.2. Za svako polje algebarskih brojeva IK postoji njegova integralna baza.
Dokaz se moze nac¢i u [3], Teorem 12.18.

Sada ¢emo navesti teorem koji govori kako se svojstva algebarskih cijelih brojeva mogu

iskoristiti za dobivanje rezultata 0 dekompozabilnosti polinoma.

Definicija 3.1.1. Zapolinom f € C[x] stupnja veceg od 1 kazemo da je nedekompozabilan nad C

akof =goh, g h€C[x],povla¢istg =1ilisth=1.
Teorem 3.1.3. Neka je
f(x) € Z[x]

normiran i dekompozabilan polinom nad poljem C. Tada je f dekompozibilan polinom nad Z. To

znaci da je polinom f dekompozibilan kao kompozicija dva normirana polinoma.
Dokaz se moze naci u [3], Teorem 12.19.
Teorem 3.1.4. Neka vrijedi
fx)=x"+ax" 1+ - € Z[x].
Ako vrijedi
nzd(a,n) =1,
onda je f nedekompozabilan polinom.

Dokaz se moze naci u [3], Teorem 12.20.

3.2. Ideali

lako Veliki Fermatov teorem nema direktnu primjenu u teoriji brojeva, pokusaj

dokazivanja tog teorema doveo je do snaznog razvoja teorije brojeva. Tako je u devetnaestom
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stolje¢u Ernst Eduard Kummer smatrao da ima dokaz Velikog Fermatovog teorema, ali njegov
dokaz je ovisio o jedinstvenosti faktorizacije za koju se pokazalo da nije ispravna. PokuSavajuci
ispraviti tu pogresku, Kummer je razvio ideju o idealnim brojevima. Pojam ideala se ovdje uvodi
zbog rjesavanja problema nejedinstvene faktorizacije u poljima algebarskih brojeva. Navest ¢emo
samo osnovne tvrdnje koje su nam za to potrebne, necemo ih dokazivati jer njihovi dokazi prelaze

okvire ovoga rada. Dokazi svih navedenih teorema mogu se naci u [3].

Definicija 3.2.1. Neka je K polje algebarskih brojeva i Ox njegov prsten cijelih brojeva. Za
neprazan podskup a skupa Ok kazemo da je ideal u polju algebarskih brojeva K ako zadovoljava

sljedeca svojstva:

(1) ako su a i B elementi skupa a, onda je « — 5 element skupa q,

(2) ako je a element skupa a i B element skupa O, onda je af8 element skupa a.

Teorem 3.2.2. Neka je a ideal u polju algebarskih brojeva IK. Tada postoje elementi y, ..., yn

skupa a za koje vrijedi da se svaki element a skupa a moze zapisati u obliku
a=uUys+ -+ UVn

gdje su uy, ..., u, cijeli brojevi.

Skup {y1, ..., ¥}, Opisan u teoremu 3.2.2, naziva se baza ideala a.

Neka su a i b ideali polja algebarskih brojeva. Produkt ideala definira se kao ideal koji se
sastoji od elemenata oblika a;b; + ---+ a;b;, gdje su ay,...,a; elementi ideala a i by, ..., b;

elementi ideala b.

Za elemente a4, ..., a,, skupa Ok skup svih brojeva oblika a;f; + -+ @nfBm, 9dje su

B, .-, Bm €lementi skupa Ok, ocito je jedan ideal, koji oznaGavamo s
a= (g, .., ay)
te a4, ..., a,, nazivamo generatorima od a.
Za ideal a kazemo da dijeli ideal b i piSemo a|b ako postoji ideal ¢ takav da vrijedi
b = ac.

Za ideal a kazemo da je maksimalan ideal ako je djeljiv samo sa samim sobom i s
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e = (1).
Za ideal a kazemo da je glavni ideal ako postoji element a prstena Ok za koji vrijedi
a=(a).

Teorem 3.2.3. Za svaki ideal a postoji ideal b takav da je ab glavni ideal. To¢nije, ideal b se moze

odabrati tako da vrijedi

ab = (c),
gdje je c cijeli broj. To znaci da ako je
b = (Bo, s Bm)
ideal, onda za ideal
a’l = (&, ...,ﬁ—m)
c Cc
vrijedi
aa l=¢e
Korolar 3.2.4. Ako vrijedi
ac = bc
i
¢ # (0),
onda vrijedi
a=h.

Korolar 3.2.5. Vrijedi a|b ako i samo ako vrijedi b C a.

Neka su a i b ideali polja algebarskih brojeva. Suma ideala oznacava se s a + b i definira
se kao skup koji se sastoji od elemenata oblika a + b, gdje je a element ideala a i b element ideala
b.

Za ideal p za koji vrijedi

34



p#e

p # (0)
kazemo da je prost ako za sve elemente y i § prstena Ok iz yd € pslijedidajey € pili § € p.

Lema 3.2.6. Neka su a i  elementi skupa O i c element skupa Z\{0}. Tada se element @ moze

zapisati u obliku
a=cf+vy,
gdje je y element kona¢nog skupa koji ovisi samo o ¢ i ima |c|™ elemenata te je n stupanj polja K.
Lema 3.2.7. Svaki ideal ima kona¢no mnogo djelitelja.
Propozicija 3.2.8. Ideal p za koji vrijedi
p#eip=(0)
je maksimalan ideal ako i samo ako je prost ideal.

Sljedeci teorem je osnovni teorem 0vog podpoglavlja. Dokaz ovog teorema temelji se na dokazu
teorema koji govori da se svaki prirodni broj moze rastaviti i na proste faktore te da je faktorizacija

jedinstvena do na poredak faktora.

Teorem 3.2.9. Svaki ideal koji je razli¢it od e i od (0) moze se prikazati kao produkt prostih ideala.

Faktorizacija ideala je jedinstvena do na poredak faktora.

Za element a prstena Ok kazemo da je djeljiv s idealom a ako a | < a >.Nekasu a i
elementi skupa Ok i a|la — S. Tada vrijedi @« = f (mod a). Tako se dobiva relacija ekvivalencije
na skupu O. Broj klasa ekvivalencije je konacan. Broj klasa modulo a zovemo norma ideala a i

oznacavamo s N(a) ili s Na.
Teorem 3.2.10. Norma ideala je multiplikativna. Drugim rije¢ima, vrijedi
NaNb = N(ab).

Neka je A prsten. Lijevi modul nad prstenom A ili lijevi A-modul je Abelova grupa (M, +)

takvadazasvea, b € Aix,y € M vrijede sljedeca svojstva:
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(1) (a+ b)x = ax + bx,
2)alx+y) = ax + ay.

Lako je provjeriti da iz definicije modula za a € A, x € M direktno slijede sljedeca svojstva:

1x = x,
a(—x) = —ax,
Ox=0

Ako umjesto prstena u definiciji modula uzmemo polje A, tada je M vektorski prostor nad A.
Neka je M A-modul. Za podskup S A-modula M kazemo da je baza skupa S ako vrijedi:

1. Skup S generira M kao A-modul.

2. Skup S je linearno nezavisan nad prstenom A.

U slucaju da je skup S baza za A-modul M, tada se svaki element x € M na jedinstven nacin moze
zapisati kao linearna kombinacija elemenata iz S. Za A-modul M kazemo da je slobodan ako ima

bazu.

Propozicija 3.2.11. Neka je {y, ..., ¥} baza ideala a i d diskriminanta polja algebarskih brojeva
K. Tada vrijedi

1
G2y 2
Na:( (yld Vn)> |
Lema 3.2.12. Za svaki ideal a vrijedi a|Na.
Korolar 3.2.13. Za svaki prosti ideal p postoji jedinstveni prosti prirodni broj p za koji vrijedi p|p.
Teorem 3.2.14. Neka je p prost prirodni broj ¢iji je rastav na produkt prostih ideala
<p>=pit-.p

te f; stupanj ideala p;, gdje je j = 1,..., 7. Tada vrijedi

elfl + "'+erf:,- =Nn.
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5. ZAKLJUCAK

Prouc¢avanje algebarskih brojeva je zanimljivo i bitno podrucje teorije brojeva. Ovi brojevi
intrigiraju matematicare stolje¢ima 1 igraju klju¢nu ulogu u mnogim granama matematike, kao i u
primjenama u drugim znanstvenim poljima. U ovome radu, bavili smo se temom algebarskih

brojeva u teoriji brojeva. Proucavane su njihove osobine i vazni koncepti povezani s njima.

Obradili smo kvadratna i algebarska polja. Ta polja imaju vrlo vaznu ulogu u teoriji brojeva

jer omogucuju proucavanje osobina algebarskih brojeva u opéenitom kontekstu.

Nadalje, objasnjeni su algebarski cijeli brojevi. To su algebarski brojevi koji su rjesenja
polinoma s cjelobrojnim koeficijentima. Algebarski cijeli brojevi €ine prsten koji se naziva prsten
cijelih brojeva. U tom prstenu smo izucili ideale, koji omogucuju razmatranje dijeljenja i

faktorizacije algebarskih cijelih brojeva.
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