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Poglavlje 1

Linearne jednadzbe

1.1 Uvod

U mnogim granama znanosti i djelatnostima postoje problemi koje nije moguée
direktno ili eksplicitno rijesiti pa se nastoji problem “linearizirati”, tj. aprok-
simirati nekim linearnim problemom koji se zatim rjeSava primjenom metoda
linearne algebre. Linearna algebra je grana matematike koja proucava vek-
torske prostore, linearne operatore i sustave linearnih jednadzbi te njihovu
reprezentaciju pomoc¢u matrica. U ovom radu su uvedeni osnovni pojmovi
linearne algebre koji ¢e nam trebati za bolje razumijevanje primjene linearnih
jednadzbi. Nakon toga ¢e biti navedeni problemi koji se rjeSavaju pomocu
sustava linearnih jednadzbi i to u znanostima kao Sto su kemija, geologija,
gradevinarstvo, fizika i slicne.



1.2 Osnovni pojmovi linearne algebre

Definicija 1.2.1 Neka je V neprazan skup na kojem su zadane binarna ope-
racyja zbrajanja + 'V x V. — V' 1 operacija mnoZenja skalarima iz polja F),
- FxV = V. KaZemo da je uredena trojka (V,+,-) vektorski prostor
nad poljem F ako vrijedi:

1. a+(b+c)=(a+b)+cVa,bceV,
. postoji 0 €V sa svojstvoma+0=0+a=a,Va €V,

. za svaki a € V postoji —a € V tako da je a + (—a) = —a+ a = 0;
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4. a+b=>b+a,Va,b e V;
5. a(fa) = (af)a,Va,p € F\Va € V;

6. (a+ B)a=aa+ fa,Va,5 € F\Va € V;
. afa+b) =aa+ ab,Va € F.¥a,b e V;
8

.lra=a,YaeV

Definicija 1.2.2 Neka je V' wvektorski prostor nad poljem F. Linearna
kombinacija vektora vy, ..., v, iz V je izraz oblika ajvy + - - - + anv,, gdje
suai,...,a, skalari iz F in € N. Linearna ljuska skupa S CV (oznaka
[S]) je skup svih linearnih kombinacija vektora iz S, odnosno

k
[S] = {Z:L‘iai:a:i e F,a; ES,kEN}
i=1

Definicija 1.2.3 Neka je V vektorski prostor nad F' i S = {ay, as,..., a3}, k €
N, konacan skup vektora iz V . KaZemo da je skup S linearno nezavisan

n

ako vrijedi aq, o, ..., q € F, Zaiai =0=>a1=as ==, =0. U
i=1

suprotnom kazemo da je skup S linearno zavisan.

Definicija 1.2.4 Jednadzbu nazivamo linearnom ako je tipa

a1r1 + asxs + - - - + ayx, = b,

gdje su xq,...,x, nepoznanice, a, ... ,a, koeficigenti i b slobodni ¢lan.



Definicija 1.2.5 Sustav linearnih jednadzbi nad poljem F se sastoji od
m linearnih jednadzbi s n nepoznanica, m,n € N:

a1 + a19x2 + - -+ a1, = by

a21T1 + A2 + * + + + Aop Ty = b2

Am1T1 + AQp2X2 + - - - + AppTy = bm

Skalari a;j,i=1,2,...,m,j =1,2,...,n, se zovu koeficijenti sustava,
aby,..., by, slobodni élanovi. Sustav jednadzbi (ili sustav tipa m x n) je
problem kod kojeg treba naci sve n—torke realnih brojeva v = (&1,...,&,)

takve da zadovoljavaju svih m jednadzbi sustava.

Sustav sa m jednadzbi i n nepoznanica, u matricnom obliku zapisujemo:
AX = B, gdje je:

ay;p Q12 ...01n

21 Q22 ...QA9,
A=

a1; a12 ...0Q1p

X stupcana matrica nepoznanica:

Definicija 1.2.6 KaZe se da je sustav linearnih jednadzbi homogen ako

vrijedi by = -+ = b, = 0 (svi slobodni koeficijenti jednaki nula). Opéi oblik
homogenog sustava je dakle:

a11T1 + Q129 + * - + ATy = 0
A91T1 + A22xo + +++ + Aop Ty = 0

Am1T1 + A2l + - - - + App Ty = 0
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odnosno AX = 0.

Propozicija 1.2.1 Homogeni sustav je uvijek rjesiv (matrica sustava i prosirena
matrica sustava imagu isti rang) jer ima barem trivijalno rjesenje. Skup svih
rjesenja homogenog sustava je vektorski prostor.

Propozicija 1.2.2 Homogeni sustav AX = 0 gdje je A € My, ,(F) (F polje
skalara) ima:

1) samo trivijalno rjesenje < r(A) = n,

2) i netrivijalna riesenja < r(A) < n.

Korolar 1.2.1 Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadzbi mangi
od broja nepoznanica uvijek ima 1 netrivijalna rjesenja.

Korolar 1.2.2 Homogeni sustav AX = 0 kod kojeg je broj jednadzbi jednak
broju nepoznanica ima netrivijalna rjesenja ako i samo ako je det(A) = 0.

Definicija 1.2.7 Rang matrice koja ima p redaka i q stupaca je brojr koji
zadovoljava sljedece:

r je mangi il jednak manjem broju od brojeva p i q,

r je jednak redu najveée minore matrice koji je razlicit od nule.

Minora (subdeterminanta) m-toga reda zadane matrice A s p redaka i q
stupaca (m < p,m < q) je determinanta matrice koja se iz A dobije od
elemenata preostalih nakon oduzimanja elemenata izabranth m redaka © m
stupaca. Rang matrice je takoder broj linearno nezavisnih stupaca matrice.

Definicija 1.2.8 Determinanta A — detA je funkcija definirana na skupu
svih kvadratnih matrica, a poprima vrijednosti iz skupa skalara. Determi-
nanta matrice definira se induktivno.

Determinanta prvog reda Determinanta matrice A = [a] je broj a.
. . . . 11 A12 .
Determinanta drugog reda Determinanta matrice A = a a je
2,1 Q22
broj 11022 — 41202 1-

a1 Q12 413

Determinanta treceg reda Determinanta matrice A = | az1 a2 ag3
asy agz2 ass
je broj
G222 A3 Q12 a1,3 Q12 A13
al,l — , + a , .
azz2 as;s3 as2 0asgs 22 A23




ay1 Qair2 -+ Q1n

) . . Q21 G232 -+ Q2n
Determinanta n-tog reda Determinanta matrice A =

Gp,1 Ap2 -+ Qpnp

)

je broj

n

detA = CLleetALl—(lg,ldetAgJ—i" : '+(—1)n+1an71d6t14n71 = Z(—l)k+1ak,1d€tz4k’1.
k=1

Definicija 1.2.9 Neka je A kvadratna matrica tipa nxn. Ukoliko postoji
matrica B takva da vrijedi AB = BA = I, gdje I oznacava jedinicnu matricu,
tada matricu A nazivamo regularnom ili invertibilnom matricom. Takav
B nazivamo tnverznom matricom matrice A i oznacavamo s A~t. Ukoliko
takva B ne postoji, matricu A nazivamo singularnom. Takoder, vrijedi da
je matrica reqularna ako i samo ako joj je determinanta razlicita od nule.

Teorem 1.2.1 Kronecker-Capelli Sustav linearnih algebarskih jednadzbi
AX = B ima barem jedno rjeSenje (rjesiv je), ako i samo ako je rang matrice
sustava jednak rangu proSirene matrice sustava, odnosno r([A|B]) = r(A).

Dokaz vidi u [6].

Posljedica: Neka sustav ima rjesenje i neka je n broj nepoznanica. Tada je
rjesenge jedinstveno ako i samo ako je rang(A) = n. Ako je rang(A) < n,
tada sustav ima beskonacno mnogo rjesenja koja su izraZena pomocu n —
rang(A) parametara.

Sustav nema rjesenja ako je r([A|B]) # r(A).

Definiciga 1.2.10 Prosirenu matricu sustava dobijemo kada pocetnoj
matrici dodamo stupac (stupce), odnosno matrici

11 Qr2 -+ Qinp
21 Q22 -+ Q2n
p1 Qp2 *°° Qpn
dodamo stupac
b1,1
52,1
bnl



1.3 RjeSavanje linearnih jednadzbi

Kako bismo lakse rjesavali sustave linearnih jednadzbi, koristimo matrice i
determinante.

Definicija 1.3.1 Elementarne transformacije sustava linearnih jed-
nadzbi su:

1. zamgena poretka dviju jednadzbi,
2. mnoZenje neke jednadzbe skalarom X\ # 0,

3. pribrajanje neke jednadzbe pomnoZene skalarom X\ nekoj drugoj jed-
nadzbi sustava.

Definiciga 1.3.2 Nad prosirenom matricom sustava moZemo primijeniti
sljedece transformacije:

1. mnoZenje retka matrice nekim skalarom razlicitim od nule,
2. zamjena dva retka matrice,

3. pribrajanje jednog retka drugom.

Definiciga 1.3.3 Dva sustava linearnih jednadzbi nad poljem F su ekvi-
valentna ako imaju isti broj nepoznanica i isti skup rjesenja.

Definiciga 1.3.4 Neka je € prostor rjesenja homogenog sustava AX = 0,
A€ My,(F), r(A) = r. Tada je dimQ = n —r. Posebno, za r(A) = n,
sustav AX = 0 ima samo trivijalno rjesenje.

Jedna od metoda rjesavanja sustava linearnih jednadzbi je Gaussova
metoda eliminacije. Rjesenje se dobije tako da se prosirena matrica po-
laznog sustava elementarnim transformacijama nad retcima svodi na gornje-
trokutastu matricu. Dobivent sustav ima ista rjesenja kao polazni sustav.

Propoziciga 1.3.1 Primjenom konacnog broja elementarnih transformacija
na dani sustav linearnih jednadzbi se dobiva ekvivalentan sustav. Dobiveni
sustav je sveden na jednostavniji pa ga je lakSe rijesiti, tj. cilj je Gaussova
algoritma matricu sustava svesti na oblik 1z kojeg je lako ocitati rjeSenje sus-
tava.



Postupak ¢emo demonstrirati nad sustavom od 4 jednadzbe s 4 nepoznanice:
Neka je

a1,1%1 + a1,2%2 + a1,3%3 + a14%4 = by

a2,1%1 + A29%2 + A23%3 + A24%4 = by

a3 121 + a3 2T2 + a3 3%z + a3 4Ty = by

4171 + 42%2 + Q4373 + 4474 = by

zadani sustav prikazan matricno (prosirena matrica sustava):

11 Q12 A13 dAi4 ’
Q21 QA22 Q23 G24 | by
az1 Aag2 a3z G34 |
Qg1 Qa2 A43 A44 |

Neka je a;y # 0. Stavimo m;; = a;1/a11, t = 2,3,4.
i oduzmemo prou jednadzbu pomnoZenu s m; od i-te jednadzbe (i = 2,3,4)
te dobijemo matricu:

by

11 A2 Q13 Q14

! / ! /
0 Qoo Q23 Qg4 | by
! ! ! /
0 a3y ass ajsy | by
! / ! /
0 Auo Qu3 Qy4 A

gdje SU a;j = Q; 5 — M;101 5 1 b; = bz — mi,lbl.

Time je parametar x, eliminiran iz tri preostale jednadzbe. Brojevi m;; ko-
Jima se u postupku eliminacije mnozi prva jednadzba se zovu multiplikatori.
Neka je i ahy # 0. Tada stavimo m;p = ajy/ay,, i = 3,4. i oduzmemo drugu
jednadzbu pomnozenu s m; o od i-te jednadzbe (i = 3,4). Dobivamo:

11 A12 Q13 A14 | by
0 a/2,2 CL/2,3 CL,2,4 |0
0 0 ag’73 ag,4 | by
0 0 ajy ajy | 0]

. " !/ NI / /
gdje su aj; o~ Miaas 5, 1 b = by — my 2bh.

Konacno, stavimo m; 3 = al5/a% 5,1 = 4 i oduzmemo trecu jednadzbu pomnoZenu
s m;3 od cetvrte jednadzbe. Rezultat je gornje trokutasti sustav

7
= a;

11 Air2 AaA13 a4 \ by
0 a’z,z a/2,3 a’274 |0
0 0 a§'73 a§74 | b3
0 0 0 af | b



n

. _ ! " N/ N/ /!
gdje su a;’; = aj ; —myzas ;0 b = b —m; 3b5.

Z'7j
Cetvrta jednadzba sadrzi samo nepoznanicu x4 pa rjesenje dobivamo odmah:
/1
_ b4
Ty = a” :
4,4

Dobivenu vrijednost uvrstimo u trecu jednadzbu © dobivamo xs. Daljnjim
uvrstavanjem dobivamo xs i x1. Time smo dobili jedinstveno rjesenje (x1, T2, T3, T4).

Jedno od svojstava Gaussove metode je ¢injenica da u primjeni nije potrebno
unaprijed utvrdivati je li zadani sustav uopcée rjesiv. Naime, Gaussova me-
toda u svojoj osnovi ima racunanje ranga matrice sustava te ce eventualna
nerjesivost sustava (tj. ¢injenica da matrica sustava i proSirena matrica sus-
tava nemaju isti rang) tijekom izvodenja algoritma postati ocita. Vidi [6].

Definicija 1.3.5 Kaze se da je sustav AX = B Kramerov ako je A € M,
(A kvadratna matrica reda n € N) i ako je A reqularna matrica.

Propozicija 1.3.2 Kramerov sustav AX = B je rjesiv, a rjeSenje mu je
jedinstveno i dano formulom C = A™'B.

Osim rjesavanja sustava linearnih jednadzbi provodenjem Gaussove metode
eliminacije na prosirenoj matrici, Kramerov sustav je moguce rijesiti na
sljedeci nacin:

1) Odredimo determinantu D = det(A).

2) Za svaki k =1,2,...,n odredimo determinantu Dy, koja se dobije tako da
se k-ti stupac matrice A zamijeni stupcem slobodnih ¢lanova B.

3) Rjesenje sustava je dano sa:

1.4 Primjena linearnih jednadzbi

1.4.1 Linearne jednadzbe u kemiji

Kod uravnotezenja kemijske reakcije koristimo sustave linearnih jednadzbi.
Kemigske jednadzbe se pisu u obliku R — P (reaktanti — produkti). Uz svaki
reaktant i produkt zapisuje se broj zvan stehiometrijski koeficijent. Stehiome-
trigski koeficijenti u danoj kemijskoj jednadzbi opisuju omjere mnoZina po-
jedinih reaktanata i produkata. Stehiometrijske koeficijente cemo oznacavati
kao mepoznanice x1,...,x,, a reaktante éemo oznacavati s ay,...,a,. U



jednadzbi, slobodni clanovi oznacuju produkt. Odredivanje stehiometrijskih
koeficijenata x1,...,x, svodimo na problem rjesavanja homogenog sustava
linearnih (kemijskih) jednadzbi. Ako znamo samo reaktante i produkte, jed-
nadzba reakcije nije izjednacena dok ne odredimo stehiometrijske koeficijente
suth reaktanata i produkata. Mora vrijediti da je za svaku vrstu atoma li
tona broj jedinki s lijeve strane jednadzbe jednak broju jedinki s desne strane.
U slucaju da su poznati svi reaktanti i svi produkti, problem se mozZe svesti
na rjesavanje sustava linearnih jednadzbi.

Primgjer 1.4.1 (UravnoteZenje kemijske reakcije)

Svaka tvar ima svoju kemijsku formulu. Uzmimo za primjer sljedecu re-
akciju.

CyHg + Oy — COy + Hy0O —nije ujednacena (balansirana)

Ovo je sustav od 3 jednadzbe s 4 mepoznanice. Sustav postavljamo na
sljedeci nacin 1 tako da koeficijenti uz nepoznanice predstavljaju broj atoma
s ligeve 1 s desne strane:

022371:333
X:6$1:2£B4
O :2xy =213+ 14

Odnosno, sustav:

2[171—5133:0
6x; — 224 =0
21‘2—21'3—1‘4:0.

Ovo je sustav od 3 jednadzbe s 4 nepoznanice pa primjenom opisane Ga-
ussove metode eliminacije dobivamo rjesenje:

1 1
I1—§$4:0 = T1 = =T4

7 7
I2—6I4:0 = Ty = =T4

x3—§x4:O = x3:§x4



gdje je x4 proizvolyna varijabla, stoga je parametarsko rjesenje u ovisnosti
o parametru xy. Primjerice, za x4 = 6 dobivamo:

1 = 2,1‘2 = 7,ZE3 =1
Iz ovoga slijedi jednadzba uravnoteZene reakcije:

202H6 + 702 — 4002 + 6HQO

1.4.2 Linearne jednadzbe u geologiji

Geologija je znanost koja proucava strukturu, evoluciju i dinamiku Zemlje
v njensh prirodnih mineralnih 1 energetskih resursa. QObuhvaca vise grana,
a jedna od njih je ona koja sadrzi kristalografiju, mineralogiju, petrologiju i
geokemiju, a koje se bave tvarima i sastavom Zemlje. Mineralogija (i kris-
talografija) se bave mineralima. Minerali su prirodni elementi i spojevi s
odredenim homogenim kemaijskim sastavom i uredenim atomskim sastavom.
Sastavni su dio Zemljine kore i nastaju prirodnim procesima (kemijski spo-
jevi). Minerali nastaju kristalizacijom, a dijele se ovisno o vrsti sudionika u
procesu, nastanka. Takoder, minerali su sastavni dio stanica u ljudskom or-
ganizmu. U geologiji (mineralogiji) se koristi linearna algebra za rjesavange
problema odredenih kombinacija minerala i opisivanje tih preobrazbi, kao 1
stvaranje novih minerala. Metamorfizam je promjena mineralnog sastava i
strukture stijene.

Primger 1.4.2 (UravnotezZenje metamorfne reakcije)

Problem wuravnoteZenja kemijske reakcije minerala moZemo opisati kao
sljedeci sustav: u kompozicigi n minerala u n-dimenzionalnom sustavu, koja
je linearna kombinacija ovih minerala potrebna kako bi nastao mineral y?

Uzmimo za primjer nastajanje biotita. Reakcija je prikazana sljedec¢om
shemom:

garnit + klorid + muskovit — kianit + biotit + kvarc + HyO

pri cemu su kemijski zapisi ovih reaktanata garnit (FeaM gy)Al2Si30;2,
klorid (FeaM g7) AlgSisO20(OH )16, biotit Ko(FegM gs3)AlySigOo0(OH )y, kvarc
SZOQ, kianit AleZO5 1 muskouvit (KF)Q(AZQOg)g(SZOQ)G
UravnoteZenje ove reakcije moZemo zadati kao problem: Koja linearna kom-
binacija kvarca, muskovita, kianita, klorida, garnita 1 HyO je potrebna kako
bi nastao biotit? Matematicki je prikazano sljedecim sustavom jednadzbi:
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11Qt + xoMu + 23Ky + x4Ch + v5Ga + v H,O = Biotit

odnosno,
(Si02) x1-14+ax9-3+x3-14+24-54+25-3+26-0=
(AlO(3/2)) x1-0+mx9-3+a3-24x4-6+25-2+126-0=2
(FeO) - 0+ax2-04+23-04+24-2+25-24126-0=
(MgO) x1-0+x9-04+a3-0424-T+x5-14+26-0=
(KO(1/2)) x1-04+ax9-1+23-0+24-0+25-0+26-0=
(HyO) z1-04+x9-1+23-0424-8+25-0+x6-1=2

ili w matricnom prikazu:

131530 T 6
03 26 20 T 2
000220 3 | | 3
00071290 gy || 3
01 00O0O Ts 2
010801 T 2

Rjesenje smo dobili koristeci opisanu Gaussovu metodu eliminacije i pri-
kazuje se sljedecom jednadzbom:

1.25Gar + 0.25Chl + 2.0Mus = 1.0Biot + 4.0Ky + 1.0Qt + 2.0H,0

1.4.3 Linearne jednadzbe u gradevini

U gradevini se za racunanje nosiwvosti nosivih i nenosivih konstrukcija te
odredivanje njihovih dimenzija koristi linearna algebra. Uzevsi u obzir odredene
norme i uvjete, koji su definirant iz matematickog modela stvarnog svijeta
(dakle, aproksimiraju stvarnu konstrukciju), radi se proracun za odredeni
gradevinski element. Jedna od primgjena linearnih jednadzbi u gradevini je
racunange sila koje uzrokuju progib (stupanj deformacije) nosivog elementa,
na primgjer grede.

Primger 1.4.3 (NalazZenje sila iz zadanih progiba grede)
Neka je zadana greda (Stap, Stapna konstrukcija). Pod djelovanjem sila

Stap dozZivljava progib pa nas zanima kako 1z zadanog progiba pronaci sile
koje su uzrokovale taj progib. Zadajmo n tocaka na Stapu koje cemo zvati
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c¢vorovi. Promatrat cemo $tap kao da je njegova masa koncentrirana u tih n
tocaka. Sukladno tome slijedi da sile mogu djelovati samo u tim cvorovima.
Takoder, progib promatramo samo u ¢vorovima. Polazimo od dvije osnovne
pretpostavke, koje u matematici zovemo svojstvo linearnosti. U fizici i
gradevini se ova pravila zovu princip superpozicije stla. To su sljedeca
pravila:

1. Pri istovremenom djelovanju dviju sila progibi se zbrajaju.
2. Koliko puta poveéamo silu, toliko puta se poveca progib.

Oznacimo s a;, progib u ¢voru i pod djelovanjem jedinicne sile u cvoru k.

. .
atk ' Qik 1 Qkk nk

Slika 1.1: Pomak Stapa pod djelovanjem jedini¢ne sile u ¢voru k

Oznacimo s f1,..., fn ukupne progibe, a s Fy, ..., F, sile u ¢vorovima.

Slika 1.2: Pomak Stapa pod djelovanjem razli¢itih sila u ¢vorovima

Problem nalaZenja sila iz zadanth progiba svodimo na rjeSavanje sustava
linearnih jednadzbi.
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Tada vrijede sljedece jednadzbe:

anFy +apkh+ -+ o, By = h
ag1 Fy + g fs + -+ - + o B, = fo

an1F1+an2F2+"'+annFn:fn

Pretpostavimo sada da u c¢voru 1 djeluje sila Gy koja ponistava utjecaj
jedinicne sile u ¢voru k na c¢vor 1.

Fr=1
N i k \ n

' )
Gik

Slika 1.3: Pomak stapa pod djelovanjem jedini¢ne sile u ¢voru k, nakon uravnotezenja u

¢voru 1

Sada oznacimo s az(,? progib u cvoru i uslijed djelovanja jedinicne sile u

cvoru k. Tada vrijedi:
1 _ .
o, = Guag + oy, zat=1,...,n.

Posebno, u ¢voru 1 imamo:

0 = Girour + aig.

Odavde slijedi:

G = — 3,
a onda je
O‘El}:) =g —apgt, zai=2,3,...,n.
Nakon sto tako ucinimo za svaki k = 2,3,...,n, dobijemo koeficijente nakon

prvog koraka u Gaussovoj metodi. Slicno, moZe se pokazati da se koeficijenti
nakon drugog koraka dobiju kad u prva dva ¢vora djeluju sile koje ponistavaju
progibe pod djelovanjem jedinicne sile u ostalim cvorovima, itd.
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1.4.4 Linearne jednadzbe u fizici

Kako bismo prikazali nastajanje sustava linearnih jednadzbi uw modeliranju
odredenih fizikalnih problema, za primgjer ¢emo razmotriti kako se mjere strujni
tokovi u jednostavnoj elektricnoj mrezi.

Primgjer 1.4.4 (Racéunanje napona u otpornicima sloZenog struj-
nog kruga istosmjerne struje)

U ovom primjeru cemo koristiti metodu strujne petlje primjenjujuéi Oh-
mov zakon i Kirchhoffov zakon napona. Pretpostavija se da struja kruzi oko
svake petlje u mrezi.

R, R, R, R
a D
— R —
; P > | > -
~ | ' ] Fad d >
vaswala{ ) [ | Imis T TR H Ry( 1, “h‘-\
o S b 5 8 b . L
= - -1 2 i
R, R, R, R,
C —{ ——{"] N

Slika 1.4: SloZeni strujni krug istosmjerne struje

Dakle, v mrezi prikazanoj na slici 1.4, struja petlje kruzi oko zatvorenog
strujnog kruga "abed”. Tako struja tece kroz spoj koji povezuje b i c. Ohmov
zakon kaZe da je napon na idealnom otporniku proporcionalan struji koja tece
kroz otpornik. Na primjer, za spoj koji povezuje b 1 c,

Vie = Ro(I1 — 1),

gdje je Ry vrijednost otpornika u spoju koji povezuje b i c. Kirchhoffov zakon
napona kaze da je algebarski zbroj svih napona u zatvorenom strujnom krugu
jednak nula. Primjenjujuci ove zakone na krug "abed” sa slike 1.4 imamo

Vb + Vie + Vg = V.
Zamjena ummnoska struje i otpora za napon daje

RiL + Ro(I; — L) + RuI, = V.
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Ovaj postupak mozZemo ponoviti za svaku petlju pa dobivamo sljedece cetiri
jednadzbe:

(Rl + R2 + R4)]1 — RQ]Q - V
(Rl + 2R2 -+ R4)[2 - RQ[l - R2[3 = O
(R1+ 2Ry + Ry)l3 — Rols — Roly, =0
(Ry+ Ry + R3 + Ry)Iy — RoI3 = 0.
Uvrstavanjem Ry = Ry = 1w, Ry = 2w, R3 = 4w 1 V = 5 wvolti istosmjerne
struje (DC), sustav postage:
411 — 212 =5
—2114612—-213=0
—212+6I3—-214=0

—213+ 814 =0.
Ovo je sustav linearnih jednadzbi s cetiri nepoznate varijable, Iy, ..., 1y. U
matricnom prikazu:
4 =2 0 0 I 5
-2 6 -2 0 L | [0
0O -2 6 -2 I ] |0
0o 0 -2 8 1y 0

Sustav tma oblik Ax = b, gdje je A kvadratna matrica poznatih koefici-
jenata, odnosno vrijednosti otpornika u krugu. Vektor b je vektor poznatih
koeficijenata, odnosno napon primijenjen na svaku strujnu petlju. Vektor z
je vektor nepoznatih struja. Matrica sustava je reqularna Sto znaci da postoji
jedinstveno rjesenje koje glasi:

I, = 1.5426, I, = 0.5851, I3 = 0.2128, I, = 0.0532.

1.4.5 Linearne jednadzbe u strojarstvu

Primger 1.4.5 (Rastezanje elastiécne membrane)

Elasticna membrana je opnasti uredaj koji dijeli ili razdvaja dva fluida
(kontrola tlaka tekucine bez pomoénog napajanja, pri éemu je senzorni ele-
ment fleksibilna membrana, podlozna tlaku, npr. dijafragma, mijeh...). Elas-
nticna membrana u dvodimenzionalnoj ravnine s granicnim krugom

a4 a5 =1
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je rastegnuta tako da se tocka
P(ﬂ?l, IQ)

preslika u tocku
Q(yla y2>

sto je zadano preslikavanjem:
. U1 . o 5 3 T
()= (5 ()

U komponentama:
Y1 = 5$1 + 3I2

Yo = 3x1 + dT2

Zadatak: Pronadite glavne smjerove, odnosno smjerove vektora
X (tocke P) za koje je smjer vektora poloZaja Y (od Q) isti ili
toéno suprotan. Kakav poloZaj poprima graniéna kruzZnica pod
ovom deformacijom? Slika:

v

X1

Slika 1.5: Nedeformirana (kruznica) i deformirana (elipsa) membrana
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Rjesenje:
Trazimo vektore X takve da je Y = AX. Buduéi da je Y = AX, dobivamo da
je AX = \X, odnosno jednadzbu problema svojstvenih vrijednosti. Dobivamo
jednadzbe:
5371 + 3372 = )\:cl

3LL’1 + 5.7}2 = )\l’g

(5— /\)l’l +3(L’2 =0
3z + (B =Nz =0

Karakteristicna jednadzba:

=(5-2)?-9=0

5—XA 3
3 5—=2A

Rjesenja istog sustava (kvadratne jednadzbe) su Ny = 8, Ay = 2. Brojevi A1, A
su traZene svojstvene vrijednosti. Za X = Ay = 8, nas sustav postaje sljedece:

—3.’13'1 + 3.1'2 =0

333’1 —3.1'2 =0

Rjesenje: x1 = xo, x1 proizvoljan realan broj, npr. uzmimo xr1 = xo = 1. Za
Ao = 2 nas sustav je sljedeci:

3.771 + 3.732 =0
3.771 + 3.732 =0
Rjesenje: x9 = —x1,21 € R.
Uzmimo npr. x1 =1, o = —1. Tako dobivamo kao svojstvene vrijednosti od

A, na primger [1 1}T odgovara \i, a [1 —1]T odgovara A, ili je neki od
njih pomnoZen skalarom razlicitim od nule. Ouvi vektori zatvaraju kutove od
45° 1 135° s pozitivnim dijelom x1-0si i oni odreduju glavne pravce.
Svojstvene vrijednosti pokazuju da je membrana na glavnim pravcima
rastegnuta faktorima 8 i 2, respektivno. Prema tome, ako uzmemo ove pravce
kao smjerove novog Kartezijevog sustava, ujuy umjesto x1xo, recimo s
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pozitivnom uy-poluosi u drugom kvadrantu u xi1xo sustavu, te ako stavimo
Uy = 1cos@ i us = rsin @, tada granicna tocka nerastegnute
kruzne membrane ima koordinate cos ¢ sin ¢.
Tako nakon rastezanja vrijedi:
21 = 8¢0S ¢, 29 = 2sin ¢.

Posto je cos® ¢ + sin® ¢ = 1, dobivamo da je deformirana granica elipsa

2 2
<1 2y
§+§—1.

U sljedecem primgjeru su za rjeSavanje problema primjenjene linearne jed-
nadzbe u matricnom obliku pa se prvo uvodi opis modela problema.

1.4.6 Linearne jednadzbe u biologiji

Primger 1.4.6 Pojednostavljeni problem populacijske dinamike

Leslijev model rasta populacije je model kojim moZemo odrediti dobnu raspo-
djelu, npr. Zivotinja. Svojstvenim vrijednostima Leslijeve matrice se odreduje
struktura neke populacije nakon odredenog (duljeg) vremenskog perioda.

Leslijev model opisuje rast populacije s obzirom na odredenu dob. Neka je
nagstarija dob Zenske populacije neke Zivotinje 9 godina. Neka se populacija
digeli na tri klase od 3 godine po svakoj. Neka je Leslijeva matrica dana sa:

0 2.3 04
L=[lLk]=[06 0 o0
0 03 0

gdje je 1k prosjecan broj kéeri rodenih od jedne Zenke tijekom vremena kad
je u dobnoj klasi k, a lj;_1, j = 1,2, je podjela Zenki u dobnoj klasi j — 1
koje ce prezivjeti 1 prijeci u klasu 7.

(a) Koliko ée Zenki biti u svakoj klasi nakon 3,6,9 godina, ako svaka klasa u
pocetku ima 400 Zenki?

(b) Za koju ée se pocetnu raspodjelu broj Zenki u svakom razredu promijeniti
u istom omjeru? Kolika je to stopa promjene?

Rjesenje:
(a) Za pocetak,
400
o) = | 400 | = (400,400, 400)
400
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Nakon 3 godine,

0 23 04 400 1080
2@ =Ley=| 06 0 0 400 | = [ 240
0 03 0 400 120

Slicno, nakon 6 godina je broj Zenki u svakoj klasi dan sa

() = Lay, = (600,648,72)

)

a nakon 9 godina sukladnim izracunom dobivamo

2(9) = La,, = (1519.2,360,194.4) .

)

(b) Proporcionalna promgjena znaci da trazimo vektor raspodjele X takav da
je LX = \X, gdje je X stopa promjene (rast populacije za X > 1, pad za
A<1).

Karakteristicna jednadzba (dobivena razvojem karakteristicne determinante
po prvom retku) je sljedeca:

det(L — M) = —\* —0.6(—2.3\ — 0.3-0.4) = —\* + 1.38)\ + 0.072 = 0.

Dobiveni pozitivni korijen je A = 1.2. Odgovarajuci svojstvent vektor X moze
biti odreden iz karakteristicne matrice

12 23 04
A—121= 06 -12 o |,
0 03 -—1.2

pri cemu je
1
X = 0.5 ,
0.125

gdje je x3 = 0.125 odabran, xo = 0.5 slyedi 12 0.3xo — 1203 =012, =1 w2
—1.2]71 + 231’2 + 04563 =0.

Kako bismo dobili pocetnu populaciju od 1200 kao prije, pomnozZimo X sa
1200/(1 + 0.5 + 0.125) = 738.

Zakljucak: Proporcionalni rast broja Zenki u tri klase ce se dogoditi ako su
pocetne vrigednosti 738, 369,92 u klasama 1, 2,3 respektivno. Stopa rasta cée
biti 1.2 svake 3 godine.
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Poglavlje 2
Zakljucak

Linearne jednadzbe koristimo u svakodnevnom Zivotu. Neke jednostavnije,
primjerice s jednom nepoznanicom koriste gotovo svi u raznim djelatnostima.
Pravilno formiranje linearne jednadzbe ili sustava linearnih jednadzbi je ko-
risno i primjenjivo u mnogim situacijama. Primjerice, u racunanju zarade,
potrosnje, Stednje i slicno te za predvidanje istih. Dakle, osim u matema-
tici, linearne jednadzbe se koriste i u drugim znanostima 1 djelatnostima. U
ovom radu su dani neki problemi koji se pojavljuju u drugim znanostima te
se za njthovo rjesavanje primjenjuju linearne jednadzbe, odnosno sustavi li-
nearnih jednadzbi, te svojstvene vrijednosti matrice. Iz navedenih ¢injenica
mozZemo zakljuciti da su primjena i vaznost navedenih pojmova vrlo znacajne
u svakodnevnom Zivotu. Svi navedeni sustavi linearnih jednadzbi se mogu lako
rijesiti uz pomoc matematickih alata kao $to su MATLAB [10], Mathematica,
Microsoft Excel i mnogih drugih.
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