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Sazetak

Matematika danas predstavlja jedan od temeljnih i nuznih ¢imbenika za razu-
mijevanje svijeta koji nas okruzuje, a njezina je primjena uvelike pridonijela
razvoju suvremenog druStva u svim njegovim podrucjima, $to ujedno uka-
zuje ne samo na vaznost matematike kao znanosti, ve¢ i na potrebu ucenja
i poucavanja matematike. Matematika je stoga i nastavni predmet ciji je
op¢i cilj obrazovanje i odgoj uc¢enika putem matematickih sadrzaja, a glavni
prenoSenje ucenicima odredenog sustava znanja, umijec¢a i navika. Vodeéi
se time, ucenike je potrebno nauciti medusobno razmjenjivati misljenja i
ideje, timski raditi te promisljati na nacin koji vodi do dubljeg razumijeva-
nja promatranih pitanja i sadrzaja, veée koherentnosti poznatih koncepata
te vece efektivnosti spoznajnih procesa i kriti¢nih procjena. Opisani nacin
razmisljanja predstavlja upravo matematicko razmisljanje, a sve spomenuto
pospjesuje razvoj vjesStina i znanja kojima ¢e se ucenici koristiti u osob-
nom, druStvenom i profesionalnom zivotu. Odredena teorijska razmatranja
o ucenju i uvjerenjima ucenika o vlastitim matematickim sposobnostima te
ljudskim sposobnostima koje su u osnovi matematickog razmisljanja i djelo-
vanja, predstavljaju polazisnu tocku za formiranje konkretnih smjernica za
razvoj matematickog razmisljanja u nastavi matematike. Stovise, navedena
teorija moze posluziti kao motivacija i opravdanje za promisljanje o mozebit-
nim promjenama postoje¢eg obrazovnog sustava.

Kljuc¢ne rije¢i: matematika, nastavni predmet Matematika, matematicko

razmisljanje, u¢enje matematike, mentalni sklop.
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1 Uvod

Kako bi se obradila tema Matematicko razmisljanje i nastava matematike,
postavlja se pitanje §to je uopée matematicko razmisljanje. Ono je nadin raz-
misljanja koji ne mora biti ni na koji nacin povezan s matematikom, medutim
u ovom ¢emo ga radu razmatrati iskljucivo u okvirima matematike i nastave
matematike.

S tim ciljem, potrebno je formirati sam pojam matematike, opisati na koji
nacin matematicari matematiku stvaraju i kako pri svojem matemati¢kom
djelovanju razmisljaju. Ocekivano, u nastavku, postavlja se pitanje koje su
ljudske sposobnosti u osnovi matematickog razmiSljanja i djelovanja, jesu
li za isto sposobni svi ljudi i, ukoliko jesu, zaSto je matematika mnogima
opcéenito teska.

Posto je tema rada usmjerena k nastavi matematike, nuzno je u nastavku
promotriti sva pitanja vezana za matematiku kao nastavni predmet; izmedu
ostalog, koja je svrha predmeta Matematika u obrazovanju i koji su odgojno-
obrazovni ciljevi uc¢enja i poucavanja matematike. Interesantno, dio matema-
ticara i stru¢njaka za nastavu matematike otvoreno progovara i ukazuje na,
prema njima, preveliku razliku izmedu matematike kao znanosti i nastavnog
predmeta Matematika. étoviée, neki od njih zauzimaju stav da su upravo te
razlike razlog tome Sto se matematika ¢esto karakterizira kao neinteresantna,
suhoparna i tesko savladiva. Razmatraju¢i iznesena obrazlozenja i teorije,
cilj je pokusati pronac¢i optimalno rjeSenje i odgovoriti na pitanja kao Sto
su: “Kako skolsku matematiku pribliziti matematici kao znanosti?”, “Kakve
nastavne modele zagovaraju matematicari?”, “Koji su zahtjevi danasnjice i
moze li se na iste odgovoriti kroz nastavu matematike?”

Nakon sto odgovorimo na navedena pitanja, postat ¢e jasno da bi medu

glavnim zadacima matematickog obrazovanja dana$njice trebao biti razvoj



upravo matematickog razmisljanja ucenika.

Zapravo, matematicko razmisljanje u nastavi matematike predstavlja isto-
vremeno i sredstvo i cilj, stoga je potrebno istraziti svu onu relevantnu teoriju
koja je u osnovi matematickog razmisljanja i djelovanja uc¢enika. Nuzno je
razumjeti osnove teorije ucenja, na koji nacin ucenici percipiraju svoje po-
greske i1 poteskoce u ucenju matematike i kako kod njih potaknuti razvoj
odredenog nacina razmisljanja. Sve navedeno predstavlja uvjete za formi-
ranje konkretnih smjernica za razvoj matematickog razmisljanja u nastavi

matematike.



2 Matematika i matematicko razmisljanje

2.1 Matematika

Sto je matematika? Prema Klai¢evom Rjecniku stranih rijeci (1978.),
matematika je “znanost o veli¢inama, tj. o kvantitativnim odnosima i pros-
tornim oblicima stvarnog svijeta”. U mreznom izdanju Hrvatske enciklopedije
Leksikografskog zavoda Miroslav Krleza navodi se da je matematika “znans-
tveno razvijeni logicki sustav koji proucava idealne objekte i pojmove nastale
apstrakcijom brojenja i mjerenja te povezuje varijable (npr. promjenjive ve-
li¢ine), apstraktne strukture (npr. brojeve, skupove, vektore) i prostore (npr.
euklidski, vektorski, metricki, normirani). Matematika se primjenjuje u pro-
ucavanju pojava kvantitativnih rjesenja problema”. Je li pojam matematike
oduvijek bio objasnjen na ovaj nacin? Je li matematika oduvijek smatrana
znanoSéu o veli¢inama, tj. o kvantitativnim odnosima i prostornim oblicima
stvarnog svijeta i je li se matematika oduvijek primjenjivala u proucavanju
pojava kvantitativnih rjesenja problema?

Matemati¢ar Keith Devlin (2008.) istice da se odgovor na pitanje “Sto
je matematika?” u posljednjih dvije tisuc¢e i petsto godina promijenio vise
puta. Naime, matematika se oko 500. god. pr. Kr. bavila brojevima. Drevna
egipatska, babilonska i kineska matematika sastojala se gotovo u cijelosti od
aritmetike. Tijekom idué¢ih osamsto godina, izmedu 500. god. pr. Kr. i 300.
godine, matematika se pocela razvijati i izvan granica proucavanja brojeva.
Matematicari drevne Grcke vise su se bavili geometrijom i brojeve su cesto
promatrali u geometrijskom smislu. Osim $to su bili usredotoceni na broj
i oblik, za Grke je matematika postala akademska disciplina s estetskim i
vjerskim elementima. Na pocetku antickog razdoblja Tales je uveo ideju da

se precizno postavljene matematicke tvrdnje mogu formalnim argumentima



logicki dokazati. Taj je pristup svoj vrhunac imao u Euklidovim elementima
- djelu od trinaest svezaka objavljenom oko 350. god. pr. Kr. U njima
je Euklid sistematski opisao predmete svojih izuc¢avanja i spoznaje svojih
prethodnika koriste¢i se metodom logi¢nog istrazivackog rada koja se odrzala
do danas. Vrlo znacajna promjena u matematici desila se zatim sredinom 17.
stolje¢a kad su sir Isaac Newton u Engleskoj i Gottfried Wilhelm Leibniz u
Njemackoj otkrili diferencijalni racun. Posljedi¢no, matematikom, koja je
do tada bila ograni¢ena na stati¢ne tehnike brojenja, mjerenja i opisivanja
oblika, dodatno su se proucavale i opisivale promjene i gibanja. Oko 1750.
godine razvoj matematike, osim u podrudcju njezine primjene, proSirio se i na
matematicku teoriju. Do kraja 19. stolje¢a matematikom su se proucavali
brojevi, oblici, gibanja, promjene, prostori te matematicki alati koji su se
pritom rabili, a $to ujedno mozemo smatrati poc¢etkom moderne matematike.
Moderna se matematika bavi apstraktnim obrascima, apstraktnim struk-
turama i apstraktnim odnosima. Matemati¢ar Walter Warwick Sawyer (1955.),
kako je istaknuo Devlin (2008.), napisao je: “Matematika je klasifikacija i is-
trazivanje svih mogucih obrazaca. Pojam obrasca ovdje rabim u znacenju
s kojim se neki nece sloziti. Mora ga se razumjeti u Sirem smislu, u zna-
¢enju bilo koje vrste pravilnosti koju um moze prepoznati.” Devlin (2008.)
nadalje upucuje na slican opis matematike kojeg je matematicar Andrew Gle-
ason objavio u biltenu Americke akademije znanosti i umjetnosti u listopadu
1984. godine. Gleason kaze: “Matematika je znanost o uredenosti. Kad
govorim o redu, mislim na pojmove obrazaca i pravilnosti. Cilj je matema-
tike prepoznati i opisati podrijetlo i vrste uredenosti te povezanost raznih
vrsta uredenosti ¢iju pojavu zamje¢ujemo.” Prema matematicarki Jo Boaler
(2016.), matematika je, Stovise, kulturoloski fenomen; skup ideja, ustanov-

ljenih veza i odnosa kojima se moZze objasniti stvarni svijet. Devlin (2008.)



uz to nadodaje da matematika, osim $to uopcava pojave iz svijeta oko nas i
na taj nacin odrazava taj svijet, odrazava i misaone strukture bica koja vrse
to uopcavanje, to jest misaone procese nas samih.

Dakle, mozemo reéi da je danas matematika znanost o uredenosti, obras-
cima, strukturi i logickoj povezanosti. Ona predstavlja proces otkri¢a, kako
vanjskog svijeta, tako i nas samih kao misaonih bi¢a koja u tom svijetu zive.
Njome se proucavaju svojstva i veze raznih objekata; stvarnih objekata u
pojavnom svijetu (to¢nije, idealizirane inacice tih stvarnih objekata) ili aps-
traktnih entiteta koje stvaraju matematicari.

O radu matemati¢ara Devlin (2008.) isti¢e izjave matemati¢ara Paula
Halmosa i Richarda Borcherdsa. Halmos je 1968. godine napisao: “Matema-
tika nikad nije deduktivna u svojem stvaranju. Matematic¢ar u svojem poslu
nejasno nagada, zamislja opéenitu primjenu i donosi neopravdane zakljucke.
Slaze i preslaguje ideje te pocinje vjerovati u njihovu istinitost mnogo prije
nego Sto moze izvesti logican dokaz.” Borcherds, dobitnik Fieldsove meda-
lje 1988. godine, iznio je slicna razmisljanja. Neposredno nakon urucenja
medalje izjavio je: “Logicki napredak dolazi tek na kraju i zapravo je pri-
licno dosadno provjeravati uklapaju li se doista sve pojedinosti. Prije toga
morate sve djeli¢e posloziti zajedno, Sto uklju¢uje mnogo eksperimentiranja,
nagadanja i intuicije.”

O matematickoj istini presuduje matematicki dokaz. Matematicki dokaz
je proces koji se sastoji od organiziranja raznih ideja i uvida koji vode do
potvrdivanja ili opovrgavanja neke matematicke tvrdnje na temelju toc¢no
odredenih logickih zaklju¢aka. Prema Devlinu (2012.), izgradnja matematic-

kog dokaza predstavlja jedan od najkreativnijih ¢inova ljudskog uma.



2.2 Sposobnost za matematiku

Unato¢ svemu navedenom, matematika ne zahtijeva posebnu sposobnost
koju vecina ljudi ne posjeduje. Devlin zagovara teoriju prema kojoj ne postoji
urodena sposobnost za matematicko razmisljanje i djelovanje koju posjeduju
samo pojedinci te istice da su osobine mozga koje omoguéuju matematicko
razmisljanje iste one osobine pomocu kojih shva¢amo svijet oko sebe, a posto-
jale su prije pojave matematike te su se razvile u svrhu nekih drugih potreba;
primarno potreba za razumijevanjem i komunikacijom. On navodi: “Svojstvo
mozga koje nam omogucuje jezi¢nu komunikaciju isto je ono svojstvo koje
¢ini mogucé¢im i matematicko misljenje. Time §to je ljudski mozak razvio spo-
sobnost uporabe jezika, automatski je stekao i matematicku sposobnost.” Do
prije 75000 do 200000 godina nasi preci komunicirali su proto—jezikom koji
je bio sadrzan od rijeci koje oznacuju objekte, stanja i djelovanja u neposred-
noj okolini te kojima su se prenosile informacije o trenutnim emocionalnim
stanjima pojedinaca, njihovim potrebama, izravnoj opasnosti, mjestu na ko-
jem se nalazi hrana i sli¢no. Vremenom, sa svrhom opstanka za koji je bilo
potrebno bolje razumjeti svijet i ostvariti bolju medusobnu komunikaciju,
primitivan sustav komunikacije evoluirao je do pojave jezika. U smislu onoga
Sto se njime moze izraziti, jezik se kvalitativno razlikuje od proto—jezika.
Jezik dopusta oblikovanje i iznoSenje znatno slozenijih ideja — onih o uvje-
tima i zbivanjima izvan neposredne okoline pojedinca, a posljedica je razvoja
sposobnosti nasih predaka koje su im, izmedu ostalog, omogudcile zamislja-
nje razvoja dogadaja u buduc¢nosti i planiranje temeljeno na zamisljenim
idejama, odnosno nac¢in razmisljanja koje je bilo direktna posljedica pitanja
“Sto ako?”.

Ljudski um sposoban je uociti i prepoznati obrasce. Ti obrasci mogu biti

stvarni ili izmisljeni, oni koji se mogu zorno predociti ili oni o kojima se moze



samo promisljati, stati¢ni ili dinamic¢ni, kvalitativni ili kvantitativni, oni koji
mogu proizlaziti iz pojavnog svijeta ili iz znanstvenih potraga. Devlin is-
tice da ljudsko iskustvo nije posljedica ucenja primjene pravila, ve¢ stjecanje
sposobnosti prepoznavanja, pa ¢ak i stvaranja, velikog broja obrazaca i dje-
lovanja u skladu s tim te navodi: “Milijuni godina evolucije opremili su nas
mozgom koji posjeduje odredene vjestine potrebne za opstanak. Dio tog
dara ¢ini sposobnost uma da prepoznaje obrasce, povezuje pojmove te brzo
prosuduje i zaklju¢uje. Sposobni smo brzo i razborito odlu¢ivati na temelju
relativno malog broja informacija.”

Usprkos opisanom, za matematiku ipak mozemo re¢i da je opcenito teska.
Prema Devlinu, razlog tome je taj sto matematika zahtijeva kognitivne spo-
sobnosti koje su se razvile s nekom drugom, gore opisanom, svrhom. Ljudi
posjeduju sposobnost apstraktnog razmisljanja, ali su objekti takve misaone
obrade stvarni ili njima nalik, dok su predmeti apstraktnog razmisljanja u
matematici takoder apstraktni, odnosno nisu ni na koji nacin povezani s re-
alnim svijetom ve¢ su nastali uopc¢avanjem stvarnih objekata. Pod pojmom
apstrakcija podrazumijeva se jedan od temeljnih misaonih procesa koji ozna-
¢uje djelotvoran i logicki razvijen mehanizam za upoznavanje nekog objekta
ili pojave; ona je postupak kojim se zadrzavaju samo opca bitna svojstva pro-
matranog objekta ili pojave i istovremeno odbacuju ona koja su za odredeno
proucavanje nebitna. Takvu kompleksnost um obraduje nastojeéi proma-
trane apstraktne objekte uciniti na bilo kakav nac¢in stvarnijima. Iako su
za takav umni rad sposobni gotovo svi ljudi, on zahtijeva dodatni misaoni
angazman, Sto matematiku ¢ini teskom.

Dakle, ¢ini se da se pojedinci razlikuju samo u volji i ustrajnosti da se
navedene sposobnosti koriste u svrhu matematike. Devlin kaze: “Bez obzira

na to $to uzrokuje zanimanje za matematiku, ¢injenica je da to zanimanje



¢ini glavnu razliku izmedu osoba koje su dobre u matematici od onih koji

tvrde da je smatraju nemogucéom.”

2.3 Matematicko razmisljanje

éovjek je umno bic¢e koje oduvijek pokuSava odgovoriti na pitanja o svi-
jetu oko sebe, postanku svijeta, poretku stvari, svojem polozaju u svijetu i
smislu zivota. Unato¢ tome, prema hrvatskom filozofu Borisu Kalinu (1995.),
prva tumacenja u obliku mitskih predodzbi rezultati su fantazije i neobrazlo-
zenog izvodenja, a ne kritickog misljenja ¢ovjeka usmjerenog prema spoznaji.
Tek u nastavku umnog djelovanja covjeka, dalje govori Kalin, razvilo se nas-
tojanje dosljednog misljenja da racionalno pronikne u tajne svijeta i zivota,
odnosno da se otkrije prirodni temelj prirode, to jest prirodno nacelo iz ko-
jeg sve postaje. Nastavno na to, hrvatski filozof Srdan Lelas u svojem djelu
“Promisljanje znanosti” iz 1990. godine, a kako navodi Kalin, iznosi: “Da je
priroda racionalna znaci da je priroda logi¢na i kada je Galilei ustvrdio da je
priroda pisana matematickim jezikom, a drugi tvrdili da je Svevisnji vrhunski
matematicar, misljeno je da je svijet po svom stvoritelju — savr§enom umu
— zadobio logicku strukturu.”

Kalin istice da je jo$ od pitagorejaca matematicka racionalna spoznaja
postala uzor spoznaje i znanja uopce te da je Platon upravo matematicku
spoznaju smatrao primjerom misaone spoznaje koja se priblizava onoj naj-
visoj.

Sto je uop¢e matematicko razmisljanje? Matematicko razmisljanje di-
namican je mentalni proces covjeka koji produbljuje njegovo razumijevanje
promatranih pitanja i sadrzaja, poznate koncepte ¢ini koherentnima te pove-
¢ava efektivnost kritickih procjena i spoznajnog procesa. Ono se manifestira

kroz sljede¢e misaone aktivnosti: identificiranje klju¢nih znacajki problema,



ras¢lanjivanje problema na odgovarajuce dijelove, identificiranje sli¢nih slu-
cajeva koji mogu biti od pomodi, identificiranje odgovarajué¢ih i potrebnih
znanja i vjestina, odabir odgovarajucih strategija, razmatranje alternativnih
pristupa, trazenje pravilnosti, obrazaca i veza, generiranje primjera i protu-
primjera te posebnih slucajeva, razmatranje ogranicenja, daljnje proSirenje
problema pitanjem “Sto ako...”. Sve navedeno vodi k formiranju odredenih
pretpostavki te utvrdivanju njihove istinitosti, odnosno dokazivanju istih i
donosenju valjanih zakljucaka.

Prema Devlinu (2008.), umna svojstva koja utjefu na sposobnosti ma-
tematickog razmisljanja su: osjec¢aj za broj (tj. sposobnost koja pojedincu
omogucuje uoCavanje i najsitnijih promjena u koli¢ini), sposobnost brojenja
i raCunanja, sposobnost apstraktnog i logickog razmisljanja te razmisljanja
o odnosima medu objektima, moguénost povezivanja uzroka i posljedice i
stvaranje te upravljanje uzro¢no-posljedi¢nim nizovima ¢injenica i dogadaja
i u¢inkovito snalazenje u prostoru. Klju¢na medu navedenim sposobnostima,
a na kojoj pociva moguc¢nost matematicke misli danasnjeg covjeka, sposob-
nost je apstraktnog razmisljanja.

S obzirom na objekt o kojemu se razmislja, apstraktno razmisljanje mozemo
razluciti na cetiri razine. Na prvoj razini predmeti razmisljanja su stvarni
objekti koji su sadrzani u neposrednoj okolini pojedinca koji o njima u tom
trenutku promislja. Veé na drugoj razini ti objekti, iako su i dalje stvarni i
pojedincu poznati, nisu oni koje on moze u trenutku razmisljanja zamijetiti.
Predmeti razmisljanja na trecoj razini mogu biti stvarni, ali pojedinac nikada
s njima nije ni na kakav nacin dosao ususret ili su to pak izmisljene ili zamis-
ljene verzije nekih stvarnih i njemu poznatih objekata. Cetvrta razina ove
raS¢lambe za predmet misaone obrade ima potpuno apstraktne objekte koji,

kako je ranije navedeno, nisu ni na koji nacin povezani s realnim svijetom



ve¢ su nastali uop¢avanjem stvarnih objekata. Dakle, presudni pomak u ra-
zvoju umnih sposobnosti koje su u osnovi matematickog razmisljanja nije bio
usvajanje novih i slozenijih misaonih procesa, ve¢ upravo razvoj apstraktnog
razmisljanja. Devlin govori: “Klju¢no svojstvo matematickog razmisljanja
jest otic¢i korak dalje od sposobnosti laziranja stvarnosti i uéi u ¢isto simbo-
licki svijet na Cetvrtoj razini apstraktnog misljenja. Matematic¢ari uce zivjeti
i razmisljati o tom potpuno simbolickom svijetu.”

Mozemo stoga zakljuciti da je moguénost matematickog nacina promis-
ljanja kod ljudi posljedica umnih sposobnosti razvijenih prije nekoliko tisuca
pa cak i milijuna godina. Ono ne zahtijeva neke posebne niti nove kognitivne
sposobnosti, ve¢ u¢inkovite nacine uporabe postoje¢ih osobina mozga.

Matematicko razmisljanje nacin je razmiSljanja koji ne mora biti ni na
koji nacin povezan s matematikom, medutim, u nastavku ovog rada, ma-
tematicko razmisljanje razmatrat ¢emo iskljucivo u okvirima matematike i

nastave matematike.
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3 Skolska matematika

3.1 Nastavni predmet Matematika

Matematika danas predstavlja jedan od temeljnih i nuznih ¢imbenika za
razumijevanje svijeta koji nas okruzuje. Primjena matematike uvelike je pri-
donijela razvoju suvremenog druStva u svim njegovim podrucjima, $to uka-
zuje ne samo na vaznost matematike kao znanosti, ve¢ i na potrebu ucenja
i poucavanja matematike. Prema Kurikulumu nastavnoga predmeta Mate-
matika (2019.), ucenje i poucavanje matematike omoguéuje razvoj matema-
tickih znanja i vjeStina kojima ¢e se ucenici koristiti u osobnom, drustvenom
i profesionalnom zivotu, odnosno potice kreativnost, preciznost, sustavnost,
apstraktno misljenje i kriticko promisljanje koje pomaze pri uocavanju i rje-
Savanju problema iz svakodnevice i drustvenog okruzja. Matematika je stoga
i nastavni predmet ¢iji je op¢i cilj obrazovanje i odgoj uc¢enika putem mate-
matickih sadrzaja, a glavni prenosenje ucenicima odredenog sustava znanja,
umijeca i navika. Posebno vazna znanja koja u tom procesu ucenici trebaju
ste¢i su znanja potrebna za ucenje nekih drugih znanosti koje su vise ili manje
bliske matematici, znanja potrebna za buduéu primjenu u zivotu i svakod-
nevnoj djelatnosti nakon srednjoskolskog obrazovanja, znanje potrebno kao
priprema za studije na visokim Skolama i fakultetima na kojima matema-
tika postoji kao nastavni predmet te znanje matematike kao opcéeobrazovni
element i nuzan dio kulture svakog obrazovanog ¢ovjeka. Devlin (2008.) o
istome kaze sljedece: “Najbolja tehnika prezivljavanja koju svojoj djeci mo-
zemo omoguciti jest sposobnost stjecanja znanja i u¢enja novih vjestina. Dio
arsenala vjestine prezivljavanja jest i opéenito razumijevanje matematike te
sposobnost usvajanja posebnih matematickih vjestina kad je to potrebno. To

znaci upoznati ljude s misaonom sposobnoséu koju ve¢ posjeduju i rabe u sva-
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kodnevnom zivotu te ih nauciti kako tu sposobnost primijeniti u apstraktnom
svijetu matematickog misljenja.”

Unato¢ svemu navedenom, za veé¢inu ucenika matematika je neinteresan-
tan i tesko savladiv nastavni predmet u kojemu je glavni cilj samostalno, brzo
i to¢no rijesiti zadane zadatke primjenom neke od usvojenih metoda njihovog
rjesavanja (Boaler, 2016.). Zaista, osnovnoskolsko i srednjogkolsko matema-
ticko obrazovanje diljem svijeta ve¢im je dijelom usmjereno k poducavanju
ucenika matematickim definicijama i pouc¢cima te postupcima i procedurama
rjeSavanja matematickih zadataka. Nastavno gradivo ucenici najceSée usva-
jaju u ulozi pasivnih primatelja sadrzaja nastavnog gradiva ¢iju zatim razinu
usvojenosti, u maniri danasnje kulture izvedbe i uspjesnosti, prezentiraju u
obliku odgovora na kratka pitanja i rjeSavanja tipskih zadataka u zadanom
vremenu. Prema Jo Boaler, sve navedeno u suprotnosti je s onim $to ma-
tematika jest i Sto bi u ucionicama takoder trebala biti — izmedu ostalog,
sveobuhvatna, viSedimenzionalna, ispunjena neizvjesnoScu, u potrebi za kre-
ativnoscéu, isprobavanjem razlicitih ideja, trazenjem pravilnosti, formiranjem
pretpostavki, donoSenjem i tumacenjem niza zakljucaka. Moze se reé¢i da
se u Skolskoj matematici kod ucenika potice razvoj formalnog razmisljanja
“unutar okvira” dok se, nasuprot tome, u matematici kao znanosti o ure-
denosti, obrascima, strukturi i logickoj povezanosti koja predstavlja proces
otkri¢a vanjskog svijeta i nas samih kao misaonih bi¢a, zahtijeva matema-
ticko promigljanje “izvan okvira” s fokusom na otkrivanju i razumijevanju
novih koncepata i ideja (Devlin, 2012.).

Boaler (2016.) vjeruje da se skolska matematika toliko udaljila od svoje
prirode da veéina ucenika ne bi prepoznala matematiku u radu nekog ma-
tematicara na njegovom radnom mjestu, i to ne zbog njezine slozenosti, vec¢

zbog nacina rada tog istog matematic¢ara i njegovog pristupa matematici.
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Mnogi matematicki ishodi rezultat su zajednickog i nerijetko dugotrajnog
rada matematicara popra¢enog brojnim neuspjelim pokusajima. Suprotno
tome, ucenici za vrijeme nastave u veé¢em dijelu rjeSsavaju zadane probleme
samostalno, a sinonim za dobrog matematicara u razrednom odjelu ucenik je
koji racuna i do to¢nog rezultata dolazi bez greske te brze od ostalih. Mate-
matic¢ar Laurent Schwartz, dobitnik Fieldsove medalje 1950. godine, u svojoj
je autobiografiji iz 2001. godine napisao: “Uvijek sam bio vrlo nesiguran u
svoje vlastite intelektualne sposobnosti. Mislio sam da sam neinteligentan.
[stina je da sam bio, i jo§ uvijek sam, prilicno spor. Treba mi vremena da
odmyjerim situaciju jer uvijek moram u potpunosti sve razumjeti. Dugo sam
se o tome brinuo, ali na kraju sam dosao do zakljucka da brzina nije po-
kazatelj inteligencije. Vazno je duboko razumjeti stvari i njihov medusobni
odnos. éinjenica da ste brzi ili spori zapravo nije relevantna.”

Uz sve navedeno matematika se neprestano razvija i raste, dok istovre-
meno Skolska matematika sadrzajno stagnira. Devlin (2012.) kaze da nema
niceg loseg u tome da se ucenike poducava odredenim konceptima koji su
stari i viSe stotina godina, medutim, ukorak s promjenama u svijetu, napret-
kom drustva, znanstvenim spoznajama te matematickim odgovorom na iste,
mora i¢i i obrazovni sustav te njegovi nastavni sadrzaji.

Prema obrazovnoj reformi koju zagovara Conrad Wolfram, suosnivac i
direktor Wolfram Researcha, jedne od najuglednijih kompanija za znanstvene
i tehnicke inovacije, matematicka znanja i vjestine se kod ucenika trebaju
razvijati radom na, za ucenike, izazovnim problemskim situacijama kojima

se, s ciljem njihovog rjesavanja, pristupa kroz sljedeca cetiri koraka:
1. postavljanje pitanja kojima se definira problem

2. prevodenje tako definiranog problema u matematicki model
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3. rjeSavanje matematickog problema

4. interpretacija matematickog rjeSenja u terminima inicijalno zadanog

problema.

Wolfram pritom sugerira da je najveéi dio vremena u nastavi potrebno provo-
diti prvi, drugi te ¢etvrti korak, za razliku od tradicionalne nastavne prakse
u kojoj je dominantno zastupljen treé¢i korak, odnosno, na ranije opisani
nacin, savladavanje sadrzaja potrebnih za rjeSavanje nekog tipskog matema-
tickog problema. lako Wolfram zagovara rjeSavanje matematickog problema
pomocu racunala, Sto je predmet neslaganja mnogih, opisani pristup pro-
blemskim situacijama sigurno pospjeSuje razvoj vjestina ucenika potrebnih

im za Zivot 1 rad u modernom drustvu.

3.2 Skolska matematika kao odgovor na zahtjeve danas-
njice
Sukladno izvjestaju najveéih americkih korporacija, sastavljenog i objav-

ljenog u ¢asopisu Fortune (Boaler, 2016.), trinaest najtrazenijih vjestina za-

poslenika 1970. godine bile su:
1. pisanje
2. racunanje
3. Citanje
4. komunikacijske vjestine (oralne)
5. vjestine slusanja
6. razvoj osobne karijere
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10.

11.

12.

13.

. kreativno razmisljanje
. rukovodstvo

. postavljanje ciljeva/motivacija

timski rad
organizacijska uc¢inkovitost
rjeSavanje problema

interpersonalne vjestine.

Godine 1999. isti se popis promijenio na sljede¢i nacin:

10.

11.

timski rad

. rjeSavanje problema

. interpersonalne vjeStine,

. komunikacijske vjestine (oralne)
. vjeStine sluSanja

. razvoj osobne karijere

. kreativno razmisljanje

. rukovodstvo

. postavljanje ciljeva/motivacija

pisanje
organizacijska ucinkovitost
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12. raCunanje

13. citanje.

U Investopedifi, vodecoj svjetskoj internetskoj stranici koja obraduje sadrzaje
poslovanja i financija, kao Sest najpozeljnijih vjestina zaposlenika u 2022.

godini navedene su:
1. kriticko razmisljanje (rjeSavanje problema)
2. komunikacijske vjestine
3. prilagodljivost
4. timski rad
5. samostalnost u radu i odluc¢ivanju

6. digitalna pismenost.

Uzimajuéi navedeno u obzir, ne ¢udi $to je na tu temu i u Kurikulumu
nastavnoga predmeta Matematika (2019.) istaknuto sljedece: “Zahtjevi su-
vremenog zivota isticu rjeSavanje problema kao vaznu vjeStinu koju ucenjem
i poucavanjem matematike treba razvijati. Ne znamo S$to nas u buducénosti
o¢ekuje, ali oni koji imaju razvijenu kompetenciju rjesavanja problema, imat
¢e puno vise prilika za uspjeh.”

Interesantno je spomenuti da su istrazivanja u Sjedinjenim Ameri¢kim Dr-
zavama pokazala da su proporcionalno ve¢em broju odslusanih matematickih
kolegija tijekom obrazovanja rasla i primanja tih pojedinaca deset godina kas-
nije. Konkretno, ukoliko je pojedinac odslusao i polozio neki od naprednih
matematickih kolegija, utoliko su njegova primanja u periodu od deset go-
dina nakon zavrSene srednje $kole u prosjeku bila ve¢a do 19.5% u odnosu

na one koji isto nisu ucinili (Boaler, 2016).
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Dakle, skolska matematika medij je u kojem se moze uspjesno i u pot-
punosti odgovoriti na navedene zahtjeve danasnjice, stoga bi glavni zadatak
matematickog obrazovanja trebao biti uc¢enike nauciti medusobno razmjenji-
vati misljenja i ideje, timski raditi te promisljati na nacin koji vodi do dubljeg
razumijevanja promatranih pitanja i sadrzaja, ve¢e koherentnosti poznatih
koncepata te vece efektivnosti spoznajnih procesa i kriti¢nih procjena. Opi-
sani nacin razmi$ljanja predstavlja upravo matematicko razmisljanje, a sve
spomenuto pospjesuje razvoj vjestina i znanja kojima ¢e se ucenici koristiti

u osobnom, drustvenom i profesionalnom zivotu.
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4 Matematicko razmisljanje u nastavi matema-

tike

4.1 Ucenje i poucavanje matematike

Tridesetih godina dvadesetog stoljeca, kako navodi Boaler (2016.), psi-
holog Jean Piaget odbacio je ideju o tome da se ucenje svodi na pamdcenje
procedura i istaknuo da “pravo” uc¢enje ovisi o povezanosti novih ideja i iskus-
tava s postoje¢im mentalnim obrascima pojedinaca koji mogu biti definirani
kao skup uvjerenja i znanja temeljem kojih se organizira vlastita stvarnost.
SrediSnje mjesto u njegovoj teoriji zauzima pojam adaptacija koji oznacava
prilagodavanje ili privikavanje pojedinca na neku novu situaciju, nove ideje
i iskustva. Adaptacija je sadrzana od dva potprocesa: asimilacije — teznje k
razumijevanju novih ideja i iskustava na temelju postojec¢ih znanja (mental-
nog obrasca), te akomodacije — mijenjanja spoznajnih struktura (mentalnog
obrasca) kako bi se uskladile s novim idejama i iskustvom. Njegova teorija
objaSnjava dinamiku prilagodbe pojedinca kroz procese asimilacije i akomo-
dacije. Dakle, kad se ucenici susre¢u s novim idejama, nastoje ih uklopiti u
svoje postojeée mentalne obrasce (asimilacija). Ukoliko se te ideje uklapaju
u postojece mentalne obrasce, pojedinac ulazi u stanje koje Piaget naziva
ravnoteza. U suprotnom, ako se nove informacije ne uklapaju u postojece
mentalne obrasce pojedinca, on ulazi u stanje tzv. neravnoteze. Tijekom
neravnoteze, a ako nove informacije “imaju smisla” i “nisu za odbaciti”, poje-
dinac postoje¢e mentalne obrasce mijenja. Piaget opisuje ucenje kao proces
koji se dogada u situacijama promjene — od ravnoteze k neravnotezi pa
prema novoj ravnotezi. MoZemo stoga re¢i da je “zapeti s razumijevanjem”
pozeljno stanje u kojemu se odvija proces uc¢enja, koliko god za ucenika stanje

nerazumijevanja bilo neugodno.
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Uzimajuéi u obzir opisanu teoriju te prema uputi Kurikuluma nastavnog
predmeta Matematika (2019.), potrebno je teziSte suvremene nastave pomak-
nuti s rjeSavanja zadataka u kojima se trazi primjena ve¢ utvrdenog postupka
k razvoju vjeStina i sposobnosti njihove primjene u nepoznatim situacijama.
U Kurikulumu se dalje navodi da je s tim ciljem pozeljno odabirati zadatke
u kojima je naglasak na procesu rjesavanja problema i raspravi, koji od uce-
nika traze predvidanje, promisljanje, zaklju¢ivanje, kreativnost, a jedno ili
viSe rjeSenja moguce je dobiti koristeéi se razli¢itim ispravnim strategijama.
Boaler (2016.) takoder ukazuje na to da je nastavni proces predmeta Ma-
tematika potrebno provesti radom na, za ucenike, zahtjevnim, dubokim i
konceptualnim matematickim problemima. Tijekom tako koncipirane nas-
tave matematike ucenici bi se ponajprije trebali osje¢ati sigurno, odnosno
osjecati se slobodnima za promisljanje i isprobavanja raznih ideja, trazenje
smisla i odredenih pravilnosti te nastaviti s radom cak i kad je tesko ili se

rjeSenje niti ne nazire.

4.2 Mentalni sklop

Nastaviti s radom kada je tesko, ili kad se rjeSenje niti ne nazire, nekim
je ucenicima tesko ostvariti, a najces¢i razlog tome je taj sto vjeruju da su
poteskoce s kojima se suocavaju prilikom usvajanja i primjene matematic-
kih znanja i vjeStina pokazatelj da “njima matematika jednostavno ne ide”
(Boaler, 2016.).

Sveudilisna psihologinja dr. sc. Carol S. Dweck (2016.), tvrdi da nacin
na koji pojedinac razmislja o svojim sposobnostima moze utjecati na gotovo
svako podrucje njegovog zivota. Razmisljanje o vlastitim sposobnostima ona
naziva mentalnim sklopom i dijeli ga na stati¢ni mentalni sklop (eng. Fixed

Mind—Set ) i razvojni mentalni sklop (eng. Growth Mind—Set ). Odlika
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staticnog mentalnog sklopa je uvjerenje da su obiljezja pojedinca zadana i
nepromjenjiva, odredena rodenjem, dok, nasuprot tome, razvojni se mentalni
sklop temelji na uvjerenju da se osnovna obiljezja pojedinca mogu razvijati
i mijenjati vlastitim trudom i iskustvima.

Temeljem navedenog pristupa i teorije, uvjerenja ucenika o vlastitim
matematickim sposobnostima takoder mozemo podijeliti u dvije kategorije:
uvjerenje da su matematicke sposobnosti odredene rodenjem i nepromjenjive
te, suprotno tome, uvjerenje da se matematicke sposobnosti mogu razvijati
i mijenjati. Prema Boaler (2016.), ucenici stati¢nog mentalnog sklopa veéim
dijelom vjeruju da je matematika “samo za pametne”, da u matematici mogu
biti uspjesni samo pojedinci koji su rodeni s talentom za matematiku kojeg
“ili imag, ili nema§” te da neki ljudi naprosto nisu za matematiku. S druge
strane, ucenici razvojnog mentalnog sklopa imaju drugacija uvjerenja: vje-
ruju da uspjesnost u matematici nije unaprijed odredena, da u matematici
moze biti uspjesan svatko i da ona nije rezervirana “samo za pametne” te da
se neovisno o urodenim talentima uspjesnost u matematici ostvaruje radom
i ucenjem.

Rezultati istrazivanja provedenog u jednoj hrvatskoj Skoli ukazuju na to
da postoji veza izmedu uvjerenja ucenika o vlastitim matematickim spo-
sobnostima, s jedne strane, te nacina na koji djeluju u raznim nastavnim
situacijama i pri savladavanju matematickog gradiva, s druge (Ani¢, 2022.).

Neki od rezultata i zakljucaka tog istrazivanja su:

- ucenici mentalnog sklopa koji tezi k razvojnom ulazu znatno vise vre-
mena u ucenje matematike od ucenika mentalnog sklopa koji tezi k

statiénom

- ucenici mentalnog sklopa koji tezi k razvojnom intenzivnije se trude

razumjeti matematicke sadrzaje koji se obraduju za vrijeme nastave
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- nastavniku ¢e glede vlastitih nejasnoc¢a postaviti pitanje ucenici koji
su dominantno razvojnog mentalnog sklopa, dok to ve¢im dijelom nece

uciniti ucenici koji su mentalnog sklopa koji tezi k stati¢nom

- u razredne diskusije ukljucuju se ucenici mentalnog sklopa koji tezi
razvojnom, dok ¢e se ucenici viSe staticnog mentalnog sklopa na isto

odluciti u znatno manjem dijelu

- ¢ak 20% ucenika sa staticnim mentalnim sklopom uslijed sporijeg rje-
Savanja zadanih zadataka tijekom nastave izgubiti ¢e volju za daljnjim

rjeSavanjem

- 34% uéenika s dominantno stati¢nim mentalnim sklopom ¢e u slucaju
neispravno rijeSenih zadataka tijekom nastave odustati od daljnjeg rje-

Savanja

- ucenici ¢iji mentalni sklop tezi k razvojnom u najveé¢em dijelu nakon
dobivanja slabijeg rezultata ispita pregledavaju ucinjene pogreske te
planiraju dodatno uciti. Isto u najmanjem dijelu ¢ine ucenici staticnog
mentalnog sklopa. Ucenici sa staticnim mentalnim sklopom u najve-
¢em dijelu los rezultat tumace kao pokazatelj “manjka pameti” te su

obeshrabreni za daljnje ucenje matematike.

- dodatni matematicki sadrzaji viSe interesiraju uc¢enike mentalnog sklopa
koji tezi k razvojnom, dok navedeni sadrzaji najmanje interesiraju uce-

nike s pretezito staticnim mentalnim sklopom.

Psiholog Jason Moser predvodio je znanstvenu studiju u sastavu koje su
istrazivani neuronski mehanizmi u ljudskom mozgu koji su u osnovi razli¢itih
reakcija pojedinca na vlastite pogreske. Mozak pri pogresci pojedinca ima

dva potencijalna odgovora. Prvi, tzv. ERN (eng. Error—related negativity),
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ukazuje na povecanu elektri¢nu aktivnost u situaciji kada mozak “dozivljava
sukob” izmedu ispravnog odgovora i pogreske. Zanimljivo, ova mozdana ak-
tivnost dogada se bez obzira na to je li osoba koja daje odgovor svjesna svoje
pogreske ili nije. Drugi odgovor, tzv. Pe (eng. The error positivity), mozdani
je signal koji ukazuje na svjesnu paznju pojedinca o ucinjenim pogreskama
i na njih je vrlo usredotocen. Moser i njegovi suradnici dosli su do fasci-
nantnih zakljuc¢aka koje su objavili 2011. godine. Iz te su studije proizasla
dva velika rezultata. Prvi, mozgovi ispitanika reagirali su s ve¢im ERN i Pe
odgovorima onda kada su njihovi odgovori bili pogresni. Drugi zakljucak spo-
menute studije je taj da pojedinci s razvojnim mentalnim sklopom vlastite
pogreske dozivljavaju kao priliku za ucenje i poboljSanje vlastitih znanja i
vjestina, dok oni sa staticnim mentalnim sklopom vlastite pogreske tretiraju

kao pokazatelj nedostatka svojih sposobnosti.

Fixed Mind-Set Growth Mind-Set

150-550 ms
[ EEEEES——
opv 13.75 pv

Slika 1: Mozdana aktivnost osoba sa stati¢énim i razvojnim mentalnom
sklopom.
Izvor: https://www.youcubed.org/evidence/believe-brain-operates-differently /
(6.6.2022)

Dakle, moze se ustanoviti da ucinjene pogreske ucenika tijekom nastave

matematike predstavljaju okolnosti za pojacan neuroloski razvoj ucenika, ¢ak
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i onda kada svijest o uc¢injenim vlastitim pogreskama kod ucenika izostane.
S tim ciljem potrebno ih je izlagati takvim matematickim problemima ¢ije ¢e
im rjesavanje omoguciti aktivaciju neuroloskih procesa kojima se pospjesuje
razvoj mozga.

Mentalni sklop ljudi se moze mijenjati, a kako bi se ostvario, osnazio
i o¢uvao razvojni mentalni sklop ucenika u nastavi matematike, nastavnu
praksu je potrebno obogatiti odredenim strategijama. Najznacajnije od tih

strategija su:

- ukazivanje ucCenicima na ¢injenicu da su pogreske, nerazumijevanje i
poteskoc¢e pri usvajanju matematickih sadrzaja normalan i ocekivani
dio procesa ucenja i savladavanja gradiva te date prilike za napredak i

razvoj mozga;

- usmjeravanje ucenika ka tranziciji od “ne znam” prema “ne znam jos” i
definiranje jasnih i ostvarivih ciljeva te stalni samorefleksivni i reflek-

sivni osvrt kako bi osvijestili vlastiti napredak.

Na tom ih je putu potrebno pozitivno poticati, umjesto za sposobnosti, is-
klju¢ivo za njihov trud, ustrajnost i rad.
Sve navedeno ima za cilj ostvarivanje optimalnih uvjeta za ucenje i usva-

janje matematickog gradiva te razvoj matematickog razmisljanja ucenika.

4.3 Razvoj matematickog razmisljanja u nastavi mate-

matike

Matematicko razmisljanje, kako je ranije utvrdeno, dinamican je mentalni

proces za koji nisu potrebne neke posebne kognitivne sposobnosti pojedinca,
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veé ucinkovit nacin uporabe postojeé¢ih osobina mozga. Spomenuta u¢inko-
vitost nacina uporabe postojec¢ih osobina mozga umijece je koje se stjece i
oblikuje kroz ucenje i odredena iskustva, stoga bi u nastavi matematike ma-
tematicko razmisljanje trebalo istovremeno predstavljati i sredstvo, ali i cilj.
Sto to konkretno znaci? Kao sredstvo, matematicko razmisljanje u nastavi
neizostavan je alat pri ucenju i savladavanju matematickog gradiva i rjesava-
nju raznih tipova matematickih problema. Ono uceniku omogucuje duboko
razumijevanje promatranih pitanja i sadrzaja, njihovu logicku povezanost
i opc¢enito povecava efektivnost kritickih procjena i spoznajnog procesa. S
druge strane, matematicko razmisljanje kao cilj predstavlja nacin razmislja-
nja koji se kroz nastavne sadrzaje nastavnog predmeta Matematika moze i
treba razvijati. Upravo ostvareno umije¢e matematickog razmisljanja poje-
dincu ¢e postati vazno sredstvo koje ¢e isti primjenjivati u svim aspektima
svojeg svakodnevnog zivota.

O vaznosti matematickog razmisljanja u nastavi matematike govori i ¢i-
njenica sto je upravo Logicko misljenje, argumentiranje i zakljucivangje jedna
od pet imenovanih skupina po kojima su klasificirani matematicki procesi u
Kurikulumu nastavnog predmeta Matematika iz 2019. godine. Prema uputi
u opisu tog matematickog procesa, ucenje matematike mora biti okarakte-
rizirano razvojem i njegovanjem logickog i apstraktnog misljenja. Kako bi
se to ostvarilo, ucenici se moraju suociti s onakvim nastavnim konceptima i
matematickim problemima koji ¢e od njih zahtijevati identificiranje klju¢nih
znacajki problema, njegovo rasclanjivanje na odgovarajuée dijelove, identifi-
ciranje sli¢nih slucajeva koji mogu biti od pomodi, identificiranje i uporabu
odgovarajucih i potrebnih znanja i vjeStina, odabir odgovarajucih strategija,
razmatranje alternativnih pristupa, trazenje pravilnosti, obrazaca i veza, po

potrebi generiranje primjera i protuprimjera te posebnih slucajeva, razma-
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tranje mogucih ogranicenja, daljnje prosirenje problema pitanjem “Sto ako
... 77 formiranje i istrazivanje pretpostavki, stvaranje lanaca matematickih
argumenata, utvrdivanje istinitosti pretpostavki, te donosenje samostalnih
zakljucaka.

Pri realizaciji svega navedenog koriste se osnovne znanstvene metode mis-
ljenja, istrazivanja i zakljuc¢ivanja, a koje su ujedno vazno orude matemati-
¢ara pri dokazivanju matematickih tvrdnji i uspostavljanju veze istog s od
ranije poznatim Cinjenicama i teorijama. To su: analiza, sinteza, analogija,
konkretizacija, apstrakcija, indukcija, dedukcija, specijalizacija i generaliza-
cija. Sveudili$ni profesor dr. sc. Zdravko Kurnik (2009.) istice da je zadatak
nastavnika izabrati pogodne probleme i primjenjivati navedene metode kako
bi se ucenike osposobilo na rad koji je vrlo blizak onom istrazivackom. Kur-
nik takoder skrece paznju na ¢injenicu da se u udzbenicima matematike i u
nastavnom procesu ¢esto ne poklanja dovoljno pozornosti na pravilnost pri-
mjene znanstvenih postupaka te navodi da je ucenike potrebno postupno i
na primjeren nacin nauciti primjenjivati spomenute metode neovisno o tome
hoce li se oni kasnije ozbiljnije baviti matematikom ili ne. On vjeruje da
su neuspjesi u¢enika nakon zavrsenog Skolovanja velikim dijelom posljedica
toga Sto se tijekom obrazovanja suviSe inzistira samo na usvajanju gradiva
istovremeno zapostavljajuéi one razine nastave matematike za koju su po-
trebne zahtjevnije nastavne metode zasnovane na heuristi¢koj i problemskoj

nastavi.
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5 Primjeri u nastavi matematike

U nastavku rada navedena su dva primjera iz nastave matematike, od ko-
jih svaki sadrzi jedan obradeni matematicki zadatak. Zadatak u Primjeru 1.
namijenjen je ucenicima petog razreda osnovne Skole, a zadatak u Primjeru
2., ucenicima prvog razreda gimnazije. Oba navedena zadatka nestandardni
su problemski zadaci u kojima je naglasak na procesu rjesavanja koji omo-
gucuje razvoj i oblikovanje matematickog razmisljanja ucenika i provodenje
nevelikih istrazivanja primjernih njihovoj dobi.

Tijekom rada na takvim matematickim problemima u nastavi, pozeljno
je ucenike poticati k glasnom razmisljanju i razmjeni misljenja i ideja s nas-
tavnikom i ostalim ucenicima. Nastavnik u procesu rjeSavanja ima ulogu
moderatora koji intervenira samo po potrebi. Intervencije nastavnika u tak-
vim situacijama uklju¢uju sve one akcije (npr. pruzanje konkretnih odgovora
i postavljanje odredenih pitanja) kojima se ucenici poti¢u na daljnji mate-
maticki rad. Isti se ostvaruje manifestacijom ranije spomenutih misaonih
aktivnosti koje su svojstvene matematickom razmisljanju, a u ¢ijoj je osnovi
koristenje osnovnih znanstvenih metoda misljenja, istrazivanja i zakljuciva-
nja.

Nakon inicijalnog identificiranja klju¢nih znacajki problema u svakom od
zadataka, metodom konkretizacije, zadaju se konkretni primjeri — oni koji
su za taj zadatak znacajni. U tom smislu, zada¢a metode konkretizacije
nije rijeSiti dani problem veé¢ ga na neki nacin pojednostaviti i spoznajno
“pribliziti” kako bi u nastavku pokusali uoc¢iti odredene pravilnosti, obrasce i
veze koje predstavljaju zajednicke znacajke tih generiranih primjera. Upravo
uocavanje odredenih pravilnosti, obrazaca i veza, koje predstavljaju zajed-
nicke znacajke konkretnih primjera, odlike su metode generalizacije. U osnovi

metode generalizacije je analiza te zakljucivanje po analogiji i/ili induktivno
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zakljuc¢ivanje. Generalizacijom oblikovani zakljuéci ne moraju biti istiniti;
oni predstavljaju zakljucke koji su osnova pretpostavki koje slijede i ¢ija se
istinitost tek treba utvrditi. Utvrdivanje istinitosti formiranih pretpostavki
postupak je kojim se stvaraju lanci matematickih i logicki ispravnih argume-
nata koji vode do trazenog zakljucka. Logicki ispravni argumenti formiraju
se primjenom neke od ranije navedenih znanstvenih metoda misljenja, istra-
zivanja i zakljucivanja.

Svaki od zadataka metodom se analize ras¢lanjuje na odgovarajuée dije-
love, rasclanjeni dijelovi problema se odgovaraju¢im metodama proucavaju,
a zatim se metodom sinteze povezuju. U tom smislu analiticko — sinteticka

metoda predstavlja okvir unutar kojeg se odvija proces rjeSavanja.

5.1 Primjer 1.

Prema aktualnom kurikulumu za nastavni predmet Matematika (2019.), u
petom se razredu obraduju sadrzaji Djeljivost prirodnih brojeva, Pravila dje-
lyiwosts prirodnih brojeva, Djeljivost umnoska, zbroja i razlike. Odgojno—obrazovni
ishod tog sadrzaja je primjena djeljivosti prirodnih brojeva, pri ¢ijoj se raz-
radi djeljivost umnoska, zbroja i razlike i ispituje.

Zadatak koji slijedi namijenjen je ucCenicima petog razreda osnovne Skole

s ciljem utvrdivanja spomenutih nastavnih sadrzaja.

Zadatak:
Brojevi koji ¢itani od poc¢etka prema kraju ili obrnuto glase jednako
nazivaju se palindromi. Jesu li svi Cetveroznamenkasti palindromi

djeljivi s 117
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Rjesenje zadatka:
Nastavnik inicijalno poti¢e u¢enike na analizu zadanog problema (u nastavku
teksta: Problem 1) te identifikaciju njegovih klju¢énih znacajki . U konkret-
nom zadatku, kljuc¢ne znacajke su: Cetveroznamenkasti palindromi, djeljivost
¢etveroznamenkastih palindroma brojem 11, djeljivost svih ¢etveroznamen-

kastih palindroma brojem 11.

Konkretizacija 1
Ucenike se u nastavku usmjerava na provedbu metode konkretizacije (u dalj-
njem tekstu: Konkretizacija 1). Potic¢e ih se na navodenje nekoliko cetve-
roznamenkastih palindroma te ispitivanje njihove djeljivost brojem 11. Bez
smanjenja opcenitosti moze se pretpostaviti da se ispituje djeljivost brojeva

2552, 3443, 3993, 7447 brojem 11.

25502 : 11 = 232
3443 : 11 = 313
3993 : 11 = 363
7447 : 11 = 677

Zakljucak Konkretizacije 1
Ucenici temeljem provedenog mogu zakljuciti da su svi navedeni, nasumicno
odabrani, Cetveroznamenkasti palindromi zaista djeljivi brojem 11.

Nastavnik zatim usmjerava ucenike na promisljanje o sljede¢im pitanjima:
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“Moze li se s obzirom na navedeni zakljuc¢ak tvrditi da su svi ¢etveroznamen-
kasti palindromi djeljivi brojem 117”7, “Mogu li se u navedenim primjerima
uociti odredene pravilnosti, obrasci ili veze?” Sve navedeno zapravo znaci da
se kod ucenika potice razmatranje moguénosti provedbe metode generaliza-
cije, formiranje pretpostavki te donoSenje generaliziranih i valjanih zaklju-
caka. Ocekuje se da ¢e ucenici ustanoviti da se temeljem dobivenog zakljucka
ne moze tvrditi da su svi ¢etveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 11,
niti da se mogu uociti neke posebne pravilnosti, obrasce ili veze, Sto ujedno
predstavlja trenutak u kojem je potrebno ucenike usmjeriti k tranziciji od

“ne znam” prema ‘ne znam jo§” i potaknuti ih na daljnji rad.

Pomoc¢ni problem
S tim ciljem, nastavnik sugerira u¢enicima da bi za odabir daljnjih odgovara-
jucih strategija rjesavanja moglo pomod¢i znati koliki je broj ¢etveroznamen-
kastih palindroma; ukoliko ih je “dovoljno malo”, zadani problem moze se
najjednostavnije rijesiti dijeljenjem svakog od njih brojem 11, u suprotnom,
potrebno je osmisliti neke druge alternativne smjernice. Dakle, identificira
se novonastali pomo¢ni problem — odrediti broj ¢etveroznamenkastih palin-
droma, koji se rjesava analiticki.

Prva znamenka takvog broja moze biti element skupa {1,2,3,4,5,6,7,8,9},
druga element skupa {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}, tre¢a jednaka drugoj i ¢etvrta
jednaka prvoj. To znaci da za tre¢u i ¢etvrtu znamenku postoji to¢no jedna
moguc¢nost nakon odabira prvih dviju. Dakle, prva se znamenka moze iza-
brati na devet nacina, istovremeno druga na deset, a tre¢a i ¢etvrta samo na
jedan, Sto znaci da cetveroznamenkastih palindroma ima 9-10-1-1, odnosno
ukupno devedeset. Moze se stoga zakljuciti da je broj ¢etveroznamenkastih

palindroma “prevelik” da bi se zadani problem rijesio direktnom provjerom
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djeljivosti svakog od njih brojem 11, stoga je potrebno osmisliti drugaciji

pristup problemu.

Ponovnom analizom Problema 1, a uzimajuéi u obzir provedene korake
rjeSavanja i zakljucke istih, ucenike se potice na odabir daljnjih odgovarajuc¢ih
strategija. Zeljeni put predstavlja ponavljanje metode konkretizacije (u dalj-
njem tekstu: Konkretizacija 2) odabirom i radom na drugac¢ijim primjerima.
Nasumicno odabrani primjeri u Konkretizaciji 1 rezultirali su nemogué¢noséu
uocavanja posebnih pravilnosti, obrazaca ili veza. Dakle, u Konkretizaciji 2
pokusati ¢e se generirati onakvi primjeri koji ¢e mozebitno omoguéiti uoca-
vanje odredenih pravilnosti, obrazaca i veza, a sve sa ciljem moguc¢nosti pro-

vedbe daljnjih procesa matematickog razmisljanja.

Konkretizacija 2
Jedan od nacina formiranja takvih primjera je ispitati datu djeljivost najma-
njeg i jos troje cetveroznamenkastih palindroma, takvih da je svaki od njih

sljedec¢i vec¢i od prethodnog. To su brojevi 1001, 1111, 1221, 1331. Navedeni

se brojevi dijele brojem 11:

1001 : 11 =91
1111 : 11 =101
1221 :11 =111
1331:11 =121
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Zakljucak Konkretizacije 2
Ucenici temeljem provedenog ponovno mogu zakljuciti da su svi navedeni

¢etveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 11.

Generalizacija 1 i Pretpostavka 1
Nastavnik ponovno potic¢e ucenike na razmisljanje i zakljucke sljedeé¢im pi-
tanjima: “Moze li se s obzirom na navedeni zakljucak tvrditi da su svi ce-
tveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 117”7, “Mogu li se u navedenim
primjerima uociti odredene pravilnosti, obrasci ili veze?” Kao i nakon Kon-
kretizacije 1, o¢ekuje se da ¢e ucenici ustanoviti da se temeljem dobivenog
zakljucka i dalje ne moze tvrditi da su svi ¢etveroznamenkasti palindromi dje-
ljivi brojem 11, medutim uslijed analize rezultata u Konkretizaciji 2 mogu
se ustanoviti sljedece pravilnosti: “U rastuc¢em nizu navedenih palindroma
svaki naredni je za 110 veé¢i od prethodnog.”

Posljedi¢no tomu, s ciljem provedbe daljnjih procesa matematickog raz-
misljanja, nastavnik navodi ucenike na daljnju analizu sljedeé¢im pitanjem:
“Vrijedi li navedeno za sve ¢etveroznamenkaste palindrome poredane od naj-
manjeg k najvecem?” Uocene pravilnosti i razmatranje istinitosti manifesta-
cije istih u svim slucajevima ujedno su dio metode generalizacije koja vodi k
formiranju pretpostavke (u daljnjem tekstu: Pretpostavka 1) koja glasi: “U
rastué¢em nizu svih palindroma svaki naredni je za 110 veéi od prethodnog.”
Kako bi se na tu temu utvrdio valjani zakljucak, potrebno je ispitati istinitost
navedene pretpostavke. Od ucenika se oc¢ekuje generiranje primjera i protu-
primjera te zakljucak: “Ukoliko navedeno vrijedi, onda ¢e svakom zbroju bro-
jeva 110 i svakog sljedeé¢eg palindroma koji je ve¢i od prethodnog, posljednja
znamenka biti 1, medutim to ne moze biti istina. Na primjer palindromu

2002 posljednja znamenka nije 1. Dakle, valjani zakljucak glasi: “U rastuc¢em
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nizu svih palindroma svaki naredni ¢lan nije za 110 veéi od prethodnog.” S
obzirom na zakljucak kojim se opovrgava istinitost formirane pretpostavke,
ucenike je ponovno potrebno usmyjeriti k tranziciji od “ne znam” prema ‘“ne

%77

znam jos” i potaknuti ih na daljnji rad.

Ponovnom analizom Problema 1 te uzimajuéi u obzir provedene korake
rjeSavanja i zakljucke istih, ucenike se poti¢e na odabir daljnjih strategija.
Kao i ranije, zeljeni put predstavlja ponavljanje metode konkretizacije (u
daljnjem tekstu: Konkretizacija 3) odabirom i radom na drugacijim primje-
rima kojima se ovog puta “pokriva barem jedno kriti¢cno mjesto” u rastu¢em
nizu cetveroznamenkastih palindroma. Pod pojmom kriticno mjesto podra-
zumijevaju se dva susjedna ¢lana rastuceg niza cetveroznamenkastih palin-

droma koji se medusobno razlikuju u znamenci tisucice.

Konkretizacija 3
Bez smanjenja opcenitosti moze se pretpostaviti da se ispituje djeljivost bro-

jeva 1881, 1991, 2002, 2112, 2222, 2332 brojem 11.

1881 : 11 =171
1991 : 11 =181
2002 : 11 = 182
2112 : 11 =192
2222 :11 = 202
2332 : 11 =212
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Zakljuc¢ak Konkretizacije 3
Ucenici temeljem provedenog mogu ponovno zakljuciti da su svi navedeni

¢etveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 11.

Generalizacija 2
Kao i nakon ranije provednih metodi konkretizacije, nastavnik potice ucenike
na razmisljanje i zakljucke sljede¢im pitanjima: “Moze li se s obzirom na
navedeni zakljucak tvrditi da su svi Cetveroznamenkasti palindromi djeljivi
brojem 1177, “Mogu li se u navedenim primjerima uociti odredene pravilnosti,
obrasci ili veze?” Kao i nakon Konkretizacije 1 i Konkretizacije 2, o¢ekuje se
da ¢e ucenici ustanoviti da se temeljem dobivenog zakljucka i dalje ne moze
tvrditi da su svi ¢etveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 11, medutim

uslijed analize Konkretizacije 3, moze se ustanoviti sljedece:

- u rastu¢em nizu navedenih palindroma svaki naredni je za 110 veéi od

prethodnog, osim pri promjeni znamenke tisucice

- razlika izmedu dvaju susjednih ¢lanova rastuceg niza Cetveroznamen-

kastih palindroma koji se razlikuju u znamenci tisuéice je 11.

Pretpostavka 2
Posljedi¢no tomu, s ciljem provedbe daljnjih procesa matematickog razmislja-
nja, nastavnik navodi ucenike na daljnju analizu sljede¢im pitanjem: “Vrijede
li navedeni zakljucci u svim slucajevima?” Uocene pravilnosti i razmatranje
istinitosti manifestacije istih u svim sluc¢ajevima ujedno su dio metode gene-

ralizacije koja vodi k formiranju pretpostavki. Prva od njih je: “U rastuc¢em
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nizu svih palindroma svaki naredni je za 110 vec¢i od prethodnog, osim pri
promjeni znamenke tisuéice”, a druga: “Razlika izmedu dvaju susjednih ¢la-
nova rastuceg niza cetveroznamenkastih palindroma koji se razlikuju u zna-
menci tisuéice je 117. Kako bi se o tome utvrdili valjani zakljucci, potrebno
je ispitati istinitost navedenih pretpostavki.

Kako bi ispitali istinitost druge navedene pretpostavke, nastavnik potice
ucenike na postupak potpune indukcije pri ¢emu je potrebno provjeriti date

djeljivost u svim slucajevima:
2002 — 1991 =11

3003 — 2992 =11
4004 — 3993 = 11
5005 — 4994 = 11
6006 — 5995 = 11
7007 — 6996 = 11
8008 — 7997 = 11
9009 — 8998 = 11

Ucenici temeljem provedenog mogu zakljuciti da je zaista razlika izmedu
dvaju susjednih ¢lanova rastuceg niza Cetveroznamenkastih palindroma koji
se razlikuju u znamenci tisu¢ice uvijek 11. Pri ispitivanju istinitosti prve od
navedenih dviju pretpostavki koristi se analiticko—sinteticka metoda. Ce-
tveroznamenkasti palindromi koji imaju iste znamenke tisucica, imaju i iste

znamenke jedinica te se stoga razlikuju samo u znamenkama desetica i sto-
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tica. U rastu¢em nizu tih palindroma svakom narednom su znamenke desetice
i stotice za 1 vece od odgovarajuc¢ih znamenki njegovog prethodnika i zbog

toga se moze zakljuciti da je svaki naredni zaista za 110 veéi od prethodnog.

Zakljucak i rjeSenje zadatka
S ciljem donoSenja kona¢nog zakljucka koji je ujedno i rjeSenje zadanog za-
datka, nastavnik potic¢e ucenike na primjenu ranije usvojenih matematickih
znanja. Konkretno, ucenici su upoznati sa time da ako je svaki pribrojnik
djeljiv nekim brojem, djeljiv tim brojem je i njihov zbroj. Vazan je i zaklju-
¢ak da su brojevi 110 i 11 takoder djeljivi brojem 11, jer je 110 : 11 = 10 i

11:11 = 1. Iz dosadasnje razrade datog problema zakljuceno je:
- broj 1001 je djeljiv brojem 11

- u rastu¢em nizu ¢etveroznamenkastih planidroma svaki je sljedeci ¢lan
zbroj njemu prethodnog i jednog od brojeva 110 ili 11 pocevsi s tim

postupkom od broja 1001.

Iz svega navedenog primjenom metode sinteze slijedi zakljuc¢ak da su svi

¢etveroznamenkasti palindromi djeljivi brojem 11.
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5.2 Primjer 2.

Sljede¢i primjer namijenjen je ucenicima prvog razreda gimnazije. Prema
ranije spomenutom kurikulumu, u prvom se razredu gimnazije obraduju sa-
drzaji Potencije i Algebarski izrazi. Odgojno-obrazovni ishod sadrzaja Po-
tencije je i primjena potencija, pri ¢ijoj se razradi potencije povezuju s pro-
blemima iz drugih podrucja i zZivota. Odgojno—obrazovni ishod sadrzaja
Algebarski izrazi je racunanje s algebarskim izrazima.

Zadatak u nastavku, kao i prethodni, ima za cilj usvajanje navedenih nas-

tavnih sadrzaja.

Zadatak:
Neki prirodni brojevi mogu se prikazati kao zbroj kona¢nog broja
uzastopnih prirodnih brojeva. Koji prirodni brojevi imaju to svoj-

stvo?

RjeSenje zadatka:
Inicijalno, nastavnik poti¢e ucenike na analizu zadanog problema i identifi-
kaciju njegovih klju¢nih znacajki. U ovom zadatku, klju¢ne znacajke su: pri-
rodni brojevi, prikaz prirodnog broja u obliku zbroja kona¢nog broja uzas-
topnih prirodnih brojeva, odredivanje svih prirodnih brojeva koji se mogu

prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih brojeva.

Konkretizacija 1
Ucenike se zatim usmjerava na provedbu metode konkretizacije (u daljnjem
tekstu: Konkretizacija 1). Ideja i uputa je pokusSati prvih deset prirodnih
brojeva prikazati u obliku zbroja konac¢nog broja uzastopnih prirodnih bro-

jeva.

36



1=0+1

Ucenike se na ovom koraku poti¢e na analizu provedenog koraka pitanjem:
“Je li navedeni primjer valjan?”. Ocekuje se da ¢e ucenici zakljuciti i argumen-
tirati kako navedeni primjer nije valjan jer nula nije prirodni broj. Ucenici

zatim dalje provode Konkretizaciju 1.

Broj 2 se ne moze prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih

prirodnih brojeva.
3=1+4+2

Broj 4 se ne moze prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih

prirodnih brojeva.

5=2+3
6=1+2+3
7T=3+4

Broj 8 se ne moze prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih

prirodnih brojeva.
9=4+5

10=1+2+3+4

Zakljucak Konkretizacije 1
Ucenici temeljem provedenog mogu zakljuciti da medu prvih deset prirodnih
brojeva brojevi 3, 5, 6, 7, 9 1 10 se mogu prikazati u obliku zbroja kona¢nog

broja uzastopnih prirodnih brojeva, a brojevi 1, 2, 4 i 8 ne mogu.
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Generalizacija 1
Nastavnik zatim potice ucenike na trazenje pravilnosti, obrazaca i veza. Moze
se prepoznati i identificirati da su brojevi koji se tijekom Konkretizacije 1
nisu mogli prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih

brojeva, odnosno brojevi 1, 2, 4 1 8, potencije broja 2.

Konkretizacija 2
S ciljem utvrdivanja (ili opovrgavanja) identificiranih pravilnosti, nastavnik
poti¢e ucenike na daljnju konkretizaciju (u daljnjem tekstu: Konkretizacija
2) i provjeru smislenosti formiranih indicija pokusajem prikaza daljnjih de-

set prirodnih brojeva u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih

brojeva.
11=5+6
12=3+4+4+5
13=6+7

14=2+3+4+5
15=4+5+6

Broj 16 se ne moze prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih

prirodnih brojeva.

17=8+9
18=5+6+7
19=9+10
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20=2+3+4+5+6

Zakljucak Konkretizacije 2
Ucenici temeljem provedenog mogu utvrditi da medu sljedec¢ih deset prirod-
nih brojeva brojevi 11, 12, 13, 14, 15, 17, 18, 19 i 20 se mogu prikazati
u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih brojeva, a broj 16 ne

moze.

Generalizacija 2
Ponovno, kao i ranije, uc¢enici mogu utvrditi da je jedini broj koji se ne moze
prikazati u obliku zbroja konacnog broja uzastopnih prirodnih brojeva po-

tencija broja 2.

Pretpostavka 1
Nastavnik usmjerava nadalje ucenike k formiranju pretpostavke ¢ija se isti-
nitost tek treba utvrditi. Pretpostavka je da se potencije broja 2 ne mogu
prikazati u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih brojeva, te da
se brojevi koji nisu potencije broja 2 mogu prikazati u obliku zbroja konac-

nog broja uzastopnih prirodnih brojeva.

Analiza i sinteza 1
S ucenicima se u nastavku provodi analiza. Nastavnik navodi ucenike na
razmisljanje sljede¢im pitanjima: “Postoje li pravilnosti pri zapisu broja koji
nije potencija broja 2 u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih prirodnih
brojeva?”’, “Ukoliko se potencije broja 2 ne mogu prikazati u obliku zbroja
konac¢nog broja uzastopnih prirodnih brojeva, $to je tomu razlog?”, “Koje

karakteristike ¢ine razliku izmedu potencije broja 2 i broja koji to nije?”
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Kako bi odgovorili na postavljena pitanja, ucenici se inicijalno usmjeravaju
k iznoSenju onoga $to je s njihove strane o tim pitanjima za sada poznato.

Moze se utvrditi i iznijeti sljedece:

potencija broja 2 u rastavu na proste faktore nema drugih faktora osim

broja 2

svaki se slozeni broj moze prikazati kao umnozak potencija prostih bro-

jeva

sve potencije broja 2, osim broja 1, parni su brojevi

svi su prosti brojevi, osim broja 2, neparni brojevi

svaki broj koji nije potencija broja 2 ima, osim broja 1, barem jos

jednog neparnog djelitelja.

S ciljem odabira daljnje odgovarajuce strategije rjeSavanja, nastavnik po-
novno potic¢e ucenike na razmisljanje i eventualno formiranje sljedeé¢e pret-
postavke sljede¢im pitanjima: “Mogu li se medu navedenim tvrdnjama usta-
noviti odredene veze?”, “Sto moZemo pretpostaviti da vrijedi?” Ocekuje se
da ¢e ucenici uz pomoé¢ nastavnika sintetizirati i utvrditi: “Posto smo medu
prvih dvadeset prirodnih brojeva sve one koji nisu potencija broja 2 uspjeli
prikazati u obliku zbroja konacnog broja uzastopnih prirodnih brojeva, a
kako svaki broj koji nije potencija broja 2 ima barem jo$ jednog neparnog
djelitelja, mozda postoji veza izmedu neparnog djelitelja i prikaza broja u
obliku zbroja konac¢nog broja uzastopnih prirodnih brojeva, kod brojeva koji

nisu potencija broja 2.

Konkretizacija 3

Nastavnik nadalje potice ucenike k ponovnoj konkretizaciji; ucenici se us-
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mjeravaju da na konkretnim primjerima od nekoliko slozenih brojeva, koji
nisu potencija broja 2, ustanove postoji li kod svakog od tih brojeva veza
izmedu njegovog neparnog djelitelja i prikaza tog broja u obliku zbroja ko-
nacnog broja uzastopnih prirodnih brojeva. Bez smanjenja opéenitosti moze
se pretpostaviti da se navedeno nastoji uociti na nekoliko visekratnika broja
3 1 viSekratnika broja 5. Razlog odabira tih brojeva je taj Sto je svakom od

njih poznat jedan njihov neparni djelitelj - broj 3, odnosno broj 5.

3 =1 + 2

6 =1 + 2 + 3

9 2 + 3 + 4

12 3 + 4 + 5

15 = 4 + 5 + 6

5 = 2 + 3

10 =1 + 2 + 3 + 4

L =1 4+ 2 + 3 + 4 + 5

20 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6
25 = 3 + 4 + 5 + 6 + 7

Zakljucak Konkretizacije 3
Uc€enici temeljem provedenog mogu zakljuciti da se vedina ispitanih visekrat-
nika broja 3 (odnosno broja 5) moze prikazati u obliku zbroja od 3 (odnosno

5) uzastopnih prirodnih brojeva.

Pretpostavka2
[ako se medu ispitivanim brojevima brojevi 3, 5 1 10 nisu uspjeli prikazati u
obliku zbroja od 3 (odnosno 5) uzastopnih prirodnih brojeva, nastavnik uka-
zuje ucenicima da zbog toga Sto se ipak vedina ispitanih visekratnika broja
3 (odnosno broja 5) uspjela prikazati u obliku zbroja od 3 (odnosno 5) uzas-
topnih prirodnih brojeva, moze biti dobra ideja pretpostaviti da se neparni

djelitelj nekog prirodnog broja najcesée podudara s brojem pribrojnika u
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prikazu tog prirodnog broja u obliku zbroja kona¢nog broja uzastopnih pri-
rodnih brojeva, uz napomenu da ¢e biti potrebno rijesiti otvorene probleme

koji su ostali iza rije¢i veéina i najcescée.

Nastavnik takoder sugerira uc¢enicima da za daljnje trazenje i uocavanje
pravilnosti, obrazaca i veza, formiranje pretpostavki i donosenje zakljucaka
moze biti korisno dosadasnja razmatranja, spoznaje i pretpostavke prikazati
na drugaciji nacin, konkretno, algebarski.

Nastavnik usmjerava ucenike na prijelaz od konkretnih sluc¢ajeva, apstra-
hiranjem, k njihovom generaliziranom algebarskom prikazu. S ucenicima se

provodi sljedece:

- utvrduje se oznaka neparnog prirodnog broja 2k + 1, £k € N

- modificira se posljednja pretpostavka u sljedeé¢i oblik: “Prirodni broj
N kojemu je djelitelj broj 2k + 1, najcesée se moze prikazati u obliku
zbroja od 2k 4 1 uzastopnih prirodnih brojeva.” |, odnosno “Ako je
N = (2k+1)-F, za F € N, onda se N najéeice moZe prikazati u obliku

zbroja od 2k + 1 uzastopnih prirodnih brojeva.”

- apstrahiraju se i generaliziraju ranije provedeni uspjesni prikazi viSe-
kratnika broja 3, to jest broja 5, u obliku zbroja kona¢nog broja uzas-

topnih prirodnih brojeva

3.2 = 1 4+ 2 + 3
3.3 = 2+ 3 + 4
3.4 = 3+ 4 + 5
3.5 = 4 4+ 5 + 6
3.-F = (F=1) + F + (F+1)
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5-3 = 1 + 2 + 3 + 4 + 5
5-4 = 2 + 3 + 4 + 5 + 6
5.5 = 3 + 4 + 5 + 6 + 7
5-F = (F-2) + (F-1) + F 4+ (F+1) + (F+2

Uc¢enici se poticu na daljnju generalizaciju:
Ako je
3-F=(F-1)+F+(F+1)

5 F=(F—2)+(F—1)+F+(F+1)+(F+2),

onda se moze pretpostaviti da je opcenito

(2k+1)-F = (F—=k)+--+(F-2)+(F—=1)+ F+(F4+1)+(F+2)+- - -+ (F+k).

Ucenici racunaju s algebarskim izrazima i utvrduju istinitost te pretpos-

tavke. Dakle vrijedi:

(2k+1)-F = (F—k)+--+(F-2)+(F—1)+ F+(F4+1)+(F+2)+- - -+ (F+k).

Dalje, ucenici takoder uocavaju da je na desnoj strani tog matematickog
izraza to¢no (2k + 1) pribrojnika, temeljem ¢ega utvrduju istinitost Pretpos-
tavke 2 i utvrduju zakljucak: ako je N = (2k+ 1) - F, onda je N zbroj od
to¢no 2k + 1 uzastopnih cijelih brojeva oblika (F' + i) za i = —k, ..., k.

Analiza 2
Nastavnik podsjeca ucenike na inicijalno zadani problem i postavlja pitanje:
“Jesu li svi odredeni uzastopni pribrojnici prirodni brojevi, odnosno je li svaki

(F +1i) zai= —k,...,k prirodni broj?”
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Ucenici su ranijim razmatranjima ustanovili da su se samo neki visekrat-
nici broja 3, odnosno broja 5, uspjesno mogli prikazati u obliku zbroja od
to¢no 3, odnosno 5, uzastopna prirodna broja. Nastavnik upucuje ucenike
na primjenu jednakosti (2k +1)-F = (F —k)+---+ (F—2)+ (F —1) +
F+(F+1)+ (F+2)+---+ (F+ k) na brojevima 3, 5, 10. Dobije se:

3 =
5 =
10 =

= -1 +

Cct Ot W
N = =
o O O
+ 4+

1
1
1

+ o+
N N DN

+ 3
+ 3 + 4

Uc¢enici mogu zakljuciti da se primjenom jednakosti (2k + 1) - F = (F —
B+ +(F-2)+(F-1)+F+(F+1)+(F+2)+ -+ (F+k)svi
ranije ispitivani visekratnici broja 3, odnosno broja 5, mogu prikazati u obliku
zbroja od to¢no 3 odnosno 5 uzastopnih pribrojnika, medutim svaki od tih
pribrojnika nije nuzno prirodni broj. Nastavnik postavlja pitanje: “Koliko je
medu njima prirodnih brojeva?”

Nastavnik s uc¢enicima lako utvrduje da budu¢i da je N = (F —k)+---+
(F=2)+(F-1)+F+(F+1)+(F+2)+ -+ (F + k) prirodni broj,
medu navedenim pribrojnicima je sigurno viSe prirodnih brojeva, medutim
valja ispitati koliko ih je to¢no. Ucenici s tim ciljem provode odgovarajuce

specijalizacije.

Specijalizacija 1

Ako je F' > k, svih 2k + 1 pribrojnika su uzastopni prirodni brojevi.

Specijalizacija 2
Ako je F' = k, to znaci da je tocno jedan od tih pribrojnika broj 0, a svi
ostali su prirodni. To znaci da je prirodnih pribrojnika za jedan manje od

2k 4+ 1, odnosno paran broj i to njih 2k.
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Specijalizacija 3
Ako je jedan od tih pribrojnika broj 0, a svi ostali nisu prirodni, u zbroju
uzastopnih cijelih brojeva se “oko” nule nalaze parovi medusobno suprotnih
cijelih brojeva kojih je s nulom neparan broj i njihov zbroj je jednak nuli.
Dakle, moze se zakljuciti da postoji paran broj prirodnih pribrojnika. Koliko
je u tom slucaju prirodnih pribrojnika?

Zasigurno ¢e (F' — k) biti negativan cijeli broj ako je F' < k. To znaci da
postoji prirodni broj m takav da je k = F' 4+ m, odnosno F' =k —m. U tom

je slucaju:

N=(F—(F+m))+--+F+--+(F+(F+m))=(—m)+-+-+ (2F +m)

Zbroj prvih m + 1+ m = 2m + 1 pribrojnika jednak je nuli, $to znaci da je
prirodnih pribrojnika u tom slu¢aju tocno 2k+1—(2m+1) = 2(k—m) = 2F.

Zakljucak
Nastavnik s ucenicima utvrduje konac¢ne zakljucke koji vode do rjesenja za-

datka:

- prirodni se broj N moze prikazati kao zbroj parnog ili neparnog broja

uzastopnih prirodnih brojeva

-akoje N=(F—-k)+--+(F-2)+(F-1)+F+(F+1)+ (F+
2)+ -+ (F+k),ondaje N=(2k+ 1) - F. To znac¢i da takav N ne
moze biti potencija broja 2, neovisno o tome ima li paran ili neparan

broj prirodnih pribrojnika.

- konacno, prirodni se brojevi koji nisu potencija broja 2, mogu prikazati

u obliku zbroja konac¢nog broja uzastopnih cijelih brojeva. Oblika su
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N = (2k + 1) - F i tada vrijedi da je N zbroj od 2k + 1 uzastopnih
cijelih brojeva oblika (F' + i) za i = —k,..., k. Ako je F' > k, svih
2k 4 1 pribrojnika su uzastopni prirodni brojevi. Ako je F' =k, N je
zbroj od 2k uzastopnih prirodnih brojeva, a ako je F' < k, N je zbroj

od ukupno 2F" uzastopnih prirodnih brojeva.
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6 Zakljucak

Glavni zadatak matematickog obrazovanja trebao bi biti uc¢enike nauciti
medusobno razmjenjivati misljenja i ideje, timski raditi te promisljati na na-
¢in koji vodi do dubljeg razumijevanja promatranih pitanja i sadrzaja, vece
koherentnosti poznatih koncepata te vece efektivnosti spoznajnih procesa i
kriti¢nih procjena. Opisani nacin razmisljanja predstavlja upravo matema-
ticko razmisljanje, a sve spomenuto pospjesuje razvoj vjestina i znanja kojima
¢e se ucenici koristiti u osobnom, drustvenom i profesionalnom zivotu.

Moguénost matematickog razmisljanja kod ljudi posljedica je umnih spo-
sobnosti razvijenih prije nekoliko tisu¢a pa ¢ak i milijuna godina. Ono ne
zahtjeva neke posebne niti nove kognitivne sposobnosti, ve¢ u¢inkovite nacine
uporabe postoje¢ih osobina mozga. Razmisljati na odreden nacin umijece je
koje se moze oblikovati aktivacijom odredenih misaonih mehanizama.

Uzimajuéi u obzir teoriju razradenu u ovom radu, te prema uputi Ku-
rikuluma nastavnog predmeta Matematika iz 2019. godine, potrebno je te-
7iSte suvremene nastave pomaknuti s rjeSavanja zadataka u kojima se trazi
primjena ve¢ utvrdenog postupka k razvoju vjeStina i sposobnosti njihove
primjene u nepoznatim situacijama. S tim je ciljem pozeljno odabirati za-
datke u kojima je naglasak na procesu rjesavanja problema i raspravi, koji od
ucenika traze predvidanje, promisljanje, zakljucivanje, kreativnost, a jedno
ili vise rjesenja moguce je dobiti koriste¢i se razlic¢itim ispravnim strategi-
jama. Tijekom tako koncipirane nastave matematike ucenici bi se ponajprije
trebali osjec¢ati sigurno i nastaviti s radom c¢ak i kad je tesko ili se rjesenje
niti ne nazire, te ih je na tom putu potrebno pozitivno poticati, umjesto za
sposobnosti, iskljuc¢ivo za njihov trud ustrajnost i rad.

Tijekom rada na matematickim problemima u nastavi pozeljno je poticati

ucenike na glasno razmisljanje i razmjenu ideja i informacija s nastavnikom
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i ostalim ucCenicima. Nastavnik za to vrijeme ima ulogu moderatora koji
bi trebao intervenirati samo po potrebi. Intervencije nastavnika u takvim
situacijama ukljuc¢uju sve one akcije (npr. postavljanje pitanja, pruzanje od-
govora) kojima se u¢enike navodi na “usmjerenije” promisljanje te povecava
vjerojatnost razvoja korisnih ideja, uoc¢avanja odredenih pravilnosti, formi-

ranje pretpostavki i donosenje zakljucaka.
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Popis slika

1 Mozdana aktivnost osoba sa stati¢nim i razvojnim mentalnom sklopom 22
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